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DS 9

Devoir surveillé 9, sujet 2.

Chaque résultat doit étre justifie, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées. Les é€tapes des
éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat ou une question en le
précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation de la copie

seront prises en compte dans l’évaluation.

Exercice 1.
On admet que :

Si une suite (upn)n>1 converge vers [, alors, on a: hrf g up = | (théoréme de Césaro). Dans toute la
n—-+oo N

suite, on considére une suite (x,)nen+ de réels positifs telle que la série de terme général x, converge. Pour
tout entier naturel n non nul, on note:

n n n

1 1
Sp=3wp, T=——=> Spetyn=— > in;.
n k_lwlm n n+1k_1 k €U UYn n(n+1) < 14

Partie 1: Résultats préliminaires

1. On souhaite montrer que pour toute suite (ay)nen Strictement positive, on a

n /n n

1

<H ai> < - g ay (inégalité arithmético-géométrique)

n
i= k=1

(a) Montrer que Vz € R, ¥ > 1 + z.

1 n
(b) On pose A = — g ar. Montrer que pour tout k € [1,n],
n
k=1

(¢) En déduire I'inégalité arithmético-géométrique.

2. On souhaite montrer le résultat suivant :
étant donné deux suites (un)nen et (vn)nen équivalentes et a termes positifs, telles que Y u,, diverge,

on a
ZUWZ

k=1

(a) Montrer que pour tout € > 0, il existe N € N tel que
VE > N,(1—€)vp <up < (1+ ey

(b) En déduire qu’il existe deux constantes C' et C’ telles que VYn > N,

n

n n
C'+ (1= <Y up <CH+ (146> v
k=1 k=1

k=1

(¢) Montrer qu’il existe Ny tel que VYn > Ny,

n n

C < eka et C' > —eka.

k=1 k=1



n

n
(d) En déduire que Zuk ~ ka.
k=1 k=1
3. (a) Montrer que:
n 1 n
VnEN*,Zykzi (n+1—1)x,.

k=1 n 1i:1

n
(b) En déduire que, pour tout n de N* on a: Zyk =T,.

k=1
(c) Etablir que la série de terme général y,, converge et que:

—+00 “+oo
E Yn = E T
n=1 n=1

4. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul:

+o0 +o0
E Zn < € E Tn
n=1 n=1

(a) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, on a:

1 n 1/"
Zn = kxy, .
e (1)

(b) En déduire que:
n+1
(n)t/n

Vn € N*, 2z, <

(¢) Montrer que, pour tout réel z positif, on a In(1 + z) < .
(d) En déduire que:

1 n
Vn € N*, (1+) <e.
n

(e) Etablir que pour tout entier naturel n non nul, on a:
(n+1)" 1\*
. IT(1+ o)
k=1

(f) Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que :

—+00 “+00
g Zn S € E Ty.
n=1 n=1



5. (a) En utilisant une comparaison séries/intégrales, montrer que

1 1< k 1 lnn
VnGN,n>27—1+<Zln<><—1++ ,
n nkil n n

n—+oo N

1~ [k 1\ /"
b) En déduire lim — ) In|( — i cquivalent d
(b) En déduire lim kzzl n <n> puis un équivalent de <n'>

6. Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite particuliére que 'on note

(2 (N)),en- définie par:
1 .
& sine€[l,N]
za(N) = { 0 sinon.

On pose, comme & la deuxiéme question:

n 1/n
Vn € N*, 2,(N) = (H xk(N)> .
k=1

+o0 +o0
(a) Justifier que les séries > x,(N) et > 2z,(IN) convergent et écrire Zmn(N ) et Zzn(N ) sous
n=1 n=1
forme de sommes finies.
(b) En déduire que:
+o0
Z zn(NV)
lim 2= =e
N—+4oo T
Zn(N)
n=1

7. Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que, pour toute suite (x,) de réels positifs:

+o00 +o00
)IEEP) S
n=1 n=1

8. Bonus: Démontrer le lemme de Cesaro admis en début de probléme.



Exercice 2.

Dans tout le probléme, E désigne un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et ¢ un endomorphisme non
nul de E.
Soit B une base de E, on note Matp(t) la matrice représentant ¢ dans cette base.
On dit que t est une homothétie si c’est un multiple scalaire de I'identité, notée idg.
On appelle projecteur un endomorphisme p de E idempotent, c’est-a-dire tel que p? = p.
Partie 1: Traces et projecteurs
Si A € M,(R), on appelle trace de A le nombre réel suivant:

Tr(A) = iam.
1=1

1. Soient A, B € M,(R), montrer que Tr(AB) = Tr(BA).
2. Montrer que la trace de la matrice Matp(t) associée a t est indépendante de la base 5.

On appelle trace de t, notée Tr(¢) , la valeur commune des traces des matrices représentant t. On dit que la
trace est un invariant de similitude.
Soit p un projecteur de E.

3. Démontrer que F = Im(p) & ker(p).
4. En déduire que rg(p) = Tr(p).
On pose p' = idg — p.
5. Montrer que Im(p’) = ker(p) et que Im(p) = ker(p').

6. Démontrer que la dimension de la somme de deux sous-espaces F' et G de F est inférieure ou égale &
la somme de leurs dimensions.

7. Montrer alors que si 'endomorphisme s est une somme finie de projecteurs p;, i = 1,...,m, alors
Tr(s) € N et Tr(s) > rg(s).



Partie 2: Projecteurs de rang 1
On suppose dans cette partie que le rang du projecteur p est égal a 1.

8. Démontrer qu’il existe p € R tel que potop = up.
Soit C = (f1, fa, ..., fn) une base de E adaptée a la décomposition

E =Im(p) @ ker(p).

9. Montrer que

ol est le nombre réel dont Pexistence découle de la question précédente et B € M,,_1(R).

10. Montrer que si p’ ot op’ n’est pas proportionnel & p’, alors B, défini a la question précédente, n’est pas
la matrice d’une homothétie. On rappelle que p’ = idg — p.

Partie 3: Endomorphismes différents d’une homothétie
On suppose dans cette partie que I’endomorphisme ¢ n’est pas une homothétie.

11. Démontrer qu'il existe un vecteur x € E tel que (z,t(z)) est une famille libre.

12. Montrer qu’il existe une base B = (e1,ea,...,e,) dans laquelle la matrice Matg(t) est de la forme
suivante;
0| * *
1
Matg(t)=| 0 :
: A
0

ou A € Mnfl(R)
13. En déduire que si Tr(t) = 0, il existe une base B’ dans laquelle la diagonale de Matp (t) est nulle.
n
Soit A;, ¢ = 1,...,n une suite de n nombres réels vérifiant Tr(t) = Z A
=1
14. En dimension n = 2, démontrer qu’il existe une base B” dans laquelle Matg-(t) a pour éléments
diagonaux les \;, ¢ = 1, 2.

On admettra qu’en dimension n > 3 et pour tout a € R, il existe un projecteur £ de E de rang 1, tel que
d’une part £ ot ol = af et d’autre part ¢/ ot o ¢’ n’est pas proportionnel a ¢/ = idg — /.

15. En dimension n > 3, a l'aide des questions 9 et 10 de la partie 2, démontrer qu’il existe une base C
dans laquelle la matrice représentant ¢ s’écrit

Mate(t) =

ol B n’est pas un multiple de I,, .

16. En dimension n > 3, démontrer par récurrence qu’il existe une base B” dans laquelle Matg: (t) a pour
éléments diagonaux les A\;, it =1,...,n.



Indication: On pourra considérer l’endomorphisme de Vect(ea,. .., e,) associé a B.

Partie 4: Décomposition en somme de projecteurs

On suppose désormais que t est un endomorphisme de E vérifiant Tr(¢) € N et Tr(¢) > rg(t). On pose
p=rg(t) et = Tr(t).

17. Montrer qu’il existe une base B dans laquelle Matp(t) est de la forme suivante:
7110
T, 10 )7

18. Supposons tout d’abord que 137 ne soit pas la matrice d’'une homothétie.

ot T est une matrice de taille p X p.

(a) A laide de la question 16 de la partie 3, montrer qu’il existe une base B’ dans laquelle

)\1 *
Matg (t) = | ——— :
(0)
*
oules \;, i =1,...,p sont des entiers non nuls.

(b) En déduire que t est la somme d’un nombre fini de projecteurs.

19. On suppose maintenant que 77 est la matrice d’une homothétie.
Démontrer que 1a encore, t est la somme d’un nombre fini de projecteurs.



Correction du DS n 9, sujet 2

Ezxercice

1 Dans toute la suile, on considére une suile (Ty)nen+ de réels positifs telle que la série de terme

général x,, converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note:

Partie 1:

n n n
1 1
Su=> w0 Ti=—— > Spetyo=—— > ia,.
" k_lwk’ " n+1k_1 kLY n(n+1)i:1mj

Résultats préliminaires

1. On souhaite montrer que pour toute suite (an)nen strictement positive, on a

n 1/n n
1 coz 2 . PR " 4 .
(l | an> < = E ay inégalité arithmético-géomeétrique)
n

i=1 k=1

a) Montrer que Vx € RT, e* > 1+ x.
q s

e L’inégalité est vraie pour z = 0.
e Siz >0, par le thm des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢, €]0, z[ tel que
e’ —1

X

e > 1.

On a donc bien l'inégalité souhaitée en multipliant par x.
e Sixz <0, toujours par le thm des accroissements finis, il existe d, €]z, 0[ tel que

e’ —1
=eb <1,

x
On obtient I'inégalité souhaitée en multipliant par x négatif, ce qui inverse le sens des inégal-
ités.

Par disjonction de cas, on a montré que Vx € R, e* > 1 + z.

On peut aussi dire que la fonction est convexe donc au-dessus de toutes ses tangentes. On peut
aussi faire une étude de fonction avec un tableau de variations.

Quelle que soit la méthode choisie, la réponse a cette question doit étre succincte.
1 — a a

On pose A = ;Z ax. Montrer que pour tout k € [1,n], Zk < exp (Ik — 1) .

k=1

a

On applique la question précédente a Zk — 1, on obtient l'inégalité souhaitée.

En déduire linégalité arithmético-géométrique.

On sait que
ay,

<o (% 1),

on fait le produit de ces inégalités (positives) pour k variant de 1 a n :

<l (% 1)

Vk € [1,n],

ou encore




Or z": (% - 1) (AZ ak> —n =mn—mn = 0. On obtient donc kl_Ilak A" d’ou le résultat

souhaité en prenant la racine n-iéme de l'inégalité.

2. On souhaite montrer le résultat suivant :
étant donné deuz suites (Up)nen €t (Un)nen €quivalentes et & termes positifs, telles que | u, diverge,

on a

(a)

n n
Dk~ ) v
k=1 k=1
Montrer que pour tout € > 0, il existe N € N tel que
VE > N,(1—e€)vp < up < (1+€)vg

U u
Par hypothése, £ 1 donc pour tout € > 0, il existe N € N, —k
UV

—1' < e. On a bien
U,

I’encadrement souhaité en multipliant par v, qui est positif.

La j’ar commencé a voir nimporte quot.

Pour rappel, DUordre des quantificateurs a une importance. Dans la définition de limaite, on écrit

Ve > 0,3N et N dépend donc de € puisqu’il arrive APRES avoir fizé e.

Et dire que la limite vaut 1 " & partir d’un certain rang” m’interroge sur le sens que vous donnez

a limite!
En déduire qu’il eriste deux constantes C et C' telles que Vn > N,

n n n

C’+(1—e)ka< up <CH+(14+€)) vg.
k=1 k=1 k=1

On sait que Vk > N, (1 — €)vp <p< (1 + €)vg. Soit n > N, on somme pour k variant de N an :

n n

Z(l—e)vk< Zuk< (1+ €)vg
k=N

k=N k=N
N-1
On ajoute Z Up
k=1
N-1 n n N-1 n
ug + (I—€ue < ) ug < ug + (1+¢)
k=1 k=N k=1 k=1 k=N
n n N-1
puis on écrit Z v = v — Z vy, on a alors
k=N k=1 k=1
N—-1 N-1 n n N-1 N-1
Uy — (1 —€)vg + (1—6)Uk<2uk< Uy — (l—evk+z (I1+ e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
ou encore
N-1 n n N-1 n
Z (uk+ (1 —G)Uk) +(1 —G)ka < U < (uk—i— (1+e)vk)+(1+e)ka
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
—Cr —C

Bien entendu, il ne fallait pas juste sommer les inégalités de la question précédente puisque celles-ci

ne sont valables qu’a partir du rang N.



3.

(¢) Montrer qu’il existe Ny tel que ¥n = Ny,

n n

C < eka et C' > —eka.

k=1 k=1

La suite (vy,)nen étant positive, terme général d’une série divergente, on sait que hm (Z Uk> =

!/

+00. On en déduit que lim — =0= lim
n—-+00 n—-+0o00
Vg
k=1 k=1
il existe N7 tel que Vn € Ny,
C
—€ < n S

—~ <
> v
k=1

et il existe Ny tel que Vn > No,

C/

n
> o
k=1

VAN
™

n

. En appliquant la définition de la limite,

En multipliant par Z v (positif) et en posant Ny = max (N1, Na), on a bien le résultat souhaité.

k=1

(d) En déduire que Zuk ~

n
E (7
k=1

k=1
Soit €, alors en posant N” = max (N, Ny), avec N et Ny comme dans les questions précédentes, on
obtient "
Vn}N”,(l—%)ka Zuk (1+ 2¢) ka,
donc

n
D

- — 1| < 2e.
> v
k=1
On a bien montré
ZWNZ
k=1

La encore, beaucoup trop m’écrivent " d’aprés les deux questions précédentes, on a :

pour quelles valeurs de n on a l’encadrement.
(a) Montrer que:
n+1—1i)z;

n
1
Yne N, Y =
n e N7, Yk ol
k=1 i=1

" sans me préciser



Soit n € N*,

n n k
:;”g k(lc1+1)
o
= n+1;(n+1—z)xz

On a bien I'égalité demandée.
Faites apparaitre clairement la somme télescopique

n
(b) En déduire que, pour tout n de N*, on a: Zyk =T,.
k=1

1 n k
Tn = n+lzzxk

k=1 i=1

Soit n € N*,

1 n n
S OW
n+ 1 izl i=k

1

= in(n—kl—i)
n+1¢:1

n
= Z yr d’aprés la question précédente
k=1
L’égalité vous est donnée donc faites apparaitre qu’aprés permutation des deuxr sommes, vous
obtenez une somme constante (et ne me dites pas, c¢’est évident parce que vu ce que vous j’avais
déja lu a ce stade la de vos copies, j’étais en droit de me demander si vous ne tentiez pas un coup

de bluff 1)

+oo +oo
(c) Etablir que la série de terme général y,, converge et que: Zyn = an
n=1 n=1

On suppose que la série de terme général x,, converge, la suite (S, )nen est donc convergente. Par le
thm de Césaro, on sait donc que (T},)nen est convergente, de méme limite. En utilisant 1’égalité de la
question précédente, on a donc que la série de terme général y, converge et

+oo +oo

E yp= lim T, = lim S,= E Tp
n—-+o0o n—-+oo

k=1 k=1

4. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul:

n 1/n
(i)
k=1

On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie:
—+o00 —+o00
E Zn S € E Ty.
n=1 n=1

4



(a) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, on a:

1 n 1/"
= 2 .
T i (g x’“)

On part du membre de droite :

n n 1/n
n n 1
W (ITk=1 kl‘k)l/ = (nl)1/n (H k:H 5Uk>

(b) En déduire que VYn € N*| 2z, < (n"!)%}nyn.
Soit n € N*, alors

= (n!)ll/” (H kxk)
k=1
1 1 —
< — kﬂﬁk)
1/n
Y (Z

en utilisant I'inégalité arithmético-géométrique avec ag = kxy,

(n+1)yn

1/n

S (n!)1/n

On a donc bien I'inégalité demandée.

(c) Montrer que, pour tout réel x positif, on a In(1+ z) < z.
L’inégalité est vraie pour x = 0. Soit x > 0, alors il existe ¢, €]0,z[ d’aprés le théoréme des

accroissements finis tel que
In(1+z) 1
T 14y
On obtient l'inégalité souhaitée en multipliant par x qui est positif. On peut, bien str, aussi
utiliser la premiére question et dire que le résultat tombe par croissance de ’exponentielle.

(d) En déduire que:

~

1 n
Vn € N*, (1+) <e.
n

S

> 0 donc, d’aprés la question précédente,

1 1
In{1+—) < —,
n n

1 1\"
puis, nln (1 + > < 1, et enfin, <1 + > < e, par croissance de 'exponentielle.
n n

On sait que pour tout n € N*,

(e) Etablir que pour tout entier naturel n non nul, on a:

L f1(041)"

k=1



Soit n € N*. On part du membre de droite :

(k41
Hkl 1+ :H( )
_ﬁ k+1
k=1
_ﬁ k+1 n 1
k=1 k:1k+1
(n )n+1 1

X
1 (n+1)!
car on reconnait un produit télescopique
n+1)"
= % car (n+ 1)! = (n+1).n!
n!

On a bien I'égalité donnée.
On attend de vous que vous fassiez apparaitre un produit télescopique, pas que vous écriviez une
grosse fraction avec des points.

f) Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que +§° <e Zp. Soit n € N*|
n n= 1
alors 1
n
0<z2, < Wyn

N

(11 (11;,1)’“>”" ”
1)

< €Yn

N

Par le thm de comparaison des séries a termes positifs, la série ) z, converge et sa somme est

inférieure la somme de ey,,:
+oo +0o0o
g Zn KL € E Un,-
n=1 n=1

+o0o
On obtient 'inégalité souhaitée en utilisant 1’égalité démontrée ci-dessus : Z Yn = Z Ty

n=1

La notation avec +o0o dans la somme est réservée a la limite des sommes partielles LORSQUE la série
converge. Vous ne pouvez donc pas l'utiliser avant d’avoir moniré que la série convergeait (et a fortiori
pour montrer qu’elle converge)

5. (a) En utilisant une comparaison séries/intégrales, montrer que
I k 11
VneN, n>2, _1+<Zln(> < 14l lon
n on n n

k k+1
Soit n > 2. Pour tout k > 1, et tout = € [, +} , on a, par croissance de In:
n. n

In (i) <ln(z) <ln (k;tl) .

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

(k+1)/n
11n<k></ lnxdx§11n<k+1>.
n n k/n n n




donc

On somme ’encadrement pour k variant de 1 & n — 1, on obtient, avec la relation de Chasles:

-1 n—1
1y k ! 1 k+1
— Inl—) < In(z)dzr < — In
nz <n>\/1/n (@) \nz < n
k=1 k=1
puis en remarquant que le terme en k& = n est nul de la premiére somme est nul, et aprés

changement d’indice dans la deuxiéme:

1 & k ! 1 k
n; In <n> g/l ln(a:)dxgﬁz In (n)’

/n k=2

ce qui implique :

111+/11()d<1i1 k</11()d
—In— n N n{— | s n .
o . x)dr n . ! z)dx

/n 1 /n

! In(1 1
Enfin, / In(z)dz = [z1n(x) — x]%/n =—-1- In(1/n) + —, ce qui donne bien
1/n n n

1 1< k 1 lnn
-1 f<f§:1 S P [ R
+ n() +o+—

Pour tous ceux de mauvais foi qui m’ont dit que la question était infaisable car "on intégre
d’habitude entre k et k4 1", ¢a marche aussi ici :

k k41
k
/ ln<x) dxéln() S/ lngdm
k-1 n n k n

Pour tout k£ > 2, on a

donc, en sommant de 2 & n:

puis

3

n
1n1+/ ln(f) dr < lnﬁ.
n 1 n n

On somme maintenant I'autre inégalité pour k variant de 1 an —1:

n—1 n
In E < / In z dz,
1 n 1 n

puis, en remarquant que le terme en k = n est nul :

k=

n

k n
E lng/ lnfd:p.
n 1 n
k=1

On retrouve bien ’encadrement

1.1 ! 1 — k
nlnn+/l ln(x)dx§;1n<n><

/n n

et il suffit de calculer I'intégrale comme ci-dessus.



1 ¢ n
(b) En déduire lim — E In <k> puis un équivalent de (%)1/
n !
k=1

n—+oo n
n
D’aprés le théoréme des gendarmes, on a lim —Zln — | = —1 donc, par continuité de
n—+oo n 1 n
n 1/n n 1/n
) : : k 1 k\1/n (n')
I’exponentielle, ngrfoo ! (n) == Or kl:[l (5) = On a donc
n . 1 e
() 1/n e puis o~

6. Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére (xp)nen+ particuliere que l'on note (x,(N)),, cn-

sin e [1,N]

sinon.

définie par:
Tp(N) = {

O3

n 1/n
On pose, comme a la deuxieme question: Yn € N*| 2z, (N) = (H xk(N)> .
k=1

+o0 +oo
(a) Justifier que les séries > x,(N) et Y z,(N) convergent et écrire Z:{:n(N) et Zzn(N) s0us
n=1 n=1

forme de sommes finies.
Les séries convergent car leurs termes généraux sont nuls & partir du rang N + 1. On a :

+o0o N 1
Z xn(N) - E?
n=1 n=1
et
—+o00 N n 1 l/n n 1
Ye-X (1) X
n=1 n=1 k=1 n=1
(b) En déduire que:
400
Z zn(NV)
lim 2=1 =e.
N—+oo +©
Zn(N)
n=1

e e
~ — et y_ — diverge. D’apres les résultats préliminaires, on en déduit que
n

On salt que W

k=1
donc
N N
> o :
N1 ~MN—+o00 Z ;
n=1 (n ) /n n=1 n
ou encore
n
> m(N)
lim 2=1 =e
N—+oo N
n=1

En utilisant la question précédente, on obtient bien le résultat souhaité.



7. Conclure que e est la plus petite des constantes X\ telles que, pour toute suite (x,) de réels positifs:
+oo

+o0
Z Zn < )\Z T
n=1

n=1

On a vu que pour toute suite de réels positifs,

+oo +0o0
YIEES i
n=1 n=1
I’ensemble
+oo “+oo
N
{)‘ € R+av($n)n€N € (R—i-) azzn < )\Z xn}
n=1 n=1
est donc non vide et minoré par 0. Si X est un élément de cet ensemble, on a, pour tout N € N*,
+oo +oo
> SAY au(N),
n=1 n=1
+0o0
donc, en divisant par an(]\f ) et en faisant tendre N vers +oo, e < A\. On en déduit que e minore
n=1
cet ensemble. Comme c’est un élément de cet ensemble, c’est le minimum. On a montré que e est la
+00 “+o0o
plus petite des constantes A telles que pour toute suite de réels positifs, Z Zn < )\Z Tn
n=1 n=1

Ezxercice 2
La majorité d’entre vous n’a pas compris ce qui se passait, reprenez donc la correction de cel exercice avec

sérieux.
Partie 1

Cette partie est essentiellement constituée de questions de cours classiques.

n n
1. Le coefficient d’indice (i,j) de AB est Zaikbkj, celui de BA est Zbikakj. On a donc

k=1 k=1
Tr(AB) =Y (O ainbei) = Y Y b = ¥, Y briage = Tr(BA)
i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
=[BAlkr

Jai vu beaucoup de AB = ce qui n’a aucun sens !
2. Soient B et B’ deux bases de E. Soient @) la matrice de passage de B a B’. On a alors:
Matp (t) = Q™" Matp(t)Q

En appliquant la question précédente avec A = Q' Matg(t) et B = @, on obtient:
Tr(Matg (t)) = Tr(QQ ' Matg(t)) = Tr(Matg(t)).

3. Pour tout x, p(x — p(z)) = 0 puisque p? = p ce qui prouve que = — p(z) € Ker(p) . Comme p(x) est
élément de Im(p), on vient de vérifier que E = ker(p) + Im(p).
De plus par le théoréme du rang:

dimFE = dim(Ker(p)) + dim(Im(p))

La dimension de la somme des deux sous-espaces étant la somme des dimensions des sous-espaces, cette

somme est directe. Donc: ’E = Ker(p) ® Im(p) ‘
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4. Soit x appartenant a Im(p). Il existe y tel que x = p(y) aussi

Soit r le rang de p. Dans une base B adaptée a la décomposition précédente :

Matg(p) = ({) 8)

donc |Trp = r = Tr(Matp(p)) =r = rgp‘

5. On a vu précédemment que si z € Im(p), p(z) = x donc p'(z) = 0 aussi Im(p) C Ker(p'). Réciproque-

ment, si z est élément de ker(p’), p(x) = x donc = € Im(p =. Aussi ‘Im(p) = Ker(p') ‘

On vérifie que p’ est aussi un projecteur : comme p et idp commutent,

p’2:(idE—p)indE—2p+p2:idE—p

En échangeant les roles de p et de p’ (puisque p = idp — p’), on obtient ‘Im(p’) = Ker(p) ‘

On peut aussi refaire le méme raisonnement par double inclusion mais c’est une perte de temps.
Beaucoup d’entre vous ont tenté de raisonner par équivalence et ont notamment écrit une équivalence
lorsque l'on applique p ce qui est fauz. Pour rappel, a = b < f(a) = f(b) si f est injective. Ce n’est
évidemment pas le cas d’un projecteur.

6. Par la formule de Grassman, on a ‘ dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) < dimF + dimG

7. Pour généraliser le résultat précédent & la somme de p sous-espaces, on procéde par récurrence sur le
nombre de projecteurs m intervenant dans la somme.
Pour m =1, s = p; donc Tr(s) = rg(s) aussi Tr(s) € N et Tr(s) > rg(s).
m—1
Supposons la propriété vraie au rang m—1 > 1. On pose s’ = Z p; donc s = s’ + p,, . Par hypothese

=1
de récurrence Tr(s') € N et Tr(s') > rg(s’). La trace étant linéaire, Tr(s)

somme de deux entiers. De plus, pour tout « de E: s(z) = s'(z )+pm( ) don
On a alors

Tr(s")+Tr(py) € N comme
¢ Im(s) C Im(s')+Im(pp,).

rg(s) = dimlm(s)
< dimIm(s" + pp,)
< rg(s’) + rg(pm) d’apres la question précédente
< Tr(s') + Tr(pm) car Tr(pm) = rg(pm)
= Tr(s)

On a donc prouvé par récurrence que pour tout entier naturel m: | s = Zpi = Tr(s) € N et Tr(s) > rg(s)
i=1

On accepte ici une récurrence plus rapide du style " on a Im(s) C Im(p1) + ...+ Im(pp) " donc, d’aprés la

m
question précédente et par une récurrence immédiate, rg(s ng Di)- Evidemment, se contenter de me
" =1
dire que l'on a rg(s) < Z rg(p;) d’apres la question précédente est totalement insuffisant.
i=1

Attention: on vous demandait aussi de montrer que la trace était un entier, certains n’ont sans doute pas
bien lu la question et ont oublié de traiter ce point qui étail pourtant facile
Partie 2

On suppose dans cette partie que le rang du projecteur p est égal a 1.
On ne suppose PAS DU TOUT que t est une homothétie !!! mais pourquoi avez-vous pensé ¢a ¢
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8. Soit fi un élément non nul de Im(p): c’est donc une base de Im(p) puisque rg(p) = 1. Comme
pot(fi) =p(t(f1)), cet élément appartient & I'm(p). Aussi:

JueR,pot(fi) =pufi

Or pour tout = de E, p(x) est colinéaire & f; donc il existe a € R tel que p(z) = af;. On a donc

potop(x) =pot(af)= pafi = up(z)

ce qui prouve que: ’p otop= up. ‘

9. On sait que pot(f1) = pfi. Comme t(f1) —pot(fi) est un élément de Ker(p) = Vect (fa,-- -, fn), cela
justifie la forme de la premiére colonne de Matc(t) , les autres colonnes étant quelconques.

10. On raisonne par contraposée. On suppose qu’il existe A € R tel que B = Al,_1, montrons qu’alors
p'otop = N\p'. On sait, par définition des f;, que

o p'(f1) =0p et
o Vie[2,n], p'(fi)=fi
On a donc
e potop/(fi)=p ot(0r) =0r =N (f1) et
LIRS [[2)77’]]7 p/ Otopl(fi) :pl Ot(fl) :p,(AfZ) = Ap,(fl)

Ainsi, par linéarité, on en déduit que pour tout z € E, p’ ot o p/(x) = A\p/(x). Par contraposée, on a

montré ’ (B non proportionnelle & I,,_1)) = (p/ ot o p’ non proportionnel & p’) ‘

Partie 3
On suppose dans cette partie que 1 ’endomorphisme t n’est pas une homothétie.

11. Prouvons le résultat demandé par contraposition. On suppose que pour tout z, (z,t(z)) est une famille
liée ce qui équivaut a dire que pour tout x non nul, il existe «, réel tel que t(x) = ay.
Soit u un vecteur non nul fixé et a = a.

e Si x est colinéaire & wu, il existe A tel que z = Au et on a:
t(x) = At(u) = dau = ax
e Si z n’est pas colinéaire & u, u + x est non nul et on a alors:
tr+u) =t(x) +t(u) = azr + au = agpy(u+ )
La famille (u,z) étant libre, il y a unicité de Pécriture donc: a = gty =
Ainsi, pour tout z € E, t(x) = az donc t est une homothétie. On a montré:

Ve € E, (z,t(x)) litss = Ja € R, t= «idp

Par contraposition ’ (t n’est pas une homothétie)= (Ix € E, (z,t(x)) est libre. ‘

Beaucoup de bétises dues & des quantificateurs absents ou mal placés. Supposer que t n’est pas une
homothétie se traduit par :

VAeR, 3z € B t(x) # Az

et non pas
VA e R,Vz € E t(x) # Az

11



12.

13.

14.

15.

Soit e; un élément tel que e; et t(e1) ne soient pas colinéaires (un tel vecteur existe par la question

précédente). On peut compléter cette famille libre en | une base B = (e, t(e1),e3, - ,e,) de E ‘ et dans

cette base t est représenté par la matrice recherchée.

On suppose Tr(t) = 0. Procédons par récurrence.
e Initialisation: n = 2. On a trouvé dans la question précédente une base B telle que:

Mats(t) = (? Z)

or Tr(t) = a donc a = 0. La base B convient.

e Supposons la propriété vérifiée au rang n—1 > 1.0n a montré dans la question précédente ’existence
d’une base B = (e, e, ..., €,) dans laquelle la matrice Matp(t) est de la forme suivante :

0 x * -+ %
1
Matg(t) = | 0
: A
0

ou A € M,_1(R). Comme Tr(t) = Tr(A), Tr(A) =0.
Si A est de la forme al,_1, @ = 0 et la base B convient.

Sinon soit ¢; 'endomorphisme de E; = Vect(eg, - - , e,) de matrice A dans la base By = (e2, -+ ,ep).
Cet endomorphisme n’est pas une homothétie et est de trace nulle.

Par hypothese de récurrence, il existe une base B] = (eh,--- ,e),) de E; dans laquelle A; la matrice de
t1 a une diagonale de 0. Soit B’ = (e1,€h,- - ,el,) base de E.

Dans la base B’, la matrice de ¢t n’a que des 0 sur la diagonale. En effet, par la matrice précédente,
t(e1) € Eq ce qui justifie que dans Matg (t) ait un 0 en ligne 1 colonne 1.

Si x € Et(x) = ager + t1(z); aussi, la composante de t(e}) sur €; est la méme que celle de ¢1(e}) ; elle
est donc nulle. Tous les termes diagonaux de Matp (t) sont donc nuls.

Ainsi

’Il existe une base dans laquelle la matrice de ¢ n’a que des 0 sur sa diagonale.

Par hypothese, Tr(t) = A1 + Ag. Soit ¢/ = ¢ — Ajidp. Cet endomorphisme n’est ni une homothétie ni
I’endomorphisme nul puisque ¢ n’est pas colinéaire & idg. Par la question 12, il existe B telle que

Matg(t') = (2 2)

oua= Tr(t') = Tl‘(t) — /\1TI‘(Z'dE) = ()\1 + )\2) - 2)\1 = )\2 — )\1 d’ou

0 b Mob
Matg(t) = <1 Ny — )\1> + Ml = (11 )\2>

Attention, certains m’ont écrit qu’il suffisait de prendre une base (e1,e2) de E telle que t(e;) = \e;.
Cela sous-entend que les sous-espaces ker(t — \;jidg) ne sont pas réduits au vecteur nul ce qui ne peut
évidemment pas étre vrai pour une infinité de réels. En effet, cela voudrait dire que det(t — \idg)
s’annule pour une infinité de réels A et on a vu sur les exemples traités que ce déterminant avait bien

Uawr d’étre un polyndéme.

Par la propriété admise, il existe un projecteur £ de E de rang 1, tel que d'une part fotol = A\l et
d’autre part ¢ ot o ¢’ ne soit pas proportionnel & ¢/ = idg — ¢ . Par la question 9, dans une base C
adaptée a la décomposition E = Ker(¢) @ Im(¥)

)\1 * e+ %

*
Matc(t) =
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et par la question 10, comme ¢ ot o' n’est pas proportionnel a idg, B n’est pas une matrice colinéaire
al, 1.

16. La récurrence est suggérée et a été initialisée pour n = 2 en question 14. Supposons la propriété réalisée

a lordre n — 1 > 2 et démontrons la a 'ordre n. Par la question précédente, il existe C = (e1, - ,ep)
telle que:
)\1 * e %
*
Matc(t) = .
: B
*

n
ol B n’est pas une matrice d’homothétie et Tr(B) = Tr(t) — A\ = Z i
=2

=
Soit ¢1 I’endomorphisme de Vect(eg,- - ,e,) de matrice B dans la base C; = (eg, - ,e,). Par hy-
pothése, B n’est pas un multiple de I'identité donc t; n’est pas une homothétie et par hypothése de
récurrence, il existe C” = (e2”, ..., e",) telle que Maten(t1) = B’ est une matrice de termes diagonaux
)\27 Ty An

Soit B” = (e1,e2”,...,€",). On sait déja que t(e1) a pour coordonnée selon e; le réel \;. Pour
i € [2,n], on a t(e”;) = ti(e”;) et, par définition de B”, la coordonnée de \i(e”;) selon e”; est A,;.
Ainsi, dans la base B”, la matrice de ¢ a bien comme éléments diagonaux Ay, - -+, A,. Ainsi on a vérifié

par récurrence que:

’ il existe une base B” dans laquelle la diagonale de Matp~(t) a pour éléments diagonaux les A; ou i € [1,n]. ‘

Partie 4
On suppose désormais que t est un endomorphisme de E vérifiant Tr(t) € N et Tr(t) > rg(t). On pose
p =rg(t) et 0 = Tr(t).

17. Par le théoréeme du rang, dimKer(t) = n — p. Soit E; un supplémentaire de Ker(t) et B = (e1, - ,en)

une base adaptée a la décomposition F = E; @ ker(t). | Matp(t) est de la forme <z]:1 ESD
2

18. (a) Soit t; 'endomorphisme de E; de matrice 77 dans la base By = (e1,--- , e,).
Comme Tr(t) = Tr(Matpg(t)) = Tr(11) = Tr(t1), Tr(t1) est élément de N et Tr(t1) > p.
Soient A; = 1 pour i € [1,p—1] et A, = Tr(t)—(p—1) > 1. Ces p nombres sont des entiers naturels
non nuls dont la somme est égale a Tr(7}). Par la question 16, ¢t n’étant pas une homothétie, il
existe Bf une base de E; telle que Matg,»(t1) admet comme éléments diagonaux Aq, -+, \,. Soit

B = Blllu{eﬁ-‘rlﬂ co 7671}'

T (0)

Dans cette nouvelle base, la matrice de t a la forme |}
T, (0)

) ou 77 a sur sa diagonale des entiers non nuls.

(b) Soient C4,---,C, les premiéres colonnes de Matp (t). Soit p; 'endomorphisme dont la matrice
dans la base B’ est:

Mata(m) = (©) = ©) 3G 0) - ©)

Cette matrice ayant un 1 en place (i,), on a Matg (p1)? = Matg (p1), ce qui prouve que les p;

P
sont des projecteurs. Ainsi [t = Z Aipi et c’est bien une somme de projecteurs.
i=1
p
Remarque: Sim = Z A, t est une somme de m projecteurs. En effet, si \; # 1, \;p; n’est pas
i=1

un projecteur.
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19. Comme Ty = al,, Tr(t) > p implique o > 1.

e Sia =1, on peut utiliser la méthode précédente (on peut méme l'utiliser si a € N) en décomposant
en somme de p projecteurs de rang 1 .

10 --- 0
0
e Si a > 1, soit pg de matrice Py = | . 0 dans la base B’. Alors pg est un projecteur.
: 0
0
: 7 (0)\ o g :
De plus, t — pp a pour matrice: Matp (t —pg) = T2’ (0) ou 77" est une matrice ayant pour

éléments diagonaux (a—1,«, -+ ,a) : ce n’est donc pas une matrice d’homothétie. De plus, t —py
est de rang au plus p (sa matrice dans la base B’ a n — p colonnes nulles). Ainsi ¢t — pg vérifie

tr(t—po) =pa—1>p—1=tr(t—po) = p =rg(t —po)

donc on peut appliquer la question précédente. t’ = t —pg est une somme de projecteurs et comime
t=po+ (t —po):

t est une somme de projecteurs | On a ainsi prouvé que T est une somme de projecteurs ssi sa trace
est un entier naturel supérieur ou égal a son rang.
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