Correction du TD n 23

Correction 1 On a P(Y = 6)
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Correction 2 1. X prend ses valeurs dans [1,6].
=k

Par hypothése, il existe a € R tel que P(X ) = ka.

6

Puisque Px est une loi de probabilité, on a : Z P(X = k) =1 ce qui impose
k=1

k
. On a donc, pour tout k € [1,6], P(X = k) = 2

1
21

2. On calcule 'espérance :

a

k*  6x7x13 13

6 6
E(X):ZkﬂX:k):Z—l:W_?
k=1 k=1

3. On applique le théoréme de transfert :

Correction 3 1. On considére qu’obtenir une fille est un succés (!), on compte
donc le nb de succés parmi les 3 répétitions. X suit donc une loi binomiale de

1
parametres 3 et 3.
2. On sait que X prend comme valeur 0,1 ou2. Ona P(X =0)=P(X =1) =
1
P(X=2)= 3 X suit donc une loi uniforme.

1
Si on rajoute 15 moutons, on a alors P(X = 0) = 3 et P(X =1)=P(X =

3. X(£2) = [0,20]. Sion considére que mettre une cravate dans le premier tiroir est

1
un succés, il a lieu avec une probabilité de 3" On répéte 20 fois cette expérience

1
de Bernoulli, on obtient donc une loi binomiale de parameétres 3 et 20.

4. On a X(Q) = [1,78]. Pour chaque i € [1,20], X =1 correspond & " I’excuse est
en iéme position ce qui arrive avec une probabilité de —. On peut le retrouver

avec les probas conditionnelles. Si on note E; I’événement "tirer I’excuse au
i-éme tirage", alors

P(X=i)=P(E1NExN...NE;i_1NE))
donc, d’apreés la formule des probabilités composées :

P(X = z) = P(EI)PEI (F2) s Pﬁmﬁyw..nﬁi_l(Ei)
7776 78 — (2 — 1) 1 1

TR -2 -1) T8

Correction 4 On a

Correction 5 1. On a

2. On raisonne par équivalence:

1+ 3e + 5¢e2

5 —ese?—2+1=0s(e—1)2=0.

la derniére égalité est fausse donc, par équivalence, la premiére aussi. On a donc

1+ 3e + 5€? Le
)
1+3 5e? 1+3 5e?
Ona E(X) = % donc In(E(X)) = 1n (%). Par ailleurs,

1+ 3e + 5e?

ona F (In(X)) = 1 d’apreés la premiére question. Comme on a 3

#e,

on a ln (%4_562 # e) # 1 donc F (In(X)) # In (E(X)).



Correction 6 1. Ici, il n’est pas précisé que les dés sont distinguables (ou que le

lancer s’effectue de maniére successives). Si on considére que c’est, malgré tout,
le cas, on a alors Q = [1,6]>. On note X la variable aléatoire égale au gain
réalisé.
Le nombre de cas possibles est donc 36. Pour déterminer la probabilité pour
que "X=1", on compte les cas favorables c’est-a-dire le nombre de paires donc
la somme des coordonnées est strictement supérieure a 7 c’est-d-dire vaut
8,9,10,11 ou 12.

e Pour 8, on a 5 cas :(2,6),(6,2),(3,5),(5,3) et (4,4).

e Pour 9 on a 4 cas :(3,6), (6,3),(4,5) et (5,4).

e Pour 10 on a 3 cas :(4,6), (6,4) et (5,5).

e Pour 11 on a 2 cas :(5,6) et (6,5)

e Pour 12onalcas: (6,6)

15

Ainsi, le nombre de cas favorables est 15, on a donc P(X =1) = 36 et P(X =
1
=2
36
L’espérance vaut
19 15 1

le jeu n’est pas équitable.

. Le nombre de cas possibles est toujours 36. On note encore X la variable
aléatoire égale au gain réalisé.On compte le nombre de cas favorables pour avoir
X =1 c’est-a-dire les paires (n,n+1) ou (n,n+2) (et leurs symétriques!). Pour
(n,n 4+ 1), n peut varier de 1 & 5, il y a donc 5 telles paires (et 5 paires de la
forme (n + 1,n). Pour les paires (n,n + 2), n varie de 1 4 4 il y a donc 8 paires
en tout avec 2 d’écart.

Ainsi, le nombre de cas favorables est 18. Onadonc P(X =1) = P(X =-1) =

1
3 et le jeu est équitable.

Correction 7 1. Quelle que soit 'urne tirée, il y a au moins une boule noire et

les tirages sont effectués avec remise : X prend ses valeurs dans {0, 1,2, 3}.

On utilise le systéme complet d’événements : U : ’ on tire dans 'urne U’
et V :’ on tire dans 'urne V ’.
Ainsi : P(X = 0 = Py(X = 0PU) + Ph(X = 0OPV) =

5 (Pr(X=0)+ Py(X =0))

2\? 1\*
Facilement, Py (X = 0) = <3> (il y a remise) et Py (X =0) = <5) .

w01 (24 ()]

2. La méthode est la méme, ce qui change étant le calcul des probabilités Py (Y =
3) et Pv(Y = 3) :

3 2 1 1 2 1
Py =3)=-x-x-=—et Py(Y=3)=— i PY=3)=-.
U ( 3) =X 15310 et Py ( 3) 7> e qui donne P( 3) 1
. 4 4
Correction 8 1. Z prend ses valeurs dans {0,1,2}. Ona: P(Z =2) = FXE=
16 . . . . 1 1 1
%5 (les deux voitures sont disponibles) puis P(Z = 0) = FXF =55 (aucune
voiture n’est disponible). On en déduit P(Z = 1) =1—- P(Z =0) — P(Z =
8
2= —.
) 25

2. On a encore Y qui prend ses valeurs dans {0,1,2}. On calcule la loi de Y en
utilisant le formule des probabilités totales : L’événement Y = 0 se produit si
X =0oubiensi X > 1et Z =0 qui sont deux événements incompatibles. D’ou

:P(Y =0)=P(X =0)+P((X > 1)N(Z =0)) = P(X =0)+P(X > 1)P(Z =
2
0)=0.140.9 <%> = 0.136 De méme, I’événementY = 1 se produit si (X =1

et Z>1)ou (X >22et Z=1),cequidonne: P(Y =1)=P(X =1)P(Z >
1)+ P(X =2) P(Z = 1) = 0.48 Enfin, ’événementY = 2 est réalisé si X > 2 et

A\ 2
Z =2,cequidonne: P(Y =2)=P(X >2)P(Z=2)=0.6 x (5) = 0.384.

3. La marge brute vaut 300Y et donc, la marge brute moyenne est égale a
E(300Y)=300E(Y) =374.4

Correction 9 L’univers des possibles  peut étre identifié & ’ensemble des parties
de [0, 2] (ie les places possibles pour les boules blanches au cour du tirage successif
des 5 boules.

1. On a B(Q) = [0, 2].

e B = 0 est réalisé si on ne tire aucune boule blanche. On a P(B = 0) =
8§ 7654 2

9’

|
|

1098



e B =1 signifie que l'on a tiré une boule blanche. Il y a cinq positions pos-

sibles pour la boule blanche. Pour chacune de ces positions, la probabilité
8.7.6.5.2 5

t de ———— donc P(B=1) = —.
estde Jiggrg o PB=1 =3
e On adonc P(B=2)= 3
On en déduit que
5 4
EB)=-+-=1.

2. Ona B+ N =5.
3. On en déduit que pour tout k € [3,5], P(N =k) = P(X =5 — k). Ainsi

E(N)=E(5—-B)=5—E(B) =4.

10
1. On sait que ZP(X =

10

Correction 10 k) = 1, on en déduit que aZk =1

) k=1 k=1
d = —.
onc & = =
10 10 91
2.0 = =k)= ==
naB(X)=) kP(X=k)=a) k 5
k=1 k=1
On calcule maintenant F(X?) pour déterminer sa variance. On a
10
E(X?) =a) k.k=55
k=1
n n 2
(pour rappel, Z k3 = (Z) )
k=1 k=1
Ainsi,
21
V(X)=55— 3= 48.
3. On a Y () = [2,11] et pour tout k € [2,11], P(Y = k) =P(X =k —1) =
k—1
55
On a
EY)=E(X)+1=49.

On a Z(Q) = {0,1,4,9,16,25} et

« P(Z=0)=P(X=5)=1.
« P(Z=1)=P(X =6)+P(X =4) = —
. P(Z:4):P(X:7)+P(X=3):1—21
. P(Z=9):P(X:8)+P(X:2):%
« P(Z=16)=P(X =9)+ P(X =1) = =
. P(Z=2)=P(X=10)= =
On a done
E(Z) = 121(1+4+9+16+25)—10

On aT(Q) = {2p,p € [1,10]}. Pour tout k € [1,10], on a P(T =

k)

5—’“5. On a E(T) = 2EB(X) = 96.

Correction 11 On écrit
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=D JP(X =)
j=1
= FE(X)
On a bien montré I’égalité souhaitée.
2n
Correction 12 1. On a ZP = 1 donc osz = 1. On en déduit que
k=1
_ 1
Cn2n+1)°
2. On cherche a calculer > P(X =k). Ona
1<k<2n
k pair
= = (n+1)
2 2P 2 @i 3
1<k<<2n Jj=1 7j=1

k pair

Eﬂ:

n

;P
jp

1 k=1




Correction 18 1. On sait que X prend les valeurs entre 1 et n + 1. Pour tout
k€ [1,n], (X = k) est réalisé lorsque 'on obtient k& — 1 faces au cours des k — 1
premiers lancers puis un pile. On a donc

P(X =k)=(1-p)*'p.

On a (X =n+1) si on a obtenu n fois "face", on a donc P(X =n+1) = (1—p)™.

2. D’aprés la question précédente, on a

E(X)=> k1-p)* 'p+n+1)(1-p"
1

On écrit

(I=p)*'p+(n+1)(1—p)"

(I=p)fp+m+1)1—p"

j—1 1—(1—pnitt

» +(n+1)(A-p)"

= (Z(l —p 7| =0l =p)"+ (n+ 1)1 -p)"
=1
_1-U-p" +(1-p)
p
- 1_(1 p)n+1
B p

On a bien le résultat souhaité.

Correction 14 L’ensemble des valeurs prises par X est [2,n]. Pour k € [2,n —
1], Vévénement (X > k) est réalisé lorsque l'on a obtenu une suite strictement
décroissante au cours des k premiers tirages. Pour déterminer la probabilité de cet
événement, on compte les cas possibles. Si on effectue k tirages successifs et sans

remise, il y a cas possibles. Le nombre de cas favorables est égal au nombre

(n—k)!
de parties a k éléments de n (une fois que lon a les k éléments distincts, il suffit de
les mettre dans lordre décroissant).

10

n

(&)

n!

1
= On sait que P(X > 1) = 1, cette formule
(n—k)! :
peut donc étre étendue a k € [1,n — 1].

Soit maintenant k € [2,n], alors P(X = k) = P(X > k—1)— P(X > k). En effet,
I'événement X = k est réalisé lorsque (X > k — 1) est réalisé mais pas I’événement
(X > k). On peut aussi le voir en disant que I’événement (X > k — 1) est la réunion
disjointe de (X = k) et (X > k). On en déduit que

On a donc P(X > k) =

Correction 15 1. X; désigne la position du mobile a linstant ¢ = 1, soit sa
position aprés un seul déplacement. D’apres la régle de déplacement du mobile,

X1 prend ses valeurs dans {0,1}. De plus, P(X =0)=1—pet P(X =1) =p.

2. On raisonne par récurrence sur I’entier naturel non nul n. Notons P, : X,,(Q)

[0,n]. @ On a prouvé a la question précédente que P; était vraie. o Soit n € N*.

On suppose que P, est vraie et on montre qu’alors P)n + 1 est vraie. Prouvons
que X,4+1 prend toutes les valeurs de [0,n + 1]. - Soit k € [I,n+ 1] : si a

I'instant n le mobile est sur le point d’abscisse k — 1 € [0,n] et qu’il avance,
alors il sera sur le point d’abscisse k. - Sinon, il se retrouve en O et donc, X, 11

prend aussi la valeur 0. Conclusion : X,,+1(Q2) = [0,n + 1] et par suite :

VneN", X,(Q)= [[Ovn]]

3. (a) Soit n € N* et k €

famille [(Xn_1 = j)]

[1,n]. D’aprés la question précédente, la

je[0,n—1] €St un systéme complet d’événements. Ainsi,
P(X, = k) ;?:_(}P(Xn_lzj)(Xn = k)P(X,—1 = j) (formule des prob-
abilités totales) Toujours d’aprés la régle de déplacement du mobile,
P(Xn_lzj)(Xn = k) = 0 Sl] # k -1 et P(Xn_lzk—l)(Xn = k) =D On

en déduit que : P(X,, = k) =pP(Xp-1 =k —1).



(b) On a:
BE(X,) = Zn: kP(X, = k)
k=0
=> kP(X, =k)
k=1

= pz pkP(X,,—1 =k — 1) d’aprés la question précédente
k=1

n—1
:PZ (j+1)P(X,,—1 =j)enposant j =k —1
j=0

n—1 n—1
=pY jP(Xn 1=j)+pY P(Xn1=7)
=0 =0

soit encore : E(X,) =p[E(X,-1) +1] =pE(X,-1) +D.

(¢) Silon note, pour tout n € N, u,, = F(X,,), la suite (up)nen est une suite
arithmeético-géométrique. On pose, pour tout n € N, v, = u,, — v et on
cherche le réel «y tel que (v, )nen est géométrique. Soit n € N:

= Up+1 — 7

=pu, +p—7
=p(vn +7)+p—7
=pun+py+p—7
=pun+yp—-1)+p

Un+1

On a donc vp41 =pv, ©Y(p—1)+p=0&v= 1L
-p
On en déduit que <un — %) est géométrique de raison p. On cal-
-p neN
2
cule son premier terme : uj — % = FE(Xy)— lTp =p— % = 1Tpp
donc,
n+1
VnEN,un—L:—p
1—p 1—p
On en déduit que :
Vn e N, B(X,) = IL 1-p")
—P

Correction 16 Notons, A;: " tirer une boule blanche au i-iéme tirage".

11

La premiére bille noire peut apparaitre entre le rang 1 et le rang b+ 1, on a
donc
X(Q)=[1,b+1].
WOnaPX=1 =P4) =
noires parmi les n + b boules.
e Ona X =2=4;NA, donc

car au premier tirage, il y a n boules
n—+b

- b o n
T n+b n+b

P(X =2) = P(A1) P4, (42)

e De maniére plus générale, pour k < b,

P(X =k) = P(A1)Py (A2)Px,7,(A3) ... Py a—(Ax)
b b1 b—k+1 n
S n+bn+b—1""" b+n—k+1b+n—k
_bMb—=n—-k—-1)n
T b—k)I(b+n)
_bn(n—=1)! (b+n—k—1)
T +n)! (b—k)(n—1)
_ bin! (b+n—k—1)
(b+n) Ok
e Pour k = b+ 1, on obtient :
b b—1 1 n bin!
PX=b+1)= +bn+b—1"""" n+1n  (b+n)

2. On cherche maintenant & calculer la loi de Y ou Y représente le rang d’apparition
de la deuxiéme boule noire. On a Y(2) = [2,b + 2].

¢ On a (Y A; N Ay done P(Y
n n—1  nl(n4+b—2)!
n+bn+b—1 (n—2)(n+b)

e On peut obtenir Y = 3 de deux facons différentes :

= 2) = = 2) = =

P(A1)Pa, (A2)

(Y =3)= (A1 NANA3) U (A NAyNA3).
On remarque que les deux événements ont la méme probabilité, a savoir
n(n—1)b

n+b)(n+b—1)(n+b-—2) done

2n(n —1)b

P(Y =3)= n+b)(n+b—1)(n+b—-2)




e De maniére plus générale, pour obtenir Y = £, cela signifie qu’il existe
i < k tel que A; est réalisé et pour j # i, A; est réalisé. Autrement dit,
Y = k est réalisé si un événement de la forme :

AN A NANAL N NA ] NA,

est réalisé, avec i € [1,k — 1]. La probabilité d’un tel événement est

bx...x(b—k+3)xnx(n-1)  bn! (n+b—k)! ~onlbl n+b—k
(n+b)x...x(n+b—+1)  (b+n) (b- k+2)(n—2)!_(b+n)!< n—2 )
Correction 17 1. Ona:
~ “. B8 (n "1 n
£ () e )
]; kZ:OkH—l k §k+1 k

1
Cette somme doit valoir 1. On calcule Z T ) Pour cela, on considére,

par exemple la fonction f:z — (1 + :z:) On 1 intégre entre 0 et x, on obtient,

d’une part :
¢ 1 ntl 1
/ (1+t)"dt = L,
0 n+1
et, d’autre part:
xz N n k+1
n\ n\
t"dt = —_— =
L2 @)= ()i
k=0 k=0

(en 0, seul le terme correspondant & k£ = 0 est non nul). On a donc :

(-

On peut aussi donner deux primitives de f puis calculer la constante
d’intégration en prenant, par exemple, x = 0.

n

D

k=0

k+1 (1 + I)n-l—l

n+1

n

k

x

E+1

—n

Pour x = 1, on obtient :

k+1 2n+1

> (1) a
P k+1 n+1
On en déduit que :
. on+1
p= ontl o’

12

2. On a, par définition:

EX) = = k)
k=0
—~ Bk
= (v)
=kt
n 1 n
=53 (1) O
k=0
n 2ntl g
N o+l )
C2(n41)
=S, L
Correction 19 On a X(2) = [0,n] donc Y(2) = [0,n]. De plus, pour tout k €

[0,n], Y =k)=(n—X =k) = (X—n— k) donc

par symeétrie du coefficient binomial. On en déduit que Y suit une loi binomiale de
parameétres n et 1 —p

5

Correction 20 On a schéma de Bernoulli de paramétres = ————
5+3+7

1
= 3 donc X

1
suit une loi de binomiale de paramétres 3 et 3

Correction 21 1. On a Y(SZ) [1,n]. Pour tout ¥ < n, on a P(Y = k) =
PX =k—-1)= (") et PY =n) = PX =n—-1)+PX =n) =
(2P A =p)+ ()p" =p" '(n(1 = p) +p).



2. On a
E(Y) :ikP(Y:k)
k=1
:nilkP(Y:k)—knP(Y:n)
k=1
:SkP(X:k—l)—f—nP(X:n—1)+nP(X:n)
_kz;:lkP(X_k—l)+nP(X_n)
k=1

= zn: (i+1)P(X =14) +nP(X =n)
k=0
=E(X)+ Y P(X=i)+nP(X =n)
S B(Y) k=0
On a bien E(Y) > E(X).

3. OnaY > X donc par croissance de ’espérance, on aurait pu prévoir ce résultat.

Correction 22 D’apreés le théoréme de transfert, on a :

n k n—k
_ n\p*(1—p)
BY) =3, (k) E+1
k=0
On écrit (1 —p)" % = a :8"“ pour obtenir :
" /n 1 p

E(Y)=(1-p)")

k=

)i (i)

Pour calculer cette somme, il faut se souvenir qu’on peut utiliser la formule du
binéme de Newton:

On intégre les deux expressions, il existe donc K € R (constante d’intégration) tel

g0

k=0

i

k)kE+1

1-p

n

Vo eR,(142)" =)

k=0

n

k

(1+z)ntt

Vz € R,
+1

13

Pour x = 0, la somme est nulle, on a donc K = ——— ainsi :
n+1
1+2z)"t -1 < (n) zFH!
VeeR —— = )
v nt1 kz_o k) k+1

Ce n’est pas tout a fait la somme que ’on cherche & calculer (on a une puissance
k et non pas k + 1) donc on divise les deux membres par x:
~ n CCk
Vr € R,
rer 3 (1)

(1+z)"tt —1
n+1

1
=

, on obtient :

Appliquons cette égalité & x = 1L

T n+1 1 n+1
2”: n\ 1 p \' 1-p (1_1—P) _1-p (ﬂ)
P k)Jk+1\1—-p)  p n+1 p  on+1
puis
1 (L)nJ’»l 1
—Pp \1-p
EY)=(1-p)" = .
(¥)=(@0-p) D n+1 p(n+1)
L’espérance de Y est donc ——.
P p(n+1)

Correction 23 1. On commence par réfléchir & savoir sur quel univers on tra-
vaille. On peut apparenter la vidange de 'urne & une succession de 2n tirage
valant B ou R. Toutefois, un 2n-uplet quelconque a valeur dans {B, R} ne con-
vient pas car on sait qu’il y a précisément n boules blanches et n boules rouges.
On veut donc compter les 2n-uplets dans lesquels apparaissent exactement n
boules blanches et n boules rouges. Pour cela, il suffit de savoir a quelle place
apparaissent les boules rouges, autrement dit se donner une partie a n éléments
de 2n.

On a X () = [n,2n]. Soit ¢ € [n,2n], déterminons P(X = i).

Le nombre de cas possibles est (27’;) Pour le nombre de cas favorables, on sait
qu’il y aura une boule rouge en position i et ensuite que des boules blanches.
Les n— 1 autres boules blanches ont donc été tirées entre les positions 1 et ¢ — 1.
Il faut donc choisir les n — 1 places parmi les i — 1 premiers tirages ou ont été

(i)

n—1

)

n

tirées des boules rouges. Il y a donc (*~}). On a donc P(X =) =



2.

a) On commence par écrire (¥) = (*11)—( * ) comme suggéré, en remarquant
P p+1 p+1 X X
que cette formule n’est pas valable lorsque k = p, il faut donc sortir le terme
en k = p de la somme :

£0)s

() -+ (()-Gri)-Gh)) -+ () -+

car on reconnait une somme télescopique. On retrouve bien la formule

souhaitée.

On sait, par symétrie du triangle de Pascal, que (f})

>(:5,) - ()

k=p

(k p) donc on a

(c) On a

en appliquant la formule montrée & la question précédente avec p =n — 1
et m =2n — 1. On a donc:

n.(n!)? (2n+1\  n.(n!)?
(2n)! (n +1 ) (20!

(2n+1)! nx

(2n+1)
(n+1n! '

B(X) = n+1

3. Pour calculer la variance, on commence par calculer

n!)?
- E2n))'z(n+

"k=0

k)2<n+11:—1)'

On écrit (n+k)?> = (n+k)(n+k+1) — (n+ k), ainsi :

B(X?) = (”2)!2 (n+k)(n+k+ 1)(” “;_ 1) — E(X).
k=0

—~
[\

14

Correction 24 1.

Correction 26

On calcule cette somme :

(n+k—1)
kl(n —1)!

(n+k+1)!
=+ 1) i

~ DY ()

Stn+k)n+k+D)("TE) =) (n+k)(n+k+1)
k=0 k=0

en utilisant, & nouveau, le lemme avec p =n + 1 et m = 2n + 1. Ainsi, on a

()4 1) gy, X (2n+1) (nx(@n4+1))°

Vo < R Dy _nxn (i )
_@n+2)@n+1n ><(2n—|—1)_(n><(2n—|—1)>2
N (n+2) n+1 n+1

2n(2n+1)(n+1°% - 2n+ 1) (n+1) —
CESICESE

(2n+1)%*(n+2)

. . . - 1
oui, chaque issue arrive avec une probabilité de 5

2. La variable aléatoire prend comme valeur 0,1,2 ou 3. Calculons les différentes

probabilités. On modélise les trois lancers par la donnée d’un triplet ordonné
de [1,6], il y a donc 63 cas possibles. (X = 0) correspond aux triplets & valeurs

3
dans [1,5] donc P(X =0) = % On a4 x P(X =0) # 1 donc la loi n’est pas
uniforme.

. On peut considérer que chaque date arrive avec la méme probabilité donc la

variable aléatoire suit une loi uniforme.

. Dans le cas ou on ne considére que le jour, la variable aléatoire prend ses valeurs

entre 1 et 31 mais elle n’aura pas la méme probabilité selon le mois de naissance.

Correction 25 La variable aléatoire sur une loi de Bernoulli de paramétre 0.4, on
adonc P(X =1)=04et P(X =0)=0.6. Comme X ne prend comme valeur que
Ooul,onaP(X >1)=0.

1. X peut prendre comme valeurs des entiers entre 0 et 3, donc

X(Q) = [0,3].

. . . R 1
Chaque naissance est une expérience de Bernoulli de paramétre 3



n U

X est égal au nombre de " succés " au cours de la répétition d’expériences de
Bernoulli de méme paramétre, que 1’on peut supposer mutuellement indépen-

1)‘

. X peut prendre des valeurs entiéres entre 0 et 2, 0 pour un lama, 1 pour un

1
dantes : donc X suit une loi binomiale B <3, 5) de paramétres (n,p) = (3, >
dromadaire et 2 pour un chameau : X (Q) = [0, 2]
Chaque animal, étant choisi au hasard, est équiprobable.

Par exemple, la probabilité que X soit égal & 0 est la probabilité qu’un lama soit
sorti du champ : par équiprobabilité, elle est égale au nombre de lamas divisé

45

par le nombre total d’animaux : P(X = 0) 3

Comme il y autant d’animaux de chaque type, P(X
Donc X suit une loi uniforme sur [0, 2].

. Le nombre de cravates dans le premier tiroir peut varier entre 0 et 20 :
donc X (Q) = [0, 20].
Chaque cravate posséde la méme probabilité de se retrouver dans le premier

tiroir, égale a 3 par équiprobabilité. 11 s’agit ici d’une expérience de Bernoulli

R 1
de paramétre p = 3

On répéte n 20 fois ces expériences de Bernoulli, de méme parameétre,
mutuellement indépendantes, et X est égal au nombre de succés.

1 1
Donc X suit une loi binomiale B <20, §> de paramétres (n,p) = (20, §)

. On peut retourner de 1 & 78 cartes avant de trouver ’Excuse.
Donc X (9) = [1,78].
Notons Ay I’événement : " on trouve I’Excuse a la k-ieme tentative ". On trouve

Pexcuse a la k-ieme tentative si et seulement on ne 1’a pas trouvée aux (k — 1)
tentatives précédentes, et on ’a trouvée au k-ieme essai.

Donc Ay, =A1NA;N...NA,_1 N A
D’aprés la formule des probabilités composées :

P(AiNAzN...N A1 N Ay)
= P(Al)PTl(AQ)PEmE(AB) s Pflmfzm...mAk,l (Ak)

P(Ag)
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e Ay est réalisé lorsque 'on a choisit une 'mauvaise’ carte, au nombre de

77 dans un total de 78 cartes. Chaque carte étant équiprobable, on a :
7

= %‘

Pour j € [2,k —1], si Ay N A3 N...NA;j_; est réalisé, on a déja essayé
j — 1 cartes, qui n’était pas l’excuse ; A; est réalisé lorsque I'on choisit
une mauvaise carte, au nombre de 78 — (j — 1) — 1 = 78 — j dans un
total de 78 — (j — 1) cartes. Chaque carte étant équiprobable, on a :
_ —J

78—+ 17

Enfin, si A1 N Ay N...N A,_; est réalisé, on a déja essayé k — 1 cartes,
qui n’étaient pas I'excuse ; Ay est réalisé lorsque 1’on choisit I’excuse parmi
un total de 78 — (k — 1) cartes. Chaque carte étant équiprobable, on a :

P(Ar)

PEHEO...mAj,l (4;5)

Prindn.nms (AR) = se 7
On obtient alors
k—1
7 78 — j 1
P(AL) = —
(Ar) =73 g78—j+1 8 —k+1
—ZXEXEX X78—1<:+2X78—k+1X 1
ST e T T8 —k+3 7 18—k+27 18—k+1°

On reconnait un produit télescopique, on obtient P(Ay) = 5

Ainsi, X suit une loi uniforme sur [1, 78]

Correction 27 1. Etant donné que le Gala accueille 2500 participants, le nombre
de participants choisissant le vestiaire V1 peut varier entre 0 et 2500. Donc
X () = [0,2500]

. On cherche la probabilité de I’événement (X = 0).

Pour tout & € [1,2500], on définit la variable aléatoire Y}, égale & :
{ 1 si le k-ieme participant choisit le vestiaire V'1

0 sinon
2500
Alors (X =0) = () (Yx =0).
k=1

Or, par hypothése, les choix de chaque participant est indépendant du choix
des autres participants. Les événements (Y, = 0) sont alors mutuellement
indépendants. Donc :



2500
P(X =0) _P<ﬂ(Yk—O)>

k=1
2500

= H P(Y;, = 0) par indépendance mutuelle
k=1

Or chaque participant choisit son vestiaire de maniére aléatoire : chaque ves-

Card({V2,V3}) 2
P =0) = Card({V1,V2,V3}) 3

tiaire est donc équiprobable. Ainsi :
D’ou :

k=1

. De méme, on cherche la probabilité de 1’événement (X = 2500) :

2500
P(X =2500) =P (ﬂ (Y = 1)>

k=1
2500

_Hp

) par indépendance mutuelle

{071}5P(Yk:1):1*P(Yk:0):

_251_0[01_ 12500
o 3 \3

k=1

1
Or comme Y3 (Q) = 3 D’ou :

P(X = 2500)

. D’aprés les questions précédentes, pour tout k € [1,2500], Y suit une loi

1
de Bernoulli de paramétre p = 3 Par hypotheése, les variables aléatoires
(Yk)keq,2500] sont mutuellement indépendantes.

2500
Et X = Z Y;. : X est la somme de n = 2500 variables aléatoires suivant une
k=1

1
loi de Bernoulli, de méme paramétre p = 3’ mutuellement indépendantes Donc

X suit une loi binomiale de paramétres n = 2500 et p = =

92500k
< ) 732500

w

Y k€ [0,2500] , P(X = k) = <Z> ’
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Correction 28

. Soit (k,1) €

1. Soit k& € [1,n]. Xi(©?) = [0,1], donc X suit une loi de

Bernoulli.

Les chevaux se répartissant au hasard, chaque emplacement est équiproba-
ble. Donc il y a une chance sur n que le cheval numéro k se retrouve dans

Pemplacement numéro k : P(X, =1) = —

1
Donc X} suit une loi de Bernoulli de paramétre —.
n

1 1 1
Par conséquent, E(X;) = - et V(Xy) = " (1 - ﬁ) =

n—1

n2

[0,n]? tel que k # 1.

Le produit X;X; est a valeurs dans {0,1}, et est égal & 1 si et seulement si
Xy=1let X;=1. Dou:

E(Xle) =0x P(Xle = 0) +1x P(Xle = 1)
= P((Xk = 1) N (Xl = 1))
= P(Xy = ) Pix, =1 (X1 = 1)
Pix,=1)(X; = 1) est la probabilit¢é que le cheval numéro [ soit dans

I’emplacement numéro [ sachant que le cheval numéro k est dans son emplace-

ment : il y a cette fois une chance sur n — 1.
. 1 1
D’ou : E(Xle) = — X
n n-—1
. Soit (k,1) € [1,n]X;)

Donc X;, et X; ne sont pas indépendantes

n

. Remarquons que S = Z X, est la somme de variables aléatoires de Bernoulli

k=1
de méme parameétre, mais pas 2 & 2 indépendantes, donc pas mutuellement
indépendantes. S ne suit donc pas une loi binomiale.

D BXi) =), o=
k=1

k=1

Or I'espérance est linéaire : E(S) = : E(S)=1

:IP—‘
—

D’apreés I'énoncé :



V(X) = E(X?)— E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

3
k=1 1<k<iI<n 34 17
no_q nol o 1 1 Or d’aprés le théoréme du transfert, F(X?) = Z E*P(X = k) = 0= 5
= 2 —— e — —_—
; n? ! kfll;H (n(n -1 n2) 17 9 72 i
- n-1 n [N _ 2y _ 2 _ -t 7 _ 0
n—1 23 11 Dot V(X) = B(X%) - B(X)" = 5 =55 = 55~
=n X 5 + — Z —_ —
" eSS 8
_ n—1 4. D’apres la linéarité de l'espérance, E(Y) = E(X)+ 1= —.
n—1 2 5
= + - (n—(k+1)+1)x
n " n(n—1) Pour (a,b) € R? | V(aX +b) =a®V(X). Aveca=1letb=1,Y =aX +bet
n-1 2 "‘1(n ) V(Y) =V(X)
= S _
= 5. Comme X(9) = {—2,-1,0,1,2,3}, on a Z() = [0, 3]
~n—1 n 2 " n(n —1)
oo n2(n—1) 2 P(Z=0) =P(X=1)=3a
somme des termes consécutifs de la suite arithmétique (ux)r = (n — k)g P(Z=1) =P(X-1=1)U(X-1=-1))
-1 1 =P(X =2)U (X =0))
== tn = P(X =2)+ P(X =0)
=1 = 2a
Dou V(S)=1 De méme :
Correction 41 1. X(Q) = [-2,3] et (X = k));c x(q) définit un systéme complet P(Z=2) =P(X=-1N)U(X=3))=PX=-1)+PX=3)=3a )
d’événements. En particulier (attention ce n’est ici qu’une implication) : P(Z=3) =P(X=-2)=2a
3 1 On obtient alors la loi de Z décrite par le tableau suivant :
kZP(sz)zl;}lOa:l;) a=15 A 0 T1T 2713
=2 P(Z=k) |3a|2a | 3a|2a
2. (X<0)=X=-2)u(X=-1)U(X =0).
Ces 3 événements étant 2 & 2 incompatibles : 6. T(Q) ={0,1} et P(T =1) = %7 P(T=0)=1- % = g
P(X <0)=PX =-2) Z P(X =-1)+P(X =0) =4a Comme X et T sont indépendantes :
Drapres 1. P(X < 0) = 5 Y (i,§) € T(Q) x X(Q), P(T =i)N (X = j)) = P(T =i)P(X = j).
De méme : On obtient alors la loi conjointe de (T, X') suivante :
P(X|<1) =P(-1<X <) 2T
— P((X = ~1)U(X =0) U (X = 1)) LX) | 42 | 1[0 ]1]2]3]
— P(X =—1)+ P(X =0) + P(X = 1) o I 2al2a]2al20] 20|
par incompatibilité 2 & 2 des événements 3 13 |3 3 13
_ 2 1 1 1 2
=10 1 -a|-al|l-a| a|-alza
3 3 3 3 3
3
3. D’aprés la définition de lespérance, E(X) = Z EP(X =k)= 6_3 1 3 1
’ =, 10 5 Comme X et T sont indépendantes, E(TX) = E(T)E(X) = 3XE =5
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Correction 42 1. (a) Le tirage est successif avec remise, il est donc modélisé
par un couple (i,7) de [1,N] donc Q = [1,N]? et #Q = N2. On a
X (92) =[1, N]. Déterminons la loi de X. On a :

e (X = 1) si on tire (1,
P(X=1)=
o (X =
donc P(X =

1) il y a donc un unique cas favorable donc

N2°
2) si on tire (1,2),(2,2) ou
e De maniére générale, pour avoir (X = k) on doit avec (i, k) ou (k,1)
aveci < k (ily a2x (k—1) cas) ou bien (k, k) (1 cas) donc 2(k—1)+1 =
2k — 1 cas favorables. Ainsi P(X = k) = ——

(2,1), il y a donc trois cas favorables

N2
(b) Pour calculer ’espérance de X, on doit calculer :

N

(2k — 1)k (N+1)(2N+1)

e De maniére plus générale, on a (X
ou (k,i) avec i < k, il y a donc 2(k —

= k) si on a un tirage de la forme (z, k
1) cas favorables donc P(X = k)

2(k—1)
N(N -1)
On calcule lespérance de X, on a
N
2k(k —1)
E(X)= —
(X) = N(N -1)

On remarque que pour k£ = 1, on a 0, on va donc faire commencer la somme a

1 pour avoir les formules que ’on connait. On a
1 (N(N+1)(2N+1) N(N+1)> _ (N+1)(4N —1)
(i,1) avec it > 1,1l y

B(X) = 6(N —1)

=T

k=1

N2 3

N
-y gy g (N
k=1

(N+1)4N - 1)
6N '

L’espérance de X est donc

(¢) On détermine la loi de Y :

e OnaY = 1sion a un tirage de la forme (1,7) ou (3,1) avec ¢ > 1
(2(N — 1) choix) ou bien (1,1), on a donc 2N — 1 cas favorables donc

¢ On aY = 2sion a un tirage de la forme (2,7) ou (4,2) avec i > 2

(2(N — 2) choix) ou bien (2,2), on a donc 2N — 3 cas favorables donc

Py=2)= N
e De maniére générale, on a Y = k si on a un tirage de la forme (k, i) ou
(i,k) avec i > k (2(N —k) choix) ou bien (k, k), on a donc 2(N —k)+1

2(N-k)+1
cas favorables donc P(Y = k) = (N—Q)—'_
2 2
On remarque que Y = N X donc E(Y) = N E(X).

2. Iei,on a Q = {(¢,5) € [1, N],i # j}. On a #Q = N(N —1).
On commence par déterminer la loi de X. Comme le tirage est sans remise, on
a désormais X () = [2,N] et Y(Q2) =[1,N —1].
e On a (X = 2) si on fait le tirage (1,2) ou
favorables. On a donc P(X =1) =

(2,1
N(N—-1)

) donc il y a deux cas
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1 N(N2+.1?5

NN -1 3 2
On détermine laloide Y. On a :
2(N 1)
N(N —

= Eﬁ' Q‘Eslﬂﬂélf o é)un tirage de la forme (1,4) ou
1)

a’donc 2(N — =1)=

e (Y = k) lorsque 'on a un tirage de la forme (k,4) ou (3, k) avec i > k, il y

1) cas favorables donc P(Y

2(N — k)
2(N —k f; 1 P .
a donc 2( ) cas favorables donc P(Y = k) = NN =1)
2 2
On remarque que Y = N X donc E(Y) = ~ E(X).

3. 0naQ = P, (1,
#2=(5)-

(a) Pour tout k € [1, N], on a X;(Q2) = {0, k} ( deux valeurs possibles). On a
(X) = 0) si la poignée a été prélevée dans ’ensemble des entiers différents
de k, il y a donc (”;ll) cas favorables. Apreés simplification, on trouve

N —m

N

On a (X = k) si on a prélevé la boule numéro k et m — 1 boules parmi

les N — 1 boules différentes de k, il y a donc (_}) cas favorables. Aprés
km

. On adonc E(X)=—.
n a donc E(X) = ~
N
(b) On note maintenant S la somme des boules. On remarque que S = Z Xk,
k=1

N]) (ensemble des parties & m éléments de [1, N]), donc

P(X) = 0) =

simplification, on trouve P(Xj = k) =

on a donc



Correction 43 1. (a) La longueur de la premiére série peut varier entre 1 et n
par définition. Donc L1(Q,,) = [1,n]

(b) Pour obtenir (L1 = m), on a 2 cas possibles :

e m piles consécutifs puis face ;
e m faces consécutifs puis pile.

Ainsi :(L; =m) = (ﬂ H-) N Fopyr| U (ﬂ Fz) N Py
i=1 i=1
D’ou :
P(Ly =m) —P( (ﬂpz) NFpqr | U ( E) N Pt )
i=1 i=1
or (npz>ﬂFm+l n (mﬂ)ﬁpm—i—l —(Z)
i=1 =1
P(Ly=m) =P ((ﬂ R-) ﬁFm+1> +P ( ﬂF) um+1>
=1 =1
m m par indé-
= (H P(H‘)) P(Finq1) + HP(F1)> P(Pr+1) pendance
i=1 i=1 mutuelle
=p"q+qTp
(¢) Pour obtenir (L1 =n), on a 2 cas possibles :
e 7 piles consécutifs ;
e 1 faces consécutifs.
Ainsi : (Ly =n) = (ﬂ Pi> U (ﬂ F)
i=1 i=1
D’ou :
i=1 =1
or (ﬂ PZ> N (ﬂ Fz> =0
i=1 i=1
P(Li=n) =P (ﬂ Pl-> +P (ﬂ F)
i=1 i=1
= H P(P)+ H P(F;) par indépendance mutuelle
i=1 i=1
n n—1 n—1
() > P(Li=m) =qY p"+p> q"+p"+q"
m=1 m=1 m=1
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n—1

Or Z p™ est la somme des termes consécutifs de la suite géométrique

m=1
n—1 _on _.on
(p"™)m>1 de raison p # 1 donc : me:p P _P7P
m=1 1_p q
n—1 o _on
Dememe,z:qm_q1 g 49749
oo —q p
n o _.n
Do : m=1 q p
=p+gq

On peut avoir Ly =
L1 = n)

0 ¢’il n’y a pas de deuxiéme série (dans le cas ou

Si Ly =m € [1,n — 1], alors les longueurs maximales possibles sont n —m
avec 1 <n—-m<n-—1.

Donc Ly (2,) = [0,n — 1]
Pour obtenir (L1 =m) N (Ly = k), on a 2 cas possibles :

e m piles consécutifs puis k faces consécutifs puis pile ;

e m faces consécutifs puis k piles consécutifs puis face.

Ainsi :

m-+k
( ﬂ E) um+k+1]
m i:":n—:-lk
ﬂﬂ) N ( m Pi) ﬁFm+k+1‘|
; i=m—+1

De méme qu’en 1.b) :



s

m-+k
P((Ly =m) N (Ly = k)) _P<< R-) N ( N
i=m-+1

E) N Pm+k+1>

=1

m m-+k
+P< ﬂE) N ( N P mFm+k+1>
1=1 i=m+1

par incompatibilité des 2 événements
correspondant auzx 2 cas possibles

m m+k
- <HP(Pi)> ( H P(Fi)> P(Prtk+1)
i=1 i=m+1

m m+k
+ (HP(F1)> ( H P(Pi)> P(Fpyk+1)
i=1 i=m+1

par indépendance mutuelle
=p"d"p+q"pkq
— pm+1qk 4 qm+1pk
(¢) Pour obtenir (L1 =m) N (Ly = k) avec m+ k = n, on a 2 cas possibles :

e m piles consécutifs puis k faces consécutifs ;
e m faces consécutifs puis k piles consécutifs.

) (0.)

(i_l
De méme qu’en 1.b), en notant a,, x = P((Ly = m) N (Lz

)=+ ((f)( 0

par incompatibilité des 2 événements
) + (HP(F») ( II P
i=1 i=m+1

correspondant aux 2 cas possibles
par indépendance mutuelle

= (HP(P») ( II P&
i=1 i=m+1
— pmqn—m + qmpn—m

Ainsi :

m

(e

(lem)ﬁ(ngk) = U

m

Am k. = r ((
=1

n

)L,

Ar)a( N

)
)

Correction 44 1. 1l y aura toujours au moins une case non vide, et au plus n
aprés n lancers, sachant toutefois qu’on ne peut dépasser N cases non vides
dans le cas ot N < n donc :

=
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)

T,(Q) ={1;2;...;min(n, N)}.

. Aprés 1 lancer, il y aura toujours exactement une case non vide (celle dans
lequel on a lancé la boule), donc 77 = 1 (variable aléatoire constante).
Au deuxiéme lancer, soit on relance dans la méme case qu’au premier, et on a
alors Ty = 1, soit on lance dans une autre et T = 2. La probabilité de lancer
dans la méme case étant +, on a :

P(T=1)= %, et P(Tr =2) =2,

. Pour avoir T, = 1, il faut avoir obtenu & chaque lancer & partir du deuxiéme la
méme case qu’au premier lancer, ce qui se produit avec probabilité % a chaque
lancer, soit P (T}, = 1) = (%)n_l.

Le nombre de tirages donnant 7;, = 2 est obtenu en choisissant deux cases parmi

les N, puis en se laissant deux possibilités a chaque tirage, et en supprimant a la

. . . . N
fin les 2 tirages ol on a tiré toujours dans la méme case, soit ( 9 ) X (2" —2)

(21 — 1)N(N — 1). Ceci est a diviser par le nombre total de tirages, qui vaut
N", donc :

(N-1)(2" ' -1)
R

P(T, =2) =

4. Sin < N,T, = n si on tombe dans une nouvelle case & chaque tirage, ce qui
correspond & N(N —1)...(N —n+ 1) tirages, soit :
.\ _ N(N—1)..(N—n+1) _ N
P(Th=n)= v = W™N-n)IN""

in > N, on ne peut pas avoir n cases non vides, donc P (T,, = n) = 0.

5. Soit k € [1,n]. Les événements (T), = i);e[1,,) forment un systéme complet
d’événements, donc d’apreés la formule des probabilités totales :

P(Tu=k) =

n
P(T,=4)Pr,—i(Th+1 = k).
i=1
Parmi les probabilités conditionnelles apparaissant dans cette formule, seules
deux sont non nulles :

e soit on avait déja k cases non vides aprés n tirages et on a & nouveau tiré
dans une de ces k cases (probabilité Pr —x (T,41 =k) = %)

¢ soit on en avait k — 1 non vides et on a tiré dans une des N — (k — 1) cases

restantes :
N-k+1

Pr k1 (Thy1=k) = N



6.

(a)

(¢)

Notons pour commencer que la formule de la question 6 reste en fait valable
pour k =n + 1, puis sommons ces égalités :

n+1

Gnt1 (x) = kgl (Tn-i-l)xk

= > (§P (T =k) + 5P (T, =k — 1)) 2*

n+1
=%k;kP(Tn=k)w‘“+(N—k+1)P(Tn=k_1)xk

=% L kP(T=k)a" '+ § X (N =k)P (T, = k)2
k=1 k=1

— LG (2) + 2G(7) — ZG'n(z)

On peut aussi enlever le terme en k + 1 et constater qu’il correspond au
terme manquant de la somme aprés changement d’indice.

Dérivons donc :
Gri(x) = %(1 —22)G) (x) + % (:U — x2) Gl(z) + Gp(z) + G (2).

En prenant 2 = 1 (ce qui a le bon gott d’annuler le terme faisant intervenir
la dérivée seconde) et en réutilisant les résultats précédents, on a

E(Tus1) = —4E(T) + 1+E(T) = (1— ) E(T) + 1
car E(T,,) = G, (1).

Posons u,, = E(T,,) alors (u,) est une suite vérifiant u,11 = au, +b. On
sait calculer son terme général :

E(T,)=N-§24 =N1-(1- %))
D’ou lim,,_, 4o E(T,) = N.

N —1\"
X suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (T) .

N
On sait que T,, = > X, donc :
k=1
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