Entrainement DS n° 10 - Produits scalaires, probabilités,
analyse

Exercice 1 : (%% Urnes de Polya et fonction génératrice)

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On pose Xy = 1 et pour n € N,

on note X,, le nombre de boules blanches présentes dans I'urne apres n tirages.
n+1

Pour t € R, on pose g,(t) = ZIP’ (X, = k)tF
k=1

La fonction g, est appelée fonction génératrice de X,,.

1. Dans cette question, on respecte le protocole suivant : a chaque tirage, on prend une boule dans
I'urne, puis on la remet dans I'urne en ajoutant en plus une boule de la méme couleur que la boule
tirée.

(a) Déterminer les lois de X1, X, X3, ainsi que g1, g2, g3-
(b) Soit n, k € N*. Etablir :
k—1 n+1—k

P(X,=k) = P(X,-1=k-1
( ) n—+1 ( ! )+ n—+1

P(Xn_1 = k)

(c) En déduire que, pour tout n € N*| pour tout ¢ € R,

2 —t ,
t) = _ t —1(¢
In(t) n+1(gn 1) () + gn-1(t)
1 n+1
(d) Démontrer que, pour tout n € N* et pour tout t € R, g, (t) = 72 tk.
n+ 1k:1

(e) En déduire la loi de X,, et donner son espérance.

2. Dans cette question, on respecte le protocole suivant : a chaque tirage, on prend une boule dans
l'urne, puis on la remet dans l'urne en ajoutant en plus une boule de l'autre couleur (ainsi, si on
prend une boule blanche, on rajoute une boule noire dans 'urne).

(a) Justifier que, pour tout n € N*, pour tout k € [1,n+ 1], P(X,, = k) =P (X, =n+2—k).

(b) Déterminer la loi de X3.

(¢) Soit n € N*. Déterminer P (X,, =1) et P(X,, =2) (on obtiendra une somme que 1’'on ne

cherchera pas a simplifier).

(d) Exprimer, pour n € N*, E(X,,) & I'aide de (g,,)" (1).
n+1

(e) Montrer que, pour tout n € N* et pour tout t € R, 2¢,(t) = Z]P’(Xn =k) (tk + t"+2_k).
k=1

(f) En déduire E (X,,), pour tout n € N*.



Exercice 2 : (%% Sur le produit vectoriel)
NB : l’exercice propose une facon d’introduire mathématiquement le produit vectoriel. On le considérera
donc comme une notion nouvelle, ce qui exclut l'utilisation de propriétés utilisées dans les autres matiéres
scientifiques.

On se place dans R?® muni du produit scalaire usuel : (z,y) — (z | y) = 2T .y

ai by azbsz — azby
Définition : Pour tous vecteurs a = as et b= by de R3, on note aAb = asb1 — a1bs
as b3 aib — azb;
ai
On fixe a = [ a2 | € R? un vecteur non nul, et on note f I'application de R? de R? définie par
as

Ve eR?, f(x)=aAz

1. Montrer que pour tout € R3, on a f(x) = A.xz pour une matrice A € M3(R) & préciser. En
déduire que f est un endomorphisme de R3.

2. En remarquant que AT = —A, montrer que :

(a) det(A) =0

(b) Va,y € R3, (f(x) | y) = — (x| f(v)). Indication : se souvenir que (u | v) = ul.v
3. L’objectif de cette question est de montrer que Ker(f) = Vect(a).

(a) Montrer que Vect(a) C Ker(f).
(b) Justifier que rg(A) > 2.
(c) Conclure.

4. Déterminer la dimension de Im(f), puis montrer que Im(f) = Vect(a) .
Conseil : calculer le produit scalaire entre a et chacune des colonnes de A.

5. Justifier qu’il existe une base orthonormée £ = (e1,e2,e3) de R3 adaptée a la somme directe
Ker(f) @ Im(f). On ne demande pas d’expliciter cette base.

6. A I'aide de 2.(b), montrer que les produits scalaires (f(e2) | e1) et (f(ez) | e2) sont nuls. En déduire

0
que le vecteur [f(e2)]¢ des coordonnées de f(ez) dans la base £ est du type | 0 |, ou A € R*.
A
0 0 O
7. Montrer que la matrice qui représente f dans la base £ est égalea | 0 0 —A
0 A O

8. On admet (c’est une simple vérification calculatoire) que pour tous vecteurs x,y, z € R3 :

eN(ynz)=(z]|2)y—(z]y)z
Montrer que |A\| = ||a]|.

Interprétation du résultat des deux dernieres questions : f peut étre étudié par ses restrictions sur deuz
sous-espaces supplémentaires :
— Sur Vect(a), c’est 0.
— Sur le plan orthogonal au vecteur a (c-a-d Vect(ez,e3)), il s’agit de la composée d’une rotation
d’angle 5 et d’une homothétie de rapport ||al|.



Exercice 3 : (%% Fonction, suite, série)

1
On pose, pour tout z €]0,1[, f(z) == <1 + hl(ib“))

Partie I : étude de f

1. Montrer qu’il existe un unique réel z €]0, 1[ qu’on précisera tel que f(z) = 0.
2. Déterminer un équivalent simple de f(x) lorsque x — 0.

3. Déduire de cet équivalent que la fonction f est prolongeable par continuité en 0, et que la fonction
prolongée obtenue est dérivable en 0. On donnera ’équation de la tangente en O.

4. Justifier que la fonction f est dérivable sur |0, 1], et exprimer f’(x), pour tout z €]0, 1], en fonction
dey = ﬁ seulement.

5. En déduire lexistence et 1'unicité d'un réel x¢ €]0, 1| que 'on précisera tel que f’(zg) = 0.

6. Déterminer les variations de f sur [0,1] et dresser le tableau des variations de f en faisant ap-
paraitre les valeur/limite aux bords de [0, 1], ainsi que les valeurs d’annulation de f.

7. Justifier que pour tout x € [0, 1], f(z) < =.
Partie II : étude d’une suite récurrente

Jusqu’a la fin de ce probleme, on considere une suite u vérifiant :

{uoe]o,}:[

Vn EN, Up+1 = f(un)

On admettra le théoréme suivant :

Siv et w sont deux suites réelles positives vérifiant v, ol Wy, et sila série Y v, diverge, alors :

n

n

v ~ E w

Z k n—+oo k
k=0

k=0

II.A - Résultat préliminaire

8. Soit a €]0,1[. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, montrer qu’on a (lorsque n — +00) :

pour a, b deux réels que I'on précisera.
I1.B - Etude de la suite (Un ) neN
1

9. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie, et a valeurs dans ]0, = [

10. Etudier sa monotonie.

11. Montrer que lim wu, = 0.
n——+00

II.C - Convergence de la série > u,

12. Montrer que lorsque n — 400, In?(uy, 1) — In?(u,,) tend vers une constante /3 strictement positive
que 'on déterminera.

13. En déduire que pour n — oo : In?(u,) ~ Bn.

2

14. Montrer que lirJ]ra (n“u,) = 0, et en déduire que la série > u,, converge.
n—-—+0oo



II.D - Recherche d’un équivalent de u,
Dans cette sous-partie, on pose, pour n € N : v, = lng(un) — 2n.

15. Donner un développement limité & l'ordre 2 en 0 de la fonction z — In(1 + z), et trouver un

équivalent de v,,41 — v, lorsque n — +00 sous la forme 7%, avec A et v deux réels a déterminer.

16. En déduire un développement asymptotique de In(u,) lorsque n — 400 de la forme :
In(up) = ev/n+d+o(l)

ou ¢ et d sont des réels a déterminer.

17. En déduire un équivalent de u,, lorsque n — +oo.
Partie III : démonstration du théoréme encadré

L’objectif de cette partie est de démontrer le théoreme encadré. On considere donc v et w deux suites
réelles positives vérifiant v, % Wn et on suppose que la série > v, diverge.
oo

18. Soit € > 0. Justifier qu’il existe p € N tel que pour tout n > p :
(1 _5)wn < vp < (1 +€)’UJ7L

19. Conclure.



Exercice 4 : (k%% Un endomorphisme symétrique)
Soit m un entier, n > 1. On note E = R,,[X] 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal
an. Pour P,QQ € E, on pose :

1
AP@= [ POQDAE @ SR = (- )P,
-1
1. Démontrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
On considere dans la suite I'espace euclidien E associé au produit scalaire ¢. Si P,Q € E, le
nombre (P, Q) est désormais noté (P, @), et la norme euclidienne de P est notée || P||.

2. Soit u € L(F) un endomorphisme d’un espace euclidien E. On dit que u est symétrique si

V(l’,y) € E27 (u(:):),y) - <£L‘ ’ u(y)> :

A l’aide d’intégrations par parties, montrer que f est un endomorphisme symétrique de FE.
3. Déterminer ker(f) et en déduire le rang de f.

4. A laide de la propriété de symétrie, montrer que Im(f) C (ker f)*, puis montrer que Im(f) =
(ker f)=.
5. On suppose, dans cette question seulement, que n = 2 et on définit le polynoéme Py =1+ X.
(a) Calculer f(X) et f(X?) et montrer que (f(X), f(X?)) est une base orthogonale de Im(f). En
déduire une base orthogonale (la plus simple possible) adaptée a la somme ker(f) @ Im(f).
(b) Déterminer le projeté orthogonal de Py sur Im(f).

(c) Déterminer m PGIHQQ[X] |Po— f(P)l

(d) (Question bonus) Résoudre 1'équation ||Py — f(P)|| = m d’inconnue P € Ry[X].
6. On définit une suite (Lg)r>o de polynomes en posant Lo =1 et :

Vk e N*, Ly = ((X2 - 1)k)(k)

(c’est-a-dire : Ly est la dérivée k-ieme de (X2 — 1)F).
(a) Calculer les polynémes Ly, Ly et Ls.

(b) Déterminer le degré de Ly.

(c) Pour tout k € N, on pose

Ap = (X2 —1)(X2 1))+
By = (X(X2 _ 1)k)(k+1)‘

A Taide de la formule de Leibniz, exprimer les polynémes Ay et By a ’aide des polynomes
Ly, L) et LY.
Indication : pour Ay, par exemple, les dérivées successives de X? — 1 font vite ...
(d) Montrer, en revenant & la définition de Ay, et By, la relation Ay = 2(k + 1) B.
Indication : dériver k + 2 fois revient a dériver une fois, puis k + 1 fois.
(e) Déduire des deux questions précédentes que pour k € N on a

(X2 - 1)L} +2X L), — k(k + 1)Ly = 0.

(f) A Paide de la relation précédente, démontrer que Vk € N, I\, € R tel que f(Lk) = A L. (on
précisera la valeur de \g).

(g) Démontrer que (Lo, ..., Ly,) est une base orthogonale de F, et donner la matrice représentative
de f dans cette base.
Indication : on peut montrer lorthogonalité sans faire de calcul technique, en utilisant la
question précédente et la formule de symétrie sur la quantité (f(L;),L;).






Correction entr DS n° 10

Corrigé exercice 1 :

1. (a) Pour k € N* on note By : < la k-éme boule tirée est blanche .

1 1 1
» Ona Xi(Q)={1,2} et P(X; =2)=P(B)) = 3 doncP(X;=1)=1-— 5= 3"
1
Donc X7 suit une loi uniforme sur {1,2} et V¢t € R,| g1(¢t) = 3 (t+ t2) !
1 2 1
| 2 OH&XQ(Q)={1,2,3} et P(XQZ?)):IP(BlﬂBQ):P(Bl)]P(BQ’31)25 X §=§
_ — S 1 2 1
De pIUS,IP(X2:1):]ID(BlﬁBz) :P(Bl)P(BQ‘Bl) :i X 525,
2 1
tP(Xg=2)=1—2 = .
ot P(X2 =2) 373
1
Donc X5 suit une loi uniforme sur {1,2,3} et Vt € R,|g2(t) = 3 (t+ t2 + t3) )
> X3(Q) ={1,2,3,4} et avec la formule des probabilités composées,
1 2 3 1
]P)(X324):]P)(BlﬂBgﬂBg):]P)(Bl)P(Bg‘B1)P(Bg|BlﬂBg):§ X g X Z:Z
De plus,
. — S S 1 2 3 1
P(X3=1)=P(BiNB2NB3) =P (B1)P(Bz | B1) P(Bs | B1N By) =5%X3X7177

P(X3=3)=P(BiNByNB3)+P (B NByNBs) +P (BN ByN B)
_ro2 1 1t 2 1102 1
— — — — X — ,_|_, — —
I R R R I R R

3 1
Enfin, P(X3=2)=1-— 1-1 Donc X3 suit une loi uniforme sur {1,2, 3,4} et

i(t+t2+t3+t4).

(b) Soit n € N*. On suppose k < n. La famille (X1 = i), ., est un systeme complet d’événements.
Donc d’apres la formule des probabilités totales :

VtER, | ga(t) =

:Z]P’(ank | X1 =9) P (Xn—1 =1)

Or:
e pour i ¢ {k—1,k},
P(X,=k|Xp-1=1)=0
e Pouri=%k—1:
k—1
n+1

(En effet, il y a alors n + 1 boules dans 'urne car on en a rajouté n — 1 et on doit prendre
une boule blanche alors qu’il y en a k — 1)

P(Xp=k|Xn1=k—1)=



e Pouri=%:

n+1—k
n+1

(En effet, on prend une boule noire alors qu'il y en a n+ 1 — k)

P(X,=k|Xn 1=k =

On a donc bien, pour tout k € [1;n],

k—1 n+1—k
PX,=k=—PXp1=k—-1)+ ——P(X,,_1=k
Enfin, le résultat reste vrai si kK =n 4+ 1, car
n
P(Xn:n+l):P(Xn:n+1]Xn,lzn)IP)(Xn,lzn):n+1IP)(Xn,1:n)

Et, si K > n + 1, on obtient 0 = 0. La formule est donc vraie pour tout £ € N*.
(c) Soit n € N*, et soit t € R.

n+1 n+1 k 1 n+1 k
(1) = P(X, =k)th = T P(X, 1 =k—1+—— " P(X, =k |
In(t) kZ:l ( ) ;<n+1 (Xn-1 ) + I (Xn-1 ))

Donc, en posant dans la premiere somme le changement d’indice m = k—1, et en réordonnant
les sommes :

n+1
1
gn(t) = — (Z KP Xy = k) tFT = kP (X, 1 = k) tk>
" k=0 k=1
n+1 n+1
P(X
n+ 1 (Z >

Or, P(X,,-1 =n+1) = 0, donc les deux derniéres sommes écrites peuvent n’aller que jus-

qu’au terme k = n. De plus, la fonction g,_1 est dérivable sur R, avec pour tout t € R,
n

(gn-1) (t) = Z P (X,_1 = k) kt*~1. En remplacant dans ’expression ci-dessus, on en déduit :

k=1
2 —t ,
gn(t) = n+1 (gnfl) (t) +gnfl(t)
n+1
(d) On procede par récurrence sur n € N* pour prouver H(n) : “Vt € R, g,(t) = i Z k.
k=1

e H(1) est vraie avec la question la.
e Soit n > 2. Supposons que H(n — 1) est vraie. Soit ¢ € R. Alors, d’apres la question lc,
t2—t
n+1

gn<t) = (gn—1>/ (t> + gn—l(t)

Or, d’apres I’hypothese de récurrence H(n — 1),

n—1( Ztk donc :  (gn-1) Zktk !

On en déduit

gn(t) = (Z kth T — Z Kt (n+1)) ’“)
k=1
n+1 n . .
_ ; k k k chgt d’indice
n(n+1) <Z(k Ol ; kt" + (n+1) ;t ) - < somme de gauche

k=2
n

:n(nl—l—l) <<Z(k—1—k+n+1)tk> +nt"+1+(n+1—1)t>

k=2



Ainsi, on a bien
n+1 n+1

1
gn(t)_n(n—l—l)kz +1Ztk

La propriété H(n) est donc vraie.
e On en déduit que la propriété H(n) est vraie pour tout n € N*.

(e) On a ainsi :
n+1 n+1

Vt € R, gnt— Ztk ZIP’

n+1
Or, g, et t — Z P (X, = k) t* sont deux fonctions polynomiales, donc par identification des
k=1
coefficients, il vient :
1
Vke{l,...,n+1}, P(X,=k) =
(Lon+ 1), B(Xa=b) = ——
On en déduit que X,, suit la loi uniforme sur {1,...,n+ 1} et 'on a :
n+1 n+1
1 1 (n+1)(n+2) n+2
= EP(X, =k) = X k= =
D RB(Xn=k) =D n+1 n+1 2 2

k=1
(a) Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Avoir n + 2 — k boules blanches apres n tirages revient a
avoir k boules noires dans I'urne. Or, boules blanches et noires jouent des réles symétriques
(il y en a une de chaque au départ, et le protocole est le méme par la suite). On a donc bien,
pour tout n € N*, pour tout k € [1,n+ 1], P(X,, = k) =P (X,, =n+2—k).
(b) Ici n =3 et X3(Q) = {1,2,3,4}. et avec la question précédente,

P(X3:4):P(X3:1) et P(XgZQ):P(X3:3)

On a donc :

P(Xg, = 1) = P(Xg, = ) P(Bl N By N B3) = (Bl) (BQ ‘ Bl) (Bg | BN BQ)

1 1

P

1 1

T3 1T

De plus, P (X3 =2)+P(X3=3) = 1—i 1,doncIP(X3 2)=P(X3=3) = 1
24 24 24

- = 1 1 1
(c) P(X,=1) = IP’(BlﬂBgﬂBgﬂ...ﬁBn) =3 X 3 X ... X " (En effet, on ne prend
n
que des boules noires, donc a chaque fois il n’y a qu’une boule noire dans 'urne ). Donc

P(Xn=1)= (n+11)!'

On a ensuite :
P(X,=2)=P(BiNByNB3N...NB,) +P(BiNByNB3N...NBy)
+...+P(BiNByNB3N...B,_1 N By)

Ainsi,
1 2 2
P(X,=2)=—-x =
(Xn=2) =35 x 3% n+1
1 2 2 2
+ X =XxX=X
2 3 4 n—+1
1 1 3 2 2
+ - X =X—-X~=X
2 3 4 5 n+1
1 1 1 n
+ - X = x. - X
2 3 n n+1



(En effet, si 'on prend la boule blanche au k-éme tirage, il y a alors juste avant k —1+1 =k
boules blanches dans 'urne et a partir du moment ot I'on a pris la boule blanche, il y a 2
boules noires dans 'urne).

On trouve donc

1 n
P(X,=2)= —— > k2"
|
(n+1)! —

On constate au passage que la formule est valable pour n = 3.
Pour tout t € R, on a

n+1
gn(t) =Y P (X, =k)t*
k=1
n+1
Donc ( Z kP (X, = k)t*~1. On a donc bien (g,,)' (1) = E (X,).
Soit n € N* et t E R. Alors :
n+1 n+1 n+1

k=1

On change d’indice dans la seconde somme en posant p = n+2—k, avec —(n+1) < —k < —1,
donc 1 < p < n+ 1. On obtient alors

n+1 n+1 n+1
SP(Xn = k) () = 3P (X = k) Y P(Xy=n+2— )t
k=1 k=1 p=1

Donc avec 2a, on conclut :

Y P (X, =k) (tk + t”+2_k> = 29, (1)

On dérive cette derniere relation pour n € N* :

n+1 n+2n+1
E(X,) = (g ZIP’ J(k+(n+2-k)=— > P (X, =k)
k=1

n+2

On obtient alors E (X,,) = 5




Corrigé exercice 2 :

0 —as a9
1. On pose A = as 0 —aj | desorte que Vo € R3, f(x) = A.x.
—an al 0

f est donc I’application linéaire canoniquement associée & A (donc f € L(R?)).
2. (a) Ona:
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—=1)3det(A) = —det(A)

Donc det(A) = 0.
(b) Soit x,y € R3. On écrit :

(f(2) | y) = (Az | y) = (Az) Ty = 2" ATy = 2" (-A)y = -2 (Ay) = (2 | f())

3. (a) Soit z € Vect(a). Il existe A € R tq z = Aa. Donc f(z) = Af(a). Or :

0 —asz a2 al —aga3 + ag20a3 0
fla) = as 0 - as = ajas — a1as = 0
—as a1 0 as —aia9 + aras 0

Donc f(z) = Ogs, et = € ker(f).
(b) Le vecteur a est non nul, donc au moins 'un des nombres a1, az ou as est non nul. Or :

— si a1 # 0, les colonnes 2 et 3 sont libres, car ( c? ) et < _(;1 ! > sont libres;
1

— si ag # 0, les colonnes 1 et 2 sont libres;
— si ag # 0, les colonnes 1 et 3 sont libres.
Dans tous les cas, rg(A) > 2.

(c) D’apres la question 3a, dim(ker f) > 1, et d’apres la question 3b et le théoreme du rang :
dim(ker f) = 3 —rg(4) < 1.

Donc dim(ker f) = 1.

Vect(a) C ker(f)
On a donc { dim(Vect(a)) = dim(ker f)

4. dim(ker f) = 1 donc par théoréme du rang, dim(Im f) =3 —-1=2.
On note C, Cs, C3 les colonnes de A. On remarque que

, d’out ‘Vect(a) = ker(f) ‘

(@[C1) = (a|C2) = (a]C5) =0

donc Cy, Cy, C3 € (ker f)*. Or, Im(f) = Vect(Cy, Ca, C3), donc Im(f) C (ker f)*.

Or, ces deux sev ont méme dimension. En effet, comme (ker f)* est un supplémentaire de ker(f),

sa dimension est 3 — dim(ker f) =3 —1=2.
Donc | Im(f) = (ker f)* |

5. Par théoreme, tout sev de dimension finie admet une base orthonormée (BON). Il suffit donc de
poser (e1) une BON de ker(f) et (e2, e3) une BON de Im(f) de sorte que les vecteurs de la famille
E = (e1,e9,e3) soient unitaires et orthogonaux deux a deux. Cette famille est donc une BON

de R3, adaptée & ker(f) @ Im(f), par construction.

Pour I'obtenir en pratique, on peut poser e; = ﬁ et obtenir (eg, e3) en orthonormalisant n’importe

quelle base de Im(f).

6. Comme & est une BON, la décomposition de f(e2) dans cette base est :

fle2) = (f(e2) |er)er + (f(e2) [ e2)e2 + (f(e2)|e3)es

Or :
o (f(e2) | e1) =—(ea] fler))=0
—~

=0



o (fle2) | e2) = —(e2 | f(e2)) = —(f(e2) | e2), donc (f(e2) | e2) = 0. .
Donc si on pose A := (f(e2) | e3), on a f(e2) = Xes, d’ou [f(e2)]e = | O
A

2

Enfin, A # 0, car sinon ey € ker(f), ce qui est faux (eg est (ker f)*, et ex # 0).

. De méme que pour f(e2), on a pour f(es) :

(f(es) | e1) = (f(e3)|e3) =0

0
Donc : f(e3) = (f(e3) | e2)ea = —(es | f(e2))ea = —Aea, cest-a-dire [f(e3)]e = | —A
0
0 0 0 0
Enfin, f(e1) =0, donc [f(e1)]e = | 0 |. Finalement, (f)ees=| 0 0 —A
0 0 X O

. D’apres la formule, on a, pour tout = € R? :
) =an(anz)=(a|z)a—la|*z
Donc pour z = e, qui est orthogonal a a, on a :
F2(e2) = —la]* 2

Or, en mettant au carré la matrice obtenue a la question précédente, on obtient :

0 0 0
(fee=10 =22 0
0 0 —\2

ce qui donne : f2(e3) = —A2es.

2

Dot — ||al|? e2 = —A2es, et comme ey # 0, — ||a]|? e2 = —A2eq, et donc |A| = .




Corrigé exercice 3 :
Partie I : étude de f

1. Soit x €]0,1[. f(z) = 0 si et seulement si 1 + ﬁ =0 (car = # 0) c’est-a-dire si In(z) = —1.
1

Ainsi f(x) =0ssi|x = —|

e

2. Lorsque x tend vers 07 :

1
In(z)

1
d 1+———1
onc 1+ n(z) —

1
1+ ——=~1
donc 1 + In(2)

donc par produit m

3. D’apres la question précédente, f(x) — 0, donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant
z—0
£(0) =0,
D’autre part, f(z) ~ x signifie f(z) = z+o(z). Cette égalité peut s’interpréter comme un DL;(0),
donc par théoréme, f (prolongée) est dérivable en 0, et f/(0) = 1. Sa tangente en 0 est la droite
d’équation y = x.

—0

In(z) — —oo donc

4. La fonction f est dérivable sur |0, 1] par opérations. Pour tout = €]0, 1] :

f’(x) =1 x (1 + 1n§x)> +x <ln;(gl;)>

! 1
B In(z) In%z

=1+y—y*

1
5. Soit  €]0,1[. f'(x) =0 équivaut & —y* +y+1 =0 avec y = e < 0.
nx
+v€>0€t1—v€
2 2
estoidi ( 2 >
, c’est-a-dire |z = ex )
P s

=z

1
Or, les racines de —X? + X + 1 sont < 0.

1 1 — \/5
Ainsi f'(z) =0 ssi — = ———
1msi1 (ZL') SS1 1 B

6. Soit x €]0, 1[. Déterminons le signe de f’(x).

Pour y € R, la quantité —y? + y + 1 est positive ssi y est compris entre les deux racines

1++5

£ .
Ty

On a donc les équivalences suivantes :

, 1 1-vV5 1++5
> .
fll) 206 —¢ 5 3
1 1-— 1
&S — € \/5,0 car — <0
Inz 2 Inx
S lnx < 2

Avec égalité ssi x = xg.
On en déduit que f est strictement croissante sur [0, zo] (f’ est strictement positive sur cet inter-
valle et ne s’annule qu’en un nombre fini de points) et strictement décroissante sur [xg, 1[.



De plus, lorsque x — 1 :
1
Inz — 0~ donc — — —oo et f(r) = —oo par opérations.

nw
On a donc le tableau de variations suivant :

0 Zo : 1

0

0

N

—

1 1
7. Soit z €]0,1] : (@) < 0 donc 1+ n(z)

De plus pour = 0, on a f(0) = 0 donc 'inégalité est également vraie.

< 1et done f(z) < z.

Ainsi pour tout z € [0,1], f(z) < z.
Partie II : étude d’une suite récurrente

II.A - Résultat préliminaire

1
8. Soit n > 2. La fonction ¢t — o est décroissante et continue sur [1, +oo].

k1 qt 1 kodt
o S e S o
kot k k-1t

En sommant et par relation de Chasles on a :

Ainsi pour 2 < k< n,ona:

Et donc en rajoutant le terme en k=1 :

1
Ap+1 < T < By, +1
k=1
. tfaJrl n+1 (n+ 1)1704 _ 21701
r = = .
" —a+1], 11—«
-«
m+Di*~nl=® — 4oo(carl—a>0)et A, +1 ~
n—+o00 n—+o0o 1 —
nlfa

De la méme maniere, B, +1 ~
n—+oo 1 —

Ainsi par théoreme d’encadrement :

-«

k® nosdoo 1 —a
k=1

I1.B - Etude de la suite (u,)nen

9. Pour tout n € N, on pose H(n) : "u, est bien défini, et appartient a ]0, % [”. Démontrons que les
H(n) sont vraies par récurrence.

» Initialisation : #(0) signifie que ug est bien défini, et appartient a }O, % [, ce qui est vrai.



» Hérédité : soit n € N. On suppose H(n). Montrons H(n + 1).
up, €0, 2[ par hypothese de récurrence, ainsi un+1 = f(uy) est bien défini (car u, € [0, 1]).

De plus d’apres les variations de f, un11 € |0, f(x0)].
1
Par ailleurs f(xg) < xg d’apres la question 7 et 2o < —.
e

Ainsi up41 € ]0, % [ H(n + 1) est vraie.
» Conclusion : d’apres le principe de récurrence, H(n) est vraie pour tout n € N.

10. D’apres la question 7, pour tout z € [0, 1], f(x) < x. A fortiori, cette inégalité est vraie pour tout
T e ]0, % [
Soit n € N, u,, € ]O,%[, donc f(un) = tUpt1 < Up.
Ceci étant vrai pour tout n, la suite u est donc décroissante.

11. La suite u est décroissante et minorée (par 0), elle est donc convergente par théoreme de conver-
gence monotone. Notons ¢ € [0, %] sa limite. La fonction f étant continue sur [0, %], onal = f().
Or on a montré a la question 7 que f(x) < x pour tout x € [0, 1], avec égalité ssi z = 0.
Ainsi

lim u, =0|
n—-+o0o

I1.C - Convergence de la série ) _uy

12. Lorsque n — 40 :

In%(upy1) — In?(up) = In? (un (1 + ln(1un)>) —In®(uy,)

— (ln(un) +1In (1 + 1n(2n ))2 In?(uy,)
= In®(uy,) + 21n(u,) In <1 ! > + In? (1 + ménﬂ — In%(uy)
1

In(u,)
= 2In(uy) In <1 + ln(%)> + In? (1 + m(in))

)
+

1
On a u, — 0, donc In(u,) = —oo et — 0.
In(uy,)
T 1 1
A1ns1.1n<1+m>~m—>0. -
21In(u 1
P 1 n) _ 2 1
On en déduit que 2In(u,)In (1 + 1n(un)) ~ () 2 et In (1 + ln(un)) ~ () — 0.
Finalement :
In?(tpy1) — In?(uy,) — 2
13. Lorsque n — 00 :
In?(tpy1) — In?(uy,) ~ 2, donc en utilisant le résultat de 1’encadré admis on a :
n—1 n—1
(lng(uk_,_l) - lng(uk)) ~ 2 =2n.
k=0 k=0
Or par télescopage, on a :
n—1
Z (In®(up11) — In?(uy)) = In®(uyp) — In*(ug) ~ In*(uy,) (car In?(u,) — +00). Ainsi :
k=0

In?(u,) ~ 2n.

14. Pour n — +o00 :
In(n?uy,) = 21In(n) + In(u,).



Or In®(uy,) ~ 2n et In(u,) < 0 (car u, € [0, 11), donc In(uy,) ~ —v2n.
Ainsi In(n?u,) = 21In(n) — v2y/n + o(y/n) = —v/2y/n + o(y/n) (car In(n) = o(y/n)).

Finalement In(n2u,) ~ —v/2/n — —oo et donc n?u, — 0 en composant par I’exponentielle.

Ainsi u, = o ( ) La série 3 = —3 converge par critere de Riemann, donc par comparaison asymp-
totique de séries & termes posmfs la série Y u,, converge.

II.D - Recherche d’un équivalent de (uy)nen
Dans le reste du probleme, on pose, si n € N : v, = In?(u,) — 2n.

15. Pour x — 0 : )

In(l+z)=x— % + o(x?)

Pour n — oo :

Vi1 — Vi = 0 (upy1) — 2(n + 1) — In(u,) + 2n

— 21n(up) In <1 + 1n(2n)> 2 (1 L mén)) _

En appliquant le développement limité précédent a la quantité X = qui vérifie — 0,

Vntt = V= 2In(un) <1n(2n) a 21n21(un) "o <1n2<1un)>>
2
i (m(in) - 21n21(un) o <1n2<1un)>> -7
=2- mém) o <ln(in)> e <1n<1un)> =

- ‘Inén) e <1n<in>> |

or In(uy,) ~ —v/2n donc

1 1
In(uy,) In(uy,)

on a :

1
Donc Vn4+1 — Vn —m7
n

1
Vn+1—VnN\/727n.

16. En utilisant le résultat de ’encadré admis, on a lorsque n — 400 :

n—1 —
S -~ S =
k=1 k=1

n—1

Or par télescopage, Z(ka — V) = Up — V1.
k=1

n—1
1 1 vVn—1
De plus d’apres la question 8§, E — =+2(n-1)
p P q £ ,72k: \[ %

Ainsi, v, — v = v2n + o(y/n) et donc In%(u,) — 2n = vy +v2n + o(v/n) = V2n + o(v/n).
On a donc In*(uy,) = 2n + v/2n + o(y/n), par ailleurs In(u,) < 0, donc :

In(un) = —V2n (1 +o= o (\}ﬁ»m

_ 2n<1+ ! +o<\}ﬁ>+o<\}ﬁ>) (avec(1+X)1/2X301+§+0(X))




17. Lorsque n — 400 :

18. v, 2 Wn signifie que v, = wp (1 + 0(1)), c’est-a~dire qu'il existe une suite (o )nen telle que
o0 oo

VYn eN, v, = wy.ap et o, — 1
n—-+4o0o

D’apres la définition de la limite, il existe un rang p € N tel que Vk > p :
l—e<ap<1+¢

d’out (en multipliant par wy > 0) :

(1 — s)wk <y < (1 + E)u)k (*)
19. Posons, pour tout n € N :
n n
Vnzzvk et Wn:Zwk
k=0 k=0
Vi

Tout revient a montrer que — 1. Ce quotient % a bien du sens a partir d’un certain rang

Wn n——+0oo
puisque V;, — +oo (par hypothese), et comme w,, ~ v,, on a aussi W,, — +oo par théoreme de
comparaison sur les séries a termes positifs.

Pour tout n > p, on obtient, en sommant 1’encadrement (x) sur k € [p,n] :
n n n
L= wp <Y v <(142)) wy
k=p k= k=p

P

Les sommes ci-dessus sont V;, et W, a une constante pres, car :

n n p—1 n
ka:ka—ka:Vn—V},,l et de méme Zwk:Wn—Wp,l
k=p k=0 k=0 k—p
D’ou :
(1=e) Wy —Wp1) <KV = Vi1 (14 6)(Wy — Wpq)

et en divisant par W,, (prenons n suffisamment grand pour que W), soit strictement positif) :

”p—l Vn Lp—l p—1
— — < — — < —
(1—¢) <1 W > <y S (1+¢) <1 -

d’ou I'encadrement suivant de % :

(1-¢) (1—”&71> SR % < (1+e) (1— Wp‘1> Lo

Qan, bn

Comme W,, — +o00,0n a :
n—+00

a, — 1—¢ et b, — 1+4¢
n—-+o0o n—-+00

Donc :



e 3 partir d’un certain rang ni, on a

(1-¢)—e<apn<(1—¢)+¢ et donc en particulier 1-2<a,
e 3 partir d’un certain rang no, on a
(I+e)—e<b, <(14¢e)+¢ et donc en particulier b <1+ 2¢
et donc a partir du rang ng := max(nj,n2), on a par transitivité :

v
1—-2<—2<1+42¢

n

Ce raisonnement étant valable pour tout € > 0, on a bien démontré que % —+> 1.
n n—+oo




Corrigé exercice 4 :

1
1. Onremarque que ¥(P, Q) € E?, / P(t)Q(t)dt est bien définie car P et @ (fonctions polynomiales)
~1

sont continues sur [—1,1]. ¢ est donc une fonction bien définie de F x E dans R.
Montrons que ¢ est un prodult scalaire. Soient P, Q ReFEet AeR.

cp(PJr)\Q,R)_/(PJr)\Q dt_/P dt+)\/Q dt = (P,R) +
Ap(Q, R). linéaire
1 1
—W(PQ) = / Q) dt = / QP dt = p(Q.P). symétrique

1
— (P, P) = / P2%(t)dt > 0 par positivité de 'intégrale et par théoreme, p(P, P) = 0 si et seule-
~1
ment si la fonction P? est nulle sur [—1,1], c-4-d P(t) = 0Vt € [~1,1]. Or un polynéme ayant
une infinité de racines est le polynéme nul. Donc (P, P) =0 < P = 0. définie positive

2. On remarque tout d’abord que deg ((X? —1)P') < n+ 1 et que donc deg (((X* —1)P")) < n.
Par conséquent f est bien une application de F dans F.

Montrons maintenant que f est linéaire : soient P,QQ € E et A,y € R :

FOP+pQ) = (X* = 1)(AP + 1Q))’
= (X2 = 1)(\P' +uQ"))’
=AM ((X2 = D)P) 4 (X - 1DQ)
= M(P) +nf(Q).

/

Donc f est bien un endomorphisme de F.

Montrons maintenant qu’il est symétrique. Soit P,Q € E. On va faire des intégrations par parties
(les fonctions polynomiales étant de classe C> donc C! cela est possible).

o J U = Q) L () = Q1)
Onp {v'u):st((t?—np'(t)) ;u(t) = (22— 1)P(1)

pour obtenir :

[ - )P QW) - / (22— P/ (H)Q' ()t

De fagon symétrique (IPP avec u(t) = P(t) et v/'(t) = & ((t> — 1)Q'(t))), on obtient :

1

(P, f(Q)) = —/ (t2 = 1)P'(t)Q'(t) dt.

-1

Donc (f(P),Q) = (P, f(Q)) V(P,Q) € E?, donc f est un endomorphisme symétrique.

3. Pour tout P € E, on a les équivalences :

f(P)=0 = ((X*2-1)P) =0
— (X?-1)P e Ry[X].
Or cette derniére phrase est vraie si et seulement si P/ = 0 (c-a-d P constant) car sans cela le
degré de (X2 — 1)P' est > 2.
Donc ‘ker(f) = Ro[X] ‘
Grace au théoreme du rang on en déduit que rg(f) =n+1—-1=n.




4. Montrons Im(f) C (ker f)*.
Fixons P € Im(f). Par définition, il existe R € E tel que P = f(R). Pour tout @ € ker(f), on a
alors par symeétrie :

o.

6.

Cela montre que P € (ker f)*.

On a donc Im(f) C (ker f)*. Par ailleurs, on sait par la question précédente que dim(Im f) =
n. D’autre part, (ker f)* est un supplémentaire de ker(f) donc sa dimension est dim(E) —
dim(ker f) = n.

On a donc Im(f) C (ker f)* et dim(Im f) = dim((ker f)*) donc par théoréme, ces deux sev sont
égaux.

(a)

(d)

(a)

(b)

On calcule f(X) = 2X et f(X?) = 6X?2 — 2. Il s’agit, par construction, de deux vecteurs de
Im(f). Ils sont libres, et Im(f) est de dimension 2, donc c’est une base de Im(f).

D’autre part, (2X,6X%—2) = 4(X,3X?-1) = 4 f_11(3x3 — x)dz = 0 (intégrale d'une
fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 0). Ces deux vecteurs sont donc
orthogonaux.

On sait par ailleurs que (1) est une base de ker(f), donc finalement, la famille (1, X,3X2% —1)
est une base orthogonale adaptée a la somme ker(f) @ Im(f).

On note p le projecteur orthogonal sur Im(f) et ¢ = Id — p le projecteur orthogonal sur
ker(f). Il s’agit de déterminer p(F).

Note du professeur : plusieurs méthodes sont possibles. Par exemple utiliser la BO de Im(f) :

(Po, X) (P,3X° ~1) oo
Py) = X X -1
B = X T axz— e o )
ou encore (mieuzx), celle de ker(f) :
P, 1
p(By) = Py —a(By) = Py~ ) 1

(1,1)

mais la plus efficace dans notre exemple semble étre la suivante.

On a par linéarité : p(Py) = p(1) + p(X). Or, 1 € ker(f) = (Im f)* donc p(1) = 0. D’autre
part, on sait que X € Im(f). Donc p(X) = X. Finalement, | p(Py) = X |

On remarque que infpeg,(x] [|Po — f(P)|| = d(FPo,Im(f)) et on sait que la distance a un
sous-espace F’ est
d(FPo, F) = [lpp+ (Po)ll = [|1Po — pr(Fo)|| -

1 1/2
Dans notre cas on obtient ||Py — X|| = ||1]| = </ 1dt> =2.
1

VP € Ry[X], f(P) € Im(f). Or on sait qu’il existe un unique vecteur @ € Im(f) qui réalise
|Po — Q|| = m et ce vecteur est la projection orthogonale de Py sur Im(f), c-a-d @ = X.
L’équation a résoudre est donc équivalente a f(P) = X.

Il s’agit d’une équation linéaire. Une solution particuliere est Py, = % car f(X) =2X, donc
f(3) = X. D’autre part, le noyau de f est Ro[X].

Finalement, les polynémes solutions sont les polynémes du type | P = > + A, avec A € R.

Par le calcul on obtient :
L1 =2X ; Ly=12X%—-4 ; L3=120X°—"T72X.

Pour tout k € N, le degré de (X2 — 1) est 2k, ainsi le degré de la dérivée k-eme de ceci est
2k —k=k.



(c) » Pour Ag.
Les dérivées i-iemes de X2 — 1 sont X2 — 1 pour ¢ = 0, puis 2X pour i = 1, puis 2 pour
i = 2, puis 0 pour ¢ > 3. Donc :

Ay = kf(’f + 2> (X2 - 1))(1-) <(X2 B 1)k><k+2—z‘>

7

=0

_ =k + 2 2 (@ PRI R

(7 e (o)
(k+2)

= (X2- 1) ((X2=1F) T+ (k- 2)2x (X2 - 1)k)(k+1)

. (k:+2)2(k+1) y 2<(X2—1)k>(k)

=|(X? =D)L} + (k+2)2X L) + (k+2)(k + 1)Ly

» Pour By.
Les dérivées i-iemes de X sont X pour ¢ = 0, puis 1 pour ¢ = 1, puis 0 pour ¢ > 2. Donc :

1 .
-t )

=0

— X x <(X2 - 1)’“)(k+1) +(k+1) ((X2 - 1)k>(k)

=| XL}, + (k+1)Ly|.

(d) On a:

g = (X2 = 1)

_ (((X2 - 1)k+1>'>(

k+1)

= ((k +1)(X2— 1) x 2x) (D)
=2k +1) ((X2 — 1)k x X>(k+1)
= Z(k + 1)Bk.

(e) On combinant les deux questions, on obtient
(X? =1L+ (k+2)2X Ly + (k+2)(k+ 1)Ly = 2(k + 1) (XL}, + (k + 1)Ly,)
ce qui donne, apres regroupement des termes en Ly, L} et LY :
(X% - 1)L} +2XL; — k(k + 1)L = 0.
(f) Soit & € N. On calcule
FLe) = (X2=1IL) = (X = 1)L} +2X Ly,

et cette derniere quantité vaut k(k 4+ 1)Ly d’apres la question précédente.
On a donc f(Ly) = AL pour A\, = k(k+1).
(g) Montrons que les Ly, sont orthogonaux. Soit ¢ # j deux entiers de [0,n]. On a d’une part

(f(Li): Lj) = (NiLi, Lj) = Ni(Li, Ly)
et d’autre part par symétrie

(f(Li), Lj) = (Li, f(Lj)) = Xj(Ls, Lj).



D’ou >\i (Li, Lj> = )\j <Li, Lj> c-a-d <Lz‘7 Lj) ()\z - )\j) = 0.
Or, A\; # \j (les i sont strictement croissants, donc tous distincts), donc | (L;, Lj) = 0.

La famille £ = (Lo, ..., Ly) est donc une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. C’est
par conséquent une famille libre. Elle comporte de plus n+ 1 vecteurs, et n+ 1 est la dimen-
sion de F, ce qui nous permet de conclure que c’est une base orthogonale de E.

Enfin, comme Vk € [0,n], f(Lx) = MeLg, on a (f)ee = | © 2




