Lycée du Parc
PCSI 842 Année 2023-2024

Problémes de révisions

Exercice 1.
Dans cet exercice, on cherche a montrer que la distance d’un point a un sous-espace vectoriel n’est
pas forcément atteinte. Autrement dit, étant donnés un sous-espace vectoriel F' de E et g € FE, il
n’existe pas fy € I tel que d(g, F) = ||g — foll-

Pour trouver ce contre-exemple, on se place dans 'espace £ = C([0, 1], R) muni du produit scalaire
< f,g>= fol f(t)g(t)dt et on considére le sous-espace F' = {f € E, f(0) = 0}. Onse donne g € E\ F
et on suppose par 'absurde qu’il existe fy € F' tel que d(g, F) = ||g — fol]-

1. Montrer que si g — fy € F*, alors on a une contradiction.

2. Supposons par l'absurde que g — f, n’appartient pas & F* afin d’obtenir également une con-
tradiction. Il existe donc hg € F tel que < g — fo, hg ># 0. On peut le supposer strictement
positif sans nuire a la généralité.

(a) Montrer qu’on peut choisir a € R tel que ||g — (aho + fo)||*> < Ilg — fol|*
(b) Conclure.

Exercice 2.
Pour tout entier n > 0, on pose

W, = /2 cos" (x)dx
0

On a déja montré tout entier p, W Cpl 7 s W T
n a déja montré que pour tout entier p, = ——~ _ — puis ~ = .
nle”
On considére la suite (u,)nen+ définie par u, = et la suite (v,),>2 définie pour n > 2 par

n"\/n

v, = Inu, — Inwu,_1.
1. Exprimer simplement v,, en fonction de n.
2. Donner un développement limité & I'ordre 2 de v,,.

3. Montrer que la série > v est convergente.
k>2

4. Montrer alors que les suites (In(uy,))nen €t (uy)nen convergent et donc qu’il existe un réel K > 0
tel que
n n
nl ~ K (—) Jn
e
5. En utilisant cet équivalent, donner un équivalent simple de la suite (W5,),en. En déduire que
K = /27 et, par suite, que
n

n! ~ (—)n V27n ( formule de Stirling)
e



Exercice 3.

Soit (E,(, ,)) un espace euclidien de dimension n > 1. TL’objectif du probléme est d’étudier les
endomorphismes u de E tels que :

(u(z),z) =0 pour tout = dans £ ()
Les éléments u de £(FE) qui vérifient (x) sont appelés endomorphisme antisymétrique.

Partie 1: Ftude d’un exemple

Dans cette partie £ = Ry[X ]| espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur
a 2. On considére I'application ¢ : £? — R définie par :

1

p(P.Q) =Y _ Pk)Q(k)

k=-1

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur . Dans la suite on considérera que E est muni de
ce produit scalaire que l’on notera ( , ).

2. Soit u 'endomorphisme de E défini par :
u(P) = 2P'(0)X? — (P(1) + P(-1))X

(a) Vérifier que pour tout P dans E on a 2P'(0) — P(1) + P(—1) = 0.

(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de 'espace euclidien E.

1 1
3. Soient P1 = §(X2+X) et PQ = §U(P1)

(a) Déterminer u?(P;) et montrer que (P, P») est une famille orthonormale.

(b) Déterminer une base de ker u.

(c) Trouver une base orthonormale 5 de E et a réel tels que : Matg(u) =

o Q@ O
o O
o O O

Partie 2: Caractérisations des endomorphismes antisymétriques

Soit u dans L(E).

4. Pour tout (z,y) dans E? calculer (u(z +y),z +y). En déduire que u est un endomorphisme
antisymétrique si et seulement si :

(V(z,y) € E) ((u(2), y) = — (=, u(y)))

5. Soient § = (ey,...,e,) une base orthonormée de E et M = [m;;] la matrice de u dans f.
Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de F si et seulement si M est une
matrice antisymétrique i.e. vérifie TrM = —M.



Partie 3: Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit u un endomorphisme antisymétrique de FE.

6. Démontrer que si A est telle que ker(u — Aldg) # {O0g}, alors A =0
7. Démontrer que £ = Imu @+ ker u. En déduire que ker u = ker u?.
8. Démontrer que pour tout (x,y) dans E? on a :
(u*(2),y) = (2, u*(y))
puis que si A vérifie ker(u? — M\ldg) # {0g}, alors \ est négatif.

Dans la suite de cette partie, on suppose n > 2 et on admet qu’il existe X non nul tel que ker(u® —
Mdg) # {0g} et on note xy un élément non nul de ker(u>*—~\Idg). On note encore F' = Vect(zo, u(zo)).
9. (a) Montrer que F est stable par u.
(b) Démontrer que F'* est stable par u.

(¢) On munit F*+ du produit scalaire induit par celui de E. On définit u; € L(F*) par
uy(r) = u(x) pour z dans F+

Autrement dit u; = u |§i (double restriction au but et a la source de u).
Démontrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F* puis que Imu = F @
Im(uy).

10. Démontrer que le rang d’un endomorphisme antisymétrique est pair.
Indication : on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.

Partie 4: Une application
Dans cette partie E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4.

On note B = (e, €2, €3, e4) une base orthonormale de E. On considére I'endomorphisme u de E dont
la matrice dans B est :

0 4 1 -1
-4 0 -1 -1
A= -1 1 0 =5
11 5 0

11. Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E et vérifier que le vecteur f; =
e1 + e; — e3 est appartient & un noyau de la forme ker(u? — Mdpg).

12. Soit F' = Vect(f1,u(f1)). Déterminer une base orthonormale de F' ainsi qu’une base orthonor-
male de F*.

13. En déduire une base orthonormale By de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice de
u dans By soit :

0 —a 0 O
a 0 0 0
B = 0 0 0 —=b
0 0 b O



Exercice 4.

Soit n un entier naturel non nul. On considére une matrice A de M,,(R) telle que AT = 3 A2—A—1,
ou AT désigne la transposée de la matrice A.

1. Démontrer que la matrice B = 3 A3 — A% — A est symétrique réelle.

2. Soit A € R tel que Ker(B — Al,,) # {(0)}. Montrer A > 0.

On pourra étudier le signe de Y T BY pour un vecteur Y de R™.

o

. Montrer que 'on a : A =3 (AT)2 — AT —1I,.

4. En déduire que le polynome P(X) = (3 X? — X — 1)? — X? est annulateur de la matrice A.
5. Déterminer un polynoéme unitaire annulateur de AT.

6. Factoriser P en produit de polynémes irréductibles dans R[X].

7. Soit A € R et V un vecteur non nul tel que AV = AV. Montrer qu’il existe u € R que I'on
précisera tel que ATV = V.
8. On note a; = 1, ap, a3, ay les racines du polynome P.

On appelle £ = (Ly, Lo, L3, Ly) la famille des polynomes de Lagrange associée a cette famille
de scalaires, c’est-a-dire les polynomes (L;);cp1,4) de R3[X], espace vectoriel des polynomes de
degré inférieur ou égal a 3 a coefficients réels, tels que :

1sij=i

0 sinon (symbole de Kronecker).

V(i,5) € [1,4]%, Li(oy) = b;; on &;; = {
(a) Déterminer L sous forme d’un produit de polynomes irréductibles de R[X].
(b) Vérifier que £ est une base de R3[X].

(c) Soit R € R3[X], . Déterminer les coordonnées du polynome R dans la base L.
9. Etude des puissances de A

(a) Soit k € N*.
i. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome P dans la base L.
ii. En déduire une expression de A*.

(b) Démontrer que la suite (A¥)pen- converge vers une matrice de projection.
Exprimer cette matrice a I'aide de la matrice A et des (L;)icp1,47-



Exercice 5.

On note £ = C°([0,1],R). On rappelle que pour tout (z,t) € [0,1]?, on note min(z,t) =
r six <t
t sinon

1. Soit o € R. Résoudre dans R, suivant les valeurs de «, I’équation différentielle 3" + ay = 0.

Questions préliminaires

2. Soient h € E et a € [0,1]. Justifier que la fonction H : & — [ h(t) dt est de classe C* sur [0,1]
et déterminer sa dérivée.

kkkkok

3. Cas particuliers

1
(a) Tracer la courbe représentative de la fonction ¢ — min (—, t) sur U'intervalle [0, 1].

! 1
(b) Calculer/ min <§,t) dt.
0

1
(c) Soit z un réel de [0, 1], exprimer / min(x,t)dt en fonction de z.
0

4. Soit f € E.

1
(a) Justifier que F': z — / min(z,t) f(t) dt définit une fonction de classe C! sur [0,1] et pour

0
tout = € [0, 1], calculer F'(x).
(b) Calculer F(0) et F'(1).

(c) Démontrer alors que F est de classe C? sur [0, 1] et montrer que F” = —f.

A toute fonction f de E, on associe T(f) définie par :

1
Ve el0,1], T(f)(x) :/ min(x,t) f(t) dt.
0
5. Montrer que 7" est un endomorphisme de F.
6. L’application T' est-elle injective 7
7. On pose A = {G € C*([0,1],R), G(0) = G'(1) = 0}.

(a) Montrer que Im(7T) C A.
(b) Soit G € A. Calculer T'(G").
(c) Déterminer Im(7).

8. Recherche des éléments propres de T On appelle valeur propre de T un réel \ tel que
Ker(T — Nidg) # {(0)}.
(a) Démontrer par 'absurde que, si A est une valeur propre de T, alors A est strictement
positive. On pourra utiliser la question 4.
(b) Déterminer les valeurs propres de T. On pourra aussi utiliser la question 4.

(c) Pour chaque valeur propre A de T, déterminer la dimension et une base de Ker(T — \idg).



Exercice 6.
On appelle valeur propre d’une matrice A € M,(R) un réel X tel que ker(A — \I,,) # {(0)} et sous

espace propre associé a \ ce noyau. On appelle spectre de A ’ensemble des valeurs propres de A.
Soit n un entier naturel non nul.

Questions de cours
1. Soit p une projection vectorielle de rang r € N.
(a) Donner, en fonction de r, une matrice W de p dans une base adaptée.
(b) Donner les spectres possibles de W,
(c) Comparer rg(W) et tr(IV).
(d) Calculer det(WV).

kkkokok

On considére la famille X4, ..., X,, de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, A, P) toutes suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[.

Soit M une variable aléatoire discréte de 2 dans M, (R) telle que pour tout w dans Q, M(w) est
semblable & A(w) = diag(X;(w), ..., Xn(w)).

2. On note T la variable aléatoire tr(M).
(a) Déterminer T'(Q2), c’est-a-dire I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T
(b) Donner la loi de probabilité de T et 'espérance de la variable aléatoire T'.

3. En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire R = rg(M).

4. On note D la variable aléatoire det(M).
(a) Déterminer D(£2).

(b) Donner la loi de probabilité de D et calculer 'espérance de la variable aléatoire D.
5. On se propose de déterminer la probabilité de I’événement Z:
" tous les espaces propres de M ont méme dimension ".

(a) On note V I'événement : " M ne posséde qu’une seule valeur propre ". Calculer P(V).
(b) On suppose n impair. Déterminer P(Z).
(c) On suppose n pair et on pose n = 2r. Calculer P(T = r). En déduire P(Z).

Xl(W)
6. Pour tout w € €, on note U(w) = : € Mui(R) et A(w) = Uw) x (Uw))' =
Xn(w)

(ay; (W))(i,j)e[[L"HQ'

(a) Soit w € Q. Déterminer, pour tout couple (i, j) € [1,n]?, a;;(w).
(b) Donner la loi de probabilité de chaque variable aléatoire a;;.

(c) Montrer que tr(A) = Z X;.
i=1

(d) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire rg(A).
(e) Pour tout w dans 2, donner les valeurs propres de la matrice A(w).

(f) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire rg(A).



Correction des problémes de révisions

Ezercice 1 1. On a montré que F+ = {0} donc si g — fo € F+, on a g = fy ce qui implique
g € F' et c’est une contradiction avec notre hypothése de départ.

2. (a) Ona
||9—(04h0+f0)‘|2 = Hg_f0H2_2 < g—fo, ohg > +||04h0|’2 = Hg—f0||2—204 < g—fo, ho > 4'042Hh0||2

Il faut donc montrer qu’on peut trouver a tel que —2a < g — fo, ho > +||ahe||*> < 0. Si
a > 0, il suffit de choisir a tel que af|hg||*> < 2 < g, fo > ce qui est possible car, par
hypothese, 2 < g, fo >> 0.

(b) En choisissant un réel o comme & la question précédente, on a un élément ahg + fo € F
qui vérifie ||g — (ahg + fo) < d(g, F) ce qui est une contradiction donc g — fy € F.

Or, d’apreés la premiére question, cela n’est pas possible donc f n’existe pas.

nle™

n"\/n

Ezercice 2 On considére la suite (u,)nen+ définie par u, = et la suite (vy,),>2 définie pour

n > 2par v, =Ilnu, — Inwu,_;.

1. Exprimer simplement v,, en fonction de n.

On a

= () 1(()F) e (- D dn (1)

ou encore v, = (n—3)In(1—2) + 1.

2. Donner un développement limité a ’ordre 2 de v,.
Pour avoir un développement limité a Uordre 2 de (n—3) In(1—1), il faut faire un développement
limité de In(1 — 1) a I'ordre 3. On a

n

nl—--)=——— — — — —
n( n) n  2n? 3n3+0(n3)
done 1 1 1 1 1
(n——)ln(l—ﬁ)—l—l:(n—i) (_ﬁ_Q_Tﬂ_ﬁ—i_O(_:i) +1
1 1 1 1 1 1
- 1 - = 4= 4= il 1= — =
2n  3n?  2n + 4n? +of 2) + 12n2 +O(n2)

3. Montrer que V,, = > v, est convergente. On sait que vg est équivalent & — qui est le

1
Pt 12k2
terme général d’une série convergente. Par le thm de comparaison des séries a termes positifs,
on sait que » (—vy) done Y v converge.



4. Montrer alors que les suites (In(uy,))nen €t (u,)nen convergent et donc qu’il existe un réel K > 0

tel que
n

n! NK(—)H\/E

(&

Comme ) est une série télescopique, sa convergence implique que (In(u,)), .y est une suite
k>2

convergente, donc il existe & € R tel que In(u,) — k ce qui implique u,, — ¢*. On pose K := ¢,
on a bien K > 0.

On obtient I’équivalent demandé en écrivant que ?" — 1 lorsque n — 400 et en revenant a

I’expression de u,,.

5. En utilisant cet équivalent, donner un équivalent simple de la suite (Ws,),en. En déduire que
K = /27 et, par suite, que

nl ~ <E>n V27mn ( formule de Stirling)
e
2p)!
On sait que Wy, = %g donc
K(2p/e)**\2p 7w w/2p T
2p = =

22 (K(pleryp)® 2 K2 Ky/2p

[ [T
or on a montré a la question 7 de la partie précédente que W, ~ o donc Wy, ~ o
n p

Vr/ldp K
T/K\2p V271
K = +/2m. En injectant la valeur de K dans ’équivalent de n! trouvé a la question précédente,
on obtient la formule de Stirling.

s

Cela implique , /fp N donc le quotient tend vers 1, or

donc cela impose

Ezercice 3 Soit (E,(, ,)) un espace euclidien de dimension n > 1. L’objectif du probléme est
d’étudier les endomorphismes u de E tels que :

(u(z),z) =0 pour tout z dans £ (%)

Les éléments u de L£(FE) qui vérifient (x) sont appelés endomorphisme antisymétrique.
Partie 1: Etude d’un exemple

Dans cette partie £ = Ry[X]| espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur
a 2. On considére I'application ¢ : £? — R définie par :

1

p(P.Q) =Y _ Pk)Q(k)

k=—1

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E. Dans la suite on considérera que E est muni de
ce produit scalaire que l'on notera ( , ).

On doit montrer que ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive.

e symétrique: clair par commutativité du produit sur R.

e Ona p(AP+ Q,R) =X p(P,R)+ ¢(Q,R), VP,Q,R € E et A € R. La forme ¢ est donc
linéaire par rapport a la premiére variable et par symétrie, elle est bilinéaire.



1
e VP e E, o(P,P)= > P(k)* >0, elle est positive
k=1

e Si (P, P) =0, alors 21: P?(k) = 0 ce qui impose P(—1) = P(0) = P(1) =0 or P est de
degré au plus 2 et il ;(Tr;llet au moins trois racines, il est donc nul.
@ est donc une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est un produit scalaire.
2. Soit u 'endomorphisme de E défini par :
u(P) =2P'(0)X* — (P(1) + P(-1))X

(a) Vérifier que pour tout P dans E on a 2P'(0) — P(1) + P(—1) = 0.

par le calcul en posant P = aX? 4+ bX + c.
(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de 'espace euclidien E.
Soit P € K. On a

< u(P), P >=u(P)(~1)P(~1) + u(P)(0) P(0) + u(P)(1) P(1)
= (2P0) ~ (P + PCD) P + (PO + PU) -+ PC-D) PU)
= 2P0) (P() + P(=0) = PY + (1) = (P() + P(=1) (2P (0) = P(1) + P(-1)

L’endomorphisme E est donc bien antisymétrique.
1 1
3. Soient P, = E(X2 +X)et P, = éu(Pl).

(a) Déterminer u?(P;) et montrer que (P, P») est une famille orthonormale.
Onau(Pl):XZ—X:2P2 et U2(P1>:—X2—X:—2P1.
Par ailleurs, on a
e o(P,P))=1+0+0=1
L] (p(PQ,PQ) :0+0+1: 1.

la famille est bien orthonormale.

(b) Déterminer une base de ker u.

Soit P = aX?+bX +c, alors u(P):O<:>QbX2—2(a+c)X:O<:>{ ZfO_C Le noyau

est donc engendré par X? — 1 qui est non-nul, ¢’est donc une base de ker u.
0 —a O
(c) Trouver une base orthonormale 5 de E et a réel tels que : Matg(u)=| a 0 0
0 0 0

Posons Q = X2 — 1, alors on a
e o(P,Q)=0+0+0=0
¢ o(Py,Q)=0+0+0=0
* v(Q,Q) =2



On pose P3 = \%Q, alors la famille (Py, P», Ps) est orthonormale, de cardinal 3 donc c’est une bon
de E. D’apres la question 3a), on sait que u(Py) = 2P, u(Py) = u*(Py) = —2P; et u(P;) = 0 puisque
P; € keru. On a donc la matrice souhaitée dans cette base.

Partie 2: Caractérisations des endomorphismes antisymétriques

Soit w dans L(E).

4. Pour tout (z,y) dans E? calculer (u(z +y),z + y). En déduire que u est un endomorphisme
antisymétrique si et seulement si :

(V(z,9) € E) ((u(2), y) = — (=, u(y)))

On remarque que pour z,y € E, on a

<ulx+y),r+y>=<ulx),r>+ <uly),r>+ <ulx),y >+ <uly),y>
Supposons u antisymétrique, alors < u(x+vy),z+y >= 0 pour tout x,y donc < u(z),y > + <
u(y),z >= 0 d’ou le résultat par symétrie du produit scalaire.
Réciproquement, supposons que < u(z),y >= — < x,u(y) > pour tout z, y, alors en particulier,

pour x =y, on a < u(x),r >= — < x,u(zr) > donc 2 < x,u(r) >= 0 et u est antisymétrique.

5. Soient f = (ey,...,e,) une base orthonormée de E et M = [m;;] la matrice de u dans f.
Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de F si et seulement si M est une
matrice antisymétrique i.e. vérifie TrM = —M.

On note m;; les coefficients de M. On a montré que u est un endomorphisme symétrique si et

seulement si, pour tout x,y, < u(x),y >= — < u(y),z >. On a < u(z),y >= — < z,u(y) >,Vz,y €

E a<ue),e; >= — < e ule;) >,Y(i,7) € [|1,n]]% Or u(e;) = Y muex done < u(e;), e >= my;.
k=1

On a donc < u(z),y >= — < z,u(y) >,Va,y € E & mj =mi; < "M =y,

On a donc montré que u est antisymétrique si et seulement si M est symétrique.

Partie 3: Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit u un endomorphisme antisymétrique de F.

6. Démontrer que si A est telle que ker(u — Aldg) # {Og}, alors A =0

On suppose ker(u — Mdg) # {0g}, alors il existe © # Op tel que u(z) = Az. On a alors
0 =<u(x),z >=< Az,x >= M|z||* or ||z||* # 0 donc nécessairement \ = 0.

Attention: Il ne suffit pas de dire ker(u — A\ldg) pour conclure, vous devez choisir = # 0.

7. Démontrer que £ = Imu @+ ker u. En déduire que ker u = ker u?.

Soient = € keru et y € Imu alors il existe a € E tel que y = u(a), on a
<x,y >=<z,ula) >= — <u(zr),a >=—<0,a >=0

donc ker u et Imu sont orthogonaux, ils sont donc en somme directe. Comme la somme de leurs
dimensions est celle de E par le théoréme du rang, on a E = keru @+ Imu.

10



Remarque: 1l est inutile de montrer que les espaces sont en somme directe car ils sont orthog-
onaux.

Par ailleurs, on sait que ker u C ker «?, montrons l'inclusion réciproque. Soit = € ker u?, alors
u(r) € Imu et u?(x) = 0 donc u(x) € keru, on a donc u(z) € keru N Imu ce qui impose
u(z) = 0 et par suite x € keru. On conclut par double inclusion.

Démontrer que pour tout (z,%y) dans E? on a :

(v*(z),y) = (z,u*(y))

puis que si A vérifie ker(u? — Mdg) # {0g}, alors )\ est négatif.

On a

(u*(z),y) = — (u(z), uly)) = — (= (z,u*(y)) = (z,u*(y))

Par ailleurs, si ker(u? — Mdg) # {0z} alors il existe x # 0 tel que u*(x) = Az. On a alors

—[Ju(@)[[* = = (u(2), u(x)) = (u*(z),z) = Al|z]|*

d’ou A < 0.

Dans la suite de cette partie on suppose n > 2 et on admet qu’il existe X non nul tel que
ker(u? — Mdg) # {0g} et on note xy un élément non nul de ker(u* — N\ldg). On note encore
F = Vect(xg, u(xp)).

9.

(a)

Montrer que F est stable par u.

Il suffit de montrer que 'image d’une base de F' appartient encore & F. Par hypothése,
(20, u(xg)) est libre, ¢’est donc une base de F. On a u(xg) =€ F et u(u(zg)) = Azg € F
donc u(F') C F et F est stable par u.

Démontrer que F'* est stable par w.

Soit y € F*+, alors y est orthogonal a la base (zg, u(zy) de F, autrement dit, < y, zy >=
0 =< y,u(xg) >. Montrons que < u(y),zo >= 0 =< u(y),u(xy) > ce qui montrera que
u(y) appartient a F'+.

On a < u(y),zo >= — < y,u(rg) >= 0 et < u(y),u(zy) >= — < y,u*(rg) >= -\ <
y, 1o >= 0 donc u(y) € F*+ et par suite F'* est stable par u.

On munit F'* du produit scalaire induit par celui de E. On définit u; € £(F*) par
uy(r) = u(x) pour z dans F+

Autrement dit u; = u |1€i (double restriction au but et a la source de u).
Démontrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F* puis que Imu = F @
Im(uy).

Les propriétés d’antisymétrie sont encore valables pour la restriction du produit scalaire & F*
donc u; est un endomorphisme antisymétrique.

On a Imu; C F* donc F et Imu,; sont orthogonaux donc en somme directe. Par ailleurs, si
y € Imu, alors il existe z € E tel que y = u(x). On écrit x = a + b avec a € F,b € F*, on
a alors u(z) = y = u(a) + u(b) avec u(a) € u(F) C F et u(b) € Imu; donc on a l'inclusion
Imu C Imu; & F.
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Il reste & montrer 'inclusion réciproque. Soit donc a + b € F @ Imu,, alors il existe v € F+
tel que b = u(b’) et il existe o, B réels tels que a = ax + Pu(r); on écrit a = SAx + Pu(r) =
u (Yu(x) + Bz). Posons a’ = Su(z) + Bz, alors z = u(d') + u(t/) = u(a’ + V) € Imu d’on
I'inclusion réciproque.

10. Démontrer que le rang d’un endomorphisme antisymétrique est pair.
Indication : on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.

On suit l'indication et on procéde par récurrence forte sur la dimension de I'espace. On suppose
tout d’abord dimFE = 2. Si u = Og(g), le rang de u est nul, il est pair. Sinon, la famille (o, u(zo))
construite comme ci-dessus est libre, c’est donc une base de E dans laquelle la matrice de u est

A
(1) 0 avec A # 0 on a donc rgu = 2.

Si dim(E) = 3, le cas olt u = Ogg) est simple. Sinon, on choisit zy comme ci-dessus et on a
(20, u(xp)) libre. La famille est orthogonale, on peut donc la normaliser puis la compléter en une

x u(x
BON de E par le thm de la base incompléte. Notons ¢} = —O, eh = & et (e, e, ) la BON
, P ol Tuao)l| b

obtenue. Dans cette base la matrice de u est de la forme

o X O
O O *
o o R

ol les x sont des réels non nuls. Comme la base est orthonormeée, la matrice doit étre antisymétrique
donc la derniére colonne est nulle et, comme les coefficients des deux premiéres colonnes sont non
nuls, le rang est 2.

On peut aussi raisonner avec la trace ( en admettant le DS9 sujet 2 ot on a montré que la trace
d’un endomorphisme est la trace de toute matrice le représentant). On compléte (xq, u(zg)) en une
base B de F dans laquelle

Matg(u) =

On a Tr(u) = ¢. Or, dans une BON la matrice de u est anti-symétrique donc de trace nulle (tous ses
coefficients diagonaux sont nuls). On en déduit que Tr(u) = 0 donc ¢ = 0 et la matrice est bien de
rang 2.

On suppose que pour tout endomorphisme antisymétrique v d’un espace de dimension strictement
inférieure & n (et supérieure & 2), on a rgv pair, montrons que u, endomorphisme antisymétrique de
E, avec dimE = n, est pair. On sait que dimF* < n et u|p. et un endomorphisme antisymétrique
d’un espace de dimension n — 2, on sait donc que rgu|# = rgu; est pair. Comme on a montré que
Imu; ® F = Imu, on a rgu = rgu; + dimF = rgu; + 2. On a donc la méme parité pour rgu et rgu,
ce qui achéve de montrer le résultat par récurrence.

Remarque: On a besoin que n — 2 > 2 pour utiliser 'initialisation donc n > 4, ¢’est pourquoi
il est nécessaire d’initialiser aussi au rang 3.

Partie 4: Une application

Dans cette partie E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4.
On note B = (e, €2, €3, e4) une base orthonormale de E. On considére I'endomorphisme u de E dont
la matrice dans B est :

0 4 1 -1
-4 0 -1 -1
A= -1 1 0 =5
11 5 0
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11. Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E et vérifier que le vecteur f; =
e1 + ey — e3 est appartient & un noyau de la forme ker(u? — \dg).

La matrice est symétrique, d’aprés la question 5, on en déduit que u est antisymétrique. On a
u(f1) = 3e; — 3es — 3eq et u?(f1) = 3(—3e; — 3ex + 3e3) = —9f1, f1 appartient bien a un noyau
de la forme ker(u? — Mdg) avec A\ = —9.

12. Soit F' = Vect(fi,u(f1)). Déterminer une base orthonormale de F' ainsi qu’une base orthonor-
male de F*.

On a < fi,f1 >= 3, on pose f| = \/igfl. On a u(fi1) = 3e; — 3es — 3e4 et on sait que
< u(f1), fi >= 0 puisque u est antisymétrique. Par ailleurs, < wu(f),u(f;) >= 27, on pose
= ﬁg(el — ey — ey), alors (f], f3) est une bon de F.

Déterminons F4. Soit X (z,y, 2,t) € F*, alors

XGFJ‘<:>{ < xei + yes + zez +teg,e1 + e —eg >=0 @{ r+y—2z=0

< wey +yeg + ze3 +teq,e1 —ex —eqg >=0 r—y—1t=0
On a donc F+ = Vect ((e; + e3 + €4), (2 + €3 — e4)). On remarque que les deux vecteurs sont
orthogonaux, il suffit donc de les normaliser. Une BON de F* est: (\/Lg(el +e3+ e4), \/ig(eQ +e3 — 64)) :

13. En déduire une base orthonormale By de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice de
u dans By soit :

0 —a 0 O
a 0 0 0
B = 0 0 0 —=b
0 0 b O

Les espaces F et F'* étant supplémentaires orthogonaux, la famille (f], f5, f4, f1) est une bon de
E. Calculons les images de ces vecteurs par u.

e On a u(e; + ey —e3) = 3e; — 3eg — ey = 3(e1 — eg — e4) donc u(f]) = 3f5.
e u(e; — ey —ey) = —3e; — 3eg + 3eg = —3(eg + e3 — e3) donc u(fy) = —3f;.
o u(e; +e3+eq) = —6(ex + e3 —eq) dott u(f5) = —6f;
o u(es +e3—eq) =6(e1 +e3+eq) dott u(fy) =63

On a bien la matrice de la forme souhaitée avec a = 3 et b = —6.

Ezxercice 4 1. Démontrer que la matrice B = 3 A3 — A% — A est symétrique réelle.

On remarque que : B = A(3A2 — A —1,) = AAT et donc, BT = (AAT)T = AAT, ce qui
prouve bien que la matrice B est symétrique réelle.

Il en résulte que la matrice B est diagonalisable sur R puisque symétrique réelle.

2. Montrer que si Ker(B — \I) # {0}, alors A < 0..
On suit I'indication de I’énoncé : soit Y un vecteur de R”.
YTBY =Y TATAY = (AY)T(AY) = HAYHQ.

Si Y est un vecteur propre (donc non nul) de B pour une valeur propre A, on a: BY = \Y et
donc, YTBY = M|V %

Finalement : A ||Y]|? = ||AY||, ce qui prouve ainsi que A € R.
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Montrer que l'on a : A=3 (AT)2 — AT —1,.

Evident d’aprés les hypothéses de I'énonceé.

. En déduire que le polynome P(X) = (3 X% — X —1)? — X? est annulateur de la matrice A.
On en déduit que A =3(AT)2 - AT -1, =3BA2-A-1,)2-B3A2-A-1,) -1,

soit (342 — A—1,)> — A2 =0,, ou encore (3A? —2A—1,)(3A? - 1,) = O,.

Tl en résulte que le polynome P(X) = (3 X2 — X — 1)? — X? est annulateur de la matrice A.

. Déterminer un polynéme unitaire annulateur de A'.

Si un polynéme @Q annule A, alors par transposition, il annule A™.

1
Comme P annule A, 9 P est unitaire et annule A".

. Factoriser P en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

Le polynéme P se décompose de la facon : P(X) = (X — 1)(3X + 1)(XV3 + 1)(XV3 - 1).

. Soit X\ une valeur propre de A et V un vecteur propre associé. Montrer que V est aussi vecteur
propre de AT.

Ona: AV = AV et par suite, A2V = \2V.

Ainsi, puisque AT =3A2 - A— 1, ilvient : ATV =3A2V —AV -V =B8N -A-1)V, ce
qui prouve que V est aussi un vecteur propre de AT pour la valeur propre 3A%2 — \ — 1.

. On note ay = 1, a, ag, ay les racines du polynome P.

On appelle L = (L1, Lo, L3, Ly) la famille des polynomes de Lagrange associée a cette famille
de scalaires, c’esl-a-dire les polynomes (L;)icpi ) de Rs[X] tels que :

1 si j=1

0 sinon (symbole de Kronecker).

Vi, j) € [LAP, Lilay) = 8 ot 6y — {

(a) Déterminer Ly sous forme d’un produit de polynomes irréductibles de R[X].

1
Le polynome L vérifie : Ly(1) = 1,1 <—§) =1 ? =1 (—?) = 0, ce qui
o () ()
donne, aprés calculs : Li(X) = ’ i VA % (X -1 <X — \/Tg) <X + ‘?)

(1+3) (1-) (1+)

(b) Vérifier que L est une base de R3[X].

4
Soit (B;)ic,4 des scalaires tels que : Z B; L; = 0.

=1

4
Alors, pour tout j € [1,4], Zﬁi Li(cj) =0, soit B; = 0 et la famille £ est libre.
i=1
Comme son cardinal vaut 4 = dim(R3[X]), la famille £ est une base de R3[X].
(c) Soit R € R3[X]|. Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base L.
Comme la famille £ est une base de R3[X], il existe une unique famille (Gi)ieq,ap de scalaires
tels que : R = f‘:lQ L;.
Alors, pour tout j € [1,4], on peut écrire : R(a;) = i_,¢ Li(aj) = ¢.
On en déduit que R =7, R(oy) L.
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9. Etude de A* pour k € N*

(a) Soit k € N*.

i. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynéme P dans la base L.
Soient Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de X* par le polynome
P: X*=QP+ R avec R € R3[X].

(R(1)=1
1 1\*
R(—2)=(-=
(5)=(3)
On en déduit immédiatement : ( 1 ) ( 1 )k
RI—)= (>
3 V3
k
(-3
\ 3 \/g

1\"* 1\" 1\"
etdonc, R=L1+|—=) Lo+ |—= ) Ls+|—F5 ) La4
o+ (a) = () B () &

ii. En déduire une expression de AF.
Comme P(A) = O,, on en déduit en appliquant a la matrice A :

AR =L (A) + (—%)kh(/l) + (%)kLg(A) + (—%)%@4)

(b) Démontrer que la suite (AF)pen+ converge vers une matrice de projection.

Ezxprimer cette matrice a 'aide de la matrice A.

On fait alors tendre k vers l'infini, ce qui donne :

9 1 V3 V3
Ii k— - - _ Y2 Ay S
kiTOOA Li(A) - (A+ 3In) (A ; In> <A+ ; In>

On a (L1(A))?* = klim A?* = [, (A) puisque la suite (A?*),cn est une suite extraite de la suite
—+00

convergente (A¥)pen vers Li(A) donc L;(A) est bien une matrice de projection.
Ezercice 5 Questions préliminaires

1. Soit a € R.

L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle y” +ay =0 est E, : r>2 +a = 0.

e Si @ > 0, les solutions de E, sont r; = iy/a et ro = —iy/a. L’ensemble solution de
I’équation différentielle est donc :

{t — A cos (\/at) + Bsin (\/at) , (A, B) € ]RQ}
e Si a = 0, '’ensemble solution de I’équation différentielle est :
{t — At + B, (A, B) € R*}

e Sia <0, les solutions de E,. sont r; = /—a et ry = —y/—a.
L’ensemble solution de I’équation différentielle est donc :

{t — AeV=' 4 Be™V=t (A4, B) € RZ}
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2. Soit h € E et a € [0,1].0n considere la fonction H : x — [ h(t) dt

Comme la fonction h est continue sur [0, 1], d’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, la
fonction H est de classe C' sur [0,1] et I'on a: Vz € [0,1], H'(z) = h(x).

*okokokk
3. Cas particuliers.
) ‘ . (1 .
(a) Tracer la courbe représentative de la fonction t — min §’t sur Uintervalle [0, 1].

Y

Wl

wWi—@
—
&

! 1
(b) Calculer / min (g,t) dt.
0
1 1 5 e 5
On peut écrire que : / min | =, ¢ ) dt :/ t dt+—/ dt = —
0 3 0 3 li 18

(c) Soit x un réel de [0,1], exprimer / min(z,t)dt en fonction de x.

Pour 0 <t < z,ona: min(z,t) =t et pour z <t < 1,0on a: min(z,t) =
2

! 7 T
Ainsi : /min(w,t) dt:/tdt+x/ dt:7+x(1—x):x—?.
0 0 T

4. Soit f € E.

1
(a) Justifier que F : x — / min(z,t) f(t) dt définit une fonction de classe C' sur [0,1] et,

0
pour tout x € [0, 1], calculer F'(z).
Pour tout x € [0, 1], on peut écrire :

F(m)_/omtf(t) dt+x/x1f(t) dt_/oxtf(t) dt—x/;f(t) dr.

D’apreés la question 2. la fonction F est donc de classe C* sur [0,1] et : Va € [0, 1],

Fl(z) =2 f(z /f dt — 2 f(x /f ) dt.

(b) Calculer F(0) et F'(1) On a F(0) =0 et F'(1) = 0 d’aprés les calculs précédents.

(¢) Démontrer alors que F est de classe C* sur [0,1] et montrer que F" = —f.
Toujours d’aprés la question 2. la fonction F” est donc de classe C! sur [0,1] et :

Vo e [0,1], F'(z) = — f(x).

A toute fonction f de E, on associe T'(f) = F définie par :

Ve l0,1], /mm:ct ) dt
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5. Montrer que T' est un endomorphisme de E.

e T est linéaire du fait de la linéarité de l'intégrale.

e D’aprés les questions précédentes, F = T'(f) est de classe C* sur [0, 1] et donc, F € E.

Conclusion : T est un endomorphisme de E.

6. L’application T est-elle injective ¢

Soit f € Ker(T) : T(f) = 0 donc —f = 0 par double dérivation et ainsi, Ker(7") = {0}, ce qui
prouve que T’ est injective.

7. On pose A={G € C*([0,1],R),G(0) = G'(1) = 0}.

()

(c)

Montrer que Im(T') C A.

Soit G € Im(T) : 3g € E tel que G =T(g).

Alors, G est de classe C? sur [0, 1] d’aprés les questions précédentes et G(0) = 0 ainsi que
G'(1)=0

Ainsi, Im(T) C A.

Soit G € A. Calculer T(G").

Pour z € [0,1] on a :

T(G")(x) = / G dt 4o / 1G”(t) dt

0 T

= [tG'(1)]; — / G'(t)dt + x [G'(t)], en intégrant par parties
0
=—G(z) carGe A

Par conséquent, A C Im(7T).

Déterminer Im(T).
Des deux questions précédentes, on déduit : Im(7T") = A.

8. Recherche des éléments propres de T

(a)

Démontrer par l'absurde que, si A est une valeur propre de T, alors A\ est strictement
positive. On pourra utiliser la question 4.

On sait déja que 0 n’est pas valeur propre car T est injective et donc Ker(T") = {(0)}.
Si A est une valeur propre de T, il existe une f € E, non nulle, telle que T'(f) = A f.

1
Facilement, T(f) = A f < f"+ X f=0.

1

Supposons, par absurde, que A <0: Jw € R* tel que A = ——.
w

Les solutions de ’équation différentielle sont donc de la forme f(z) = Ae“* + Be™“*, avec

(A, B) € R

Alors, les conditions initiales f(0) = f’(1) = 0 donnent :

{A+B :0®{A+B =0
Awe¥ — Bwe™ =0 A =0

Conclusion : les valeurs propres de T" sont strictement positives.

, soit f =0, ce qui est impossible.
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(b) Déterminer les valeurs propres de T.

1
Comme A > 0, Jw € R* tel que A = — et les solutions de I’équation différentielle sont de
la forme f(z) = A cos(wz) + B sin(wz).
Les conditions f(0) = f/(1) = 0 imposent A =0 et Bw cos(w) = 0.

s
Ainsi, les valeurs de w qui conviennent sont les wy, = 5 + km, k € N et les valeurs propres

1
sont des réels A\, = pr k e N.
(5 + k?T)
Le calcul effectué permet de vérifier que 'on obtient bien ainsi toutes les valeurs propres
de T

(¢) Pour chaque valeur propre de T, déterminer la dimension et une base de Ker(T — \idg).

Conclusion : les valeurs propres de T sont les A\, = 5 k € Net pour k € N,

w2 (2k+1)
Ker(T — M\gidg) = Vect(fy) définies par : Vz € [0,1], fr(z) = sin (g (2k + 1)x>7 ce sont

des droites vectorielles (de dimension 1).
Ezxercice 6 Soit n un entier naturel non nul.
Questions de cours

1. Soit p une projection vectorielle de rang r € N.

(a) Lorsque r = 0, W est la matrice nulle. Lorque r = n, W = I,,. Dans les autres cas, on

écrit la matrice par blocs : W = (0 ly 007””_’").

(b) Lorsque r = 0, Sp(W) = {0}. Lorsque r = n, Sp(W) = {1}. Dans les autres cas,
Sp(W) = {0, 1}

(¢) On arg(W) = tr(W).
(d) Sir=mn, det(W) = 1. Sinon, det(W) = 0.

kkkokok

On considére la famille X, ..., X,, de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P) toutes suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[.

Soit M une variable aléatoire discréte de 2 dans M,,(R) telle que pour tout w dans Q, M(w) est
diagonalisable et semblable & A(w) = diag(X;(w), ..., Xp(w)).

2. On note T la variable aléatoire tr(M).

(a) Comme la trace est invariante par similitude, 7' = tr(A) =37, X;. Comme X;,..., X,
sont a valeurs dans {0,1}, 7" est donc & valeurs dans [0, n].

(b) T est la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi de
Bernoulli de paramétre p. T suit donc une loi binomiale de paramétres n et p. D’aprés le
cours, E(T) = np.

3. Comme le rang est invariant par similitude, R =rg(A) = > 7, X car A est une matrice de
projection. Donc R =T et suit donc aussi une loi binomiale de paramétres n et p.

4. On note D la variable aléatoire det(M).
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(a)
(b)

Comme le déterminant est invariant par similitude, D =det(A) = [];_, Xi. Donc D(Q) =
{0,1}.

D suit donc une loi de Bernoulli de paramétre P(X; =1, X, =1,..., X, = 1) = p" car
les variables sont indépendantes. Donc E(D) = p™.

5. On se propose de déterminer la probabilité de I'événement Z:

(a)
(b)

(c)

n les sous-espaces propres de la matrice M ont tous la méme dimension z.

Comme le spectre est invariant par similitude, V = (;_, (X = 1) U, (X = 0) et les
deux événements sont incompatibles. Donc P(V') = p"™ + (1 — p)™ par indépendance.
Rappelons que M a soit une valeur propre, soit deux valeurs propres distinctes. Comme

n est impair, si M a deux valeurs propres distinctes, les deux sous-espaces propres ne
peuvent pas étre de la méme dimension. Donc Z =V, et P(Z) = p" + (1 — p)".

Comme T suit la loi binomiale de paramétres n et p, P(T =r) = <2:> P (1—p).

L’événement (7" = r) correspond a : dim(FE;(M)) = r. Comme n = 2r, on a donc aussi
dim(Ey(M)) = r. On obtient ainsi : Z =V U (T = r), donc P(Z) = p* + (1 — p)*" +
2r

L) Pr(=p)".
X1 (w)
6. Pour tout w € €, on note U(w) = : e Mui(R) et Alw) = Uw) x (Uw))' =
Xn(w)
(i (@) i jyeprange-
(a) Soit (i,7) € [1,n]?, a;j(w) = Xi(w)X;(w).

J)

Soit ¢ € [1,n]. La variable a;; suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X? = 1) = p.

Sl j € [1,n] avec i # j, la variable a;; suit une loi de Bernoulli de parameétre P(X; =
= 1) = p?, par indépendance.

tr(A) = ja; = ZXZQ Or, X? = X; car X; ne prend que les valeurs 0 et 1. donc

tr(A) =Y, X
On remarque que toutes les colonnes de A sont liées (elles sont toutes multiples de U).
Donc le rang de A vaut 0 si U est nulle et 1 sinon : rg(A)(Q2) = {0,1}.
Soit w dans €). Trois cas se présentent :

e soit A(w) est la matrice nulle et sa seule valeur propre est 0 ;

e soit A(w) est non nulle et n = 1 et sa seule valeur propre est 1 ;

e soit A(w) est non nulle et n > 1 et elle a deux valeurs propres 0 et > " | X;(w)? = T'(w).
Comme P(U =0) = P(X; =0,...,X, =0) = (1 —p)" par indépendance, rg(A) suit la
loi de Bernoulli de paramétre 1 — (1 — p)™.
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