Lycée du Parc
842.

Introduction aux nombres complexes

Sur les réels, on dispose de quatre opérations: +,-,x,+. L’idée est de définir de telles opérations
sur le plan, on introduit pour cela le plan complexe.

1 L’ensemble C

Un point du plan est un point du type (a,b) ot a et b sont des réels. On note aussi (Z) On

—
assimile un point M du plan au vecteur OM, ce qui est possible si on fixe 'origine O du plan.

. . 1 0
Si on munit le plan de la base orthonormée (e_f, e_2>) avec e_1> (O) et e_2> ( ), on a

1
b

avec

L’ensemble C des nombres complexes peut étre défini comme I'ensemble R? dans lequel :

e Les vecteurs de la forme aej sont simplement notés a.
Le vecteur e} est assimilé au réel 1, axe des abscisses (et donc I’ensemble de tous les vecteurs
de la forme ae_f) est assimilé a la droite réelle, notée R.

e Le vecteur e_2> est noté 7.
L’axe des ordonnées est ’ensemble des nombres de la forme b avec b réel. 11 est noté iR.

a

Définition 1. Un nombre complexe 2z est un point (b

) du plan que 'on note a + b.

e a s’appelle la partie réelle de z, notée Re(z)
e b s’appelle la partie imaginaire de z, notée Zm(z).
Un nombre complexe écrit sous cette forme est dit sous forme algébrique.

Remarque. Par définition, deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et
méme partie 1Maginaire.

Ezxemples: parties réelle et imaginaire de 3 4 2¢7



2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Somme

. a c . . [fa+c
Sl7(b) et?(d),alors U+ U est égal & <b+d)'

En notation complexe, si z = a+ib et 2/ = c+id, alors z+ 2/ = (a4 ¢) + (b + d).

b —b
De méme, si z = a + b, alors —z = (—a) + i(—b). On définit alors la différence z — 2’ comme la
somme de z et (—2').
Exemple: Si z=24+3iet 2/ =1+4i,alors z — 2/ =1 —i.

On peut également soustraire en additionnant 'opposé. Précisément, si 0 (a), alors — (—a)

Exercice 1. On note z = —3 + 2i¢. Placer dans le plan complexe : z+1, 2 —1, 2z +1, 2z — i et
z2 45— 3.

2.2 Multiplication externe
a

b
Dans les complexes, on fait de méme : si z = a +ib et A € R, alors Az = Aa + ¢Ab. Ainsi,

. - A
On peut toujours multiplier un vecteur 0 ( ) par un réel A\, on a alors AT )\Z

pour tout A € R, on a Re(Az) = ARe(z) et Zm(Az) = \Im(z)

Remarque. L’opposé d’un nombre complexe z est égal a son produit par le réel —1.
Exemple: Si z=1+3iet 2/ =2 — 14, alors 2z — 2/ = 7i.

Exercice 2. On note z = —3 4 2i¢. Placer dans le plan complexe : 2z, —z, puis ’ensemble des Az,
ol A € R.

2.3 Produit de nombres complexes

Soit 21 = ay + by, 20 = ag + tby. Imaginons que l'on ait un produit qui vérifie la propriété de
distributivité, on aurait alors

Z1R9 = (CLl + ib1)<a2 + sz) = aias + ’iale + iale + ’i2b1b2.

Pour définir ce produit (donc pour que le résultat soit un nombre complexe), il faut décider d’une
valeur de 2. On choisit i> = —1. On a alors :

Définition 2. Soit z; = aq + ib1, 29 = as + 1by, On pose
2129 = (a1ag — byba) +i(aiby + asgby)

Propriétés:
Pour tout z, 29, 23 complexes

® 2125 = 292 (commutativité)

o 21(2223) = (2122)23 (associativité)
Cela permet d’écrire z12923.

o 21(22 + 23) = 2120 + 2123 (distributivité)



A Re(2122) # Re(z1)Re(z2) et Im(z120) # Im(z)Tm(z)

Exercice 3.
1. Déterminer la forme algébrique des complexes suivants :
21 = (1414)(2 + 3i) 2y = (3 — 2i)(1 +1) 23 = (24+1)* —i(1 — 2i)?

2. Déterminer la forme algébrique des puissances de i : i, 52, i3, i*, et de facon générale i" pour

n € N. On représentera ces nombres dans le plan.

3. Soit z = a+1ibou a,b € R. Placer z dans le plan (n’importe o) puis le complexe iz. Quelle
transformation a été opérée 7 Méme question avec —iz.

4. En déduire la position dans le plan des complexes (—i)"z, ou n € N.

Exercice 4. Soit a,b € R. Simplifier le produit (a + ib)(a — ib).

2.4 Inverse d’un complexe non nul

Soit z = a + b, non nul. On cherche un nombre complexe u = ¢ + id tel que zu = 1.
On forme le produit zu = (a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be).

On veut
ac—bd=1 (1)
ad+bc=0 (2)

En faisant a(1) 4+ b(2), on obtient ¢(b*+a?) = a donc ¢ = . De méme, en faisant a(2) —b(1),

; a? + b?
on obtient (a? + b?)d = —b donc d = ———.
( ) a? + b?
Remarque: On peut diviser par a? + b? qui est non nul car on a supposé a + ib non nul.
a—1b
Ainsi, si uz =1, alors u = ——.
? 7 a2 + bQ

Réciproquement, on vérifie que
a—ib  (a+i)a—ib) a*—(ib)* .
a4+ b a? + b? oA+

Définition 3. Soit z € C* (c’est-a~dire z complexe non nul), alors il existe un unique complexe,

(a +ib) x

1
noté —, tel que z x — = 1. Le complexe — est appelé inverse de z.
z z z

. | 1 } L. i 1
Remarque: On pourrait aussi écrire — = i ce qui est légitime mais le nombre complexe —
z a1 z

n’apparait pas sous forme algébrique (c¢’est-a-dire de la forme x + iy avec x,y réels.

_a—1b

)
: : . a+ib aZ+b . :
inateur par a — b, ce qui a permis, a l'aide d’une identité remarquable, de rendre le dénominateur
réel et, ainsi, de faire apparaitre le nombre complexe sous la forme souhaitée.

On retient que le passage de a été obtenu en multipliant le numérateur et le dénom-

Exercice 5. Que vaut 1 ?

Exercice 6. Soit ¢ € R. A T'aide de la question précédente, déterminer la forme algébrique des
complexes suivants :

1 1 ? 1+ 5t

1+ S WY SBT3 A T

21 =



2.5 Calculs sur C
Il est désormais possible de faire tous les calculs sur les nombres complexes et les techniques de

calcul sur R s’étendent & C. On peut par exemple :

e Mettre au méme dénominateur

e Utiliser les identités remarquables : (z—2')(z+2") = 22— (2)? et (24 2')? = 22+ 222"+ (2')%

e Utiliser le binome de Newton: (z + 2/)" = Z (7) 2R (") *.
k=0

Pour différencier R? de C, on dira désormais que z = a+ib est 1’affixe du vecteur Z et que

ce dernier est l'image de z. On note souvent M (z) I'image du complexe z (donc le vecteur
a
b))

3 Conjugué, module et argument

3.1 Conjugué

Définition 4. Soit z = a + b un nombre complexe. On appelle conjugué de z, noté z, le nombre

complexe Z = a — 1b.

(Géométriquement, on a :

La transformation z — Z correspond a la symétrie par rapport a 1’axe des abscisses (autrement dit
M (Z) est le symétrique de M(z) par rapport a (0,).)
Propriétés:

*atm=atzn .&@¢0<
"\ z

® 21 X 29 =721 X Z9.

SRS
~
I
& |2

e VA ER, A2y = \71. ° =2



Théoréme 1.
Soit z € C, on a

o 2z ¢ R si et seulement si z = Z.

e 2z ¢ 1R si et seulement si z = —Z.

Preuve: Soit z = a + ib, z = Z implique b = 0 donc z = a c’est-a-dire z réel. Réciproquement, si
z est réel alors z = 2z + 4.0 donc Z = 2z — 2.0 = z. On a bien z est réel si et seulement si z = Z.
On montre, de méme, la deuxiéme équivalence.

3.2 Module

Définition 5. Soit z € C, on appelle module de z le réel positif |z| = v/2Z.
Si z = a+ib avec a, b réels, alors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b? donc |z| = Va® + b2

Géométriquement, |z| correspond a la distance entre M(z) et l'origine (thm de Pythagore):

bp-----—- M)

Propriétés:
Soit z, z1, 2o des nombres complexes

e |z| = 0 si et seulement si z = 0.

o 2| = [2I.

Si x est réel, le module de x correspond & sa valeur absolue.

|2120] = |21] |22]-

|21]

N |Z2|'

22

Si zy # 0, alors

Preuve:

e Siz=0,2z=0+1:.0donc |z| = 0. Réciproquement, si z = a+ib et |z| = 0, alors a® +b* = 0
avec a,b réels donc a = b =0 (somme nulle de réels positifs) d’ott z = 0.

e Si z =a+ib, avec a,b réels, alors |z| = |a — ib| = \/a? + (=b)? = Va? + b? = |z|.
e Six est réel, x = x + 4.0 donc |z] = Va? + 0% ce qui correspond a la valeur absolue de .

e On écrit z; = a1 + iby et zo = ao + iby, on a alors

2179 = (a1a2 — ble) + i(a1b2 + agbl),



donc
|Z1Z2|2 = (aya9 — 5152)2 + (a1by + azbl)2
= CL%CL% — 2(1,1@261[)2 + b%b% + a%bg + 2a1agblb2 + a%b%
= a?a3 + b3b3 + ajb3 + adb?
= (ai +b7)(a3 + b3)
= |21|2 |Z2|2

e Pour le quotient, on montre simplement 'inverse puis on utilise la formule du produit dé-

1
montrée dans le point précédent. Il suffit done de montrer que si z # 0, alors |z| = ﬂ On
z
. 1 1 ! 1 .. .
écrit z x — = 1 donc |z| || = 1 puis |—| = [ en divisant par |z|. On a bien la formule pour
2 2 2
I'inverse donc pour le quotient.
1 z 1 a— b
Remarque. On a 2z = |z|” donc si z # 0, alors — = —5. On retrouve — = ——+
z |2| z a’+b

c’est-a-dire la formule de inverse.

Exercice 7. Soit x € R. Déterminer le module des complexes suivants.

7 =341 29 =1 —5x z3 = (141)(2+ 319)
. : —2i(i — 1) (1+iz)ix
2 = ia(3 = 20) = 5 1 2qi %= Bi(x +1)

3.3 Nombres complexes de module 1

Notations: On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1:
U={z€C,|z| =1}

Ezxemples: 1,1, —1, l—i— @

Soit z € U, alors I'image M (z) de z appartient au cercle de centre O_et> de rayon 1, appelé cercle

trigonométrique. On note 6 'angle formé par 'axe des abscisses et OM.

be-------

Qe ---

Siz=a+ib, ona M(z) <a

b> et, avec les formules trigonométriques,

cosd=—-=uq

=b

sinf =

;

6



Ainsi, on a z = cosf + isin 6.
Réciproquement, si z = cosf + isinf avec § € R, alors |z| = Vcos2# +sin?# = 1. On a donc
montré :

Proposition 2.
L’ensemble U peut étre caractérisé ainsi : U = {cosf +isinf, 0 € R}

Pour tout § € R, on note ¢ le nombre complexe cos @ + isinf (nous verrons plus tard pourquoi
cette notation est judicieuse).

Ezemples:
o ¢ =1.
i
® 2 —
° 6iTr = 1= efiﬂ
i _aim
® 2 —¢e 2 —= —)

Proposition 3.
Soit 0, ¢ deux réels. On a

e’ = €' si et seulement s'il existe un entier k tel que 6 = ¢ + 2kn.

En effet, 'égalité est équivalente a I’égalité des cosinus ET des sinus donc a 1’égalité des angles, a
un multiple de 27 prés.

Proposition 4.
Soit 0 et ¢ deux réels. On a

o cifciv — pil0+9).

1

L] 671'(’0 = —.
e

Cette proposition montre que la notation exponentielle pour les complexes est judicieuse!
Preuve:

e On écrit

(cos@ + isinf) (cos @ + isin @) = (cos# cos ¢ — sin @ sin ) +i (sin 6 cos p + sin  cos 0)

=cos(0+p) =sin(6+¢)

On a donc bien I’égalité souhaitée.

e On écrit

1 1 cosf —isinf . -
e cosf+ising  cos2f+sin2f cos — isinf = cos(=6) +isin(=F),

car cos? +sin? = 1. On a donc bien 'égalité.

Remarque. L’ensemble U est stable par produit et quotient mais pas par somme !



On a
U={e? 0reel } ={c? 0c[0,2n]} ={e”,0 €] — 7, 7]}.

En effet, le sinus et le cosinus étant 27-périodique, il suffit de choisir un angle dans un intervalle
de longueur 27 fixé.

Exercice 8.

1. (a) Soit # € R. Montrer les formules d’Euler :

e 4 =i ol _ =it
cos(f) = —— et sin(f) = ———
()= ) ="
(b) A l'aide de ces formules, exprimer ¢? + 1 et ' — 1 en fonction de cos(4), sin(%) et eis.
Conseil : commencer par forcer la factorisation par s el 41 = ei%( A
2. Soit z € C. Montrer I’équivalence suivante :
1+
z2e€U\{-1} <= JzeRtqz= :
1 —x
3.4 Forme exponentielle ou trigonométrique des complexes
Proposition 5.
Soit z un complexe non nul, il existe 7,0 avec r > 0 et 6 réel tels que z = re®.
z
Preuve: Il suffit de remarquer que u = — est de module 1. D’aprés la section précédente, on

|z
sait qu’il existe un réel @ tel que u = . En posant r = |z|, on obtient z = re®.

0

Définition 6. Soit z un complexe non nul tel que z = re? avec r > 0. On dit que 0 est un

argument de z.

A Il n’y a pas unicité car si 0 est un argument de z, 8 + 2k7 'est aussi pour tout entier k.

Proposition 6.
Soit r, 7" deux réels strictement positifs, 6,6’ deux réels. On a

0 _ 10 =1
re’” =r'e"” siet seulement si ¢ = )
il existe un entier k tel que 6 = 0’ + 2kn

Preuve: Si re? = /¢’ alors les deux nombres complexes ont méme module et, comme tout
nombre complexe de la forme €™ est de module 1, on obtient r = 7/. En simplifiant par r (qui est
non nul), on obtient 1’égalité e = e qui implique 1’égalité des angles, a un multiple de 27 prés.
Réciproquement, si = 7’ et § = @' + 2kn, on a, bien sir, re? = r'e?’

Interprétation géomeétrique: Si z = re, alors M(z) se situe sur le cercle de centre O, de rayon r

—
et le vecteur OM forme un angle de 6 avec I'axe des abscisses.



Le---

Définition 7. Soit z un nombre complexe non nul. On dit qu’il est sous forme exponentielle s’il
est écrit sous la forme re? avec r > 0, il est sous forme trigonométrique s’il est écrit sous la forme
rcosf + irsind avec r > 0.

Remarque. L’écriture sous forme exponentielle permet, par identification, de donner le module
et un argument du compleze.

f Il faut impérativement que r soit strictement positif pour pouvoir faire cette identification
m

Ezxemples:

e —1 = ¢ est de module 1 et 7 est un argument.

i i 37T
e —2¢% =2¢% est de module 2 et un argument est 5>

En pratique:
Pour déterminer la forme trigonométrique (ou polaire) d’'un nombre complexe z = a + ib:

e On calcule son module |z| = va? + b2.

a b
e On factorise par son module : z = Va2 + b? ( +1 )
b Va2 + b? Va2 + b?

b
e On cherche un angle 6 qui vérifie cosf = 0 ETsing=

Va? 4 b? Va? 4 b?
A noter qu’il n’y a qu’un nombre fini d’angles dont vous connaissez les valeurs de cosinus et sinus

1 V2

!' Concrétement, si vous n’avez pas un cos égal a 0, £1, iﬁ’ iT, i?’ cela signifie que vous ne

pourrez pas le mettre sous forme trigonométrique explicite (donc soit vous avez fait une erreur,
soit ’énoncé est faux si on vous demande de le mettre sous forme trigo, soit encore ce n’est pas la
bonne méthode de chercher a le mettre sous forme trigo).

Exercice 9.



1. Sans aucun calcul (uniquement & Paide du dessin), donner la forme trigonométrique des
complexes suivants :

1
l — 3 141 1—1 ) —51' —2—-2

2. Déterminer la forme trigonométrique et placer dans le plan les complexes suivants :

1 1 1
V34 i 29 2@ 5 23 7 )

3. En déduire tres rapidement la forme trigonométrique et le placement dans le plan des com-

29 22 23
plexes 2129, — et —=
z3 Z9

4. Calculer et placer dans le plan les puissances de z3 : 23, 22, 25 et de fagon générale les 25,

oun € N.

Remarque : La forme trigonométrique est parfaitement adaptée aux produit, quotient inverse et
puissance. En effet, si z; = 1€ et 2y = r9€"2, avec r; et ry strictement positifs, alors

o 212y = ryrpel(01102),

1 1 . z ry o
o — = —e7i ot done = = —Leil01—02),
22 T2 22 T2

e Sin €N, alors 27 = rlef,

. . 1
Remarque. Avec les formules précédentes, on voit que si 61 est un arqgument de z1, alors — a

<1
N . 4 1 z A S
pour arqgument —01. On avait déja remarqué que si z est non nul, — = W Ainsi, — et Z sont
z z z

égauz a un multiple réel positif pres, ils ont donc méme argument.

. T . (1 +4)°
Exercice 10. Déterminer la forme algébrique de ﬁ

—1

Exercice 11. Pour quel entier n € N le complexe (v/3 4 )" est-il réel ? Imaginaire pur ?

A Il n’existe pas de formule pour la somme !

Ezemple: z = 3¢ +2 5. Ona

2 =3eT —1—26’%7r :3<£+ §>+2<___ﬁ>

(-7

Pour mettre z sous forme trigonométrique, il faudrait trouver un angle 6 tel que :

3v/2

cosH———l

san—M—\/_

On sait qu’un tel angle existe mais I'expliciter, ¢’est une autre histoire (bon courage :-) ).

10



Exercice 12. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C. On dessinera systématiquement
I’ensemble solution.
Conseil : se poser la question de si on utilise la forme algébrique ou la forme trigonométrique
avant de se lancer.

l. z=1z

2. 22 =28

4 Transformation de C et interprétation géométrique

4.1 Translation

Soit u un complexe, la fonction f définie par f(z) = z 4+ u correspond géométriquement a la

translation de vecteur OM (u).
En effet, siu =a+ibet z =x + iy, alors 2’ =u+ 2z = (a + ) + i(b+ y), on a donc

o ;5) - ) s )

4.2 Rotation

Soit ¢ un réel. La fonction f définie par f(z) = ze'? correspond a la rotation de centre 0 et d’angle
Q.

Autrement dit, si on note z un nombre complexe et 2/ = ze'™ le produit de z et de €', alors le
point M(2') est 'image de M (z) par la rotation de centre O et d’angle .

On le retrouve analytiquement en passant a la forme trigonométrique :

si 2z = re'? avec r > 0, alors 2/ = ze'? = re'®*%) et un argument de 2’ est 6 + ¢.

r ez’(9+<p)
rei@

©

7
Ezxemple: multiplier un complexe par ¢ revient a appliquer une rotation d’angle 5 a son image.

Exercice 13.
1. Sans aucun calcul, placer sur le plan les complexes suivants :
2im

2= (2+i)es = (=1+i)e 5 41 2y =3¢t —i

2. Représenter graphiquement les ensembles suivants :

mfu-weioe ) me g 5]}

11



4.3 Symétrie

L’application f définie par f(z) = Z correspond a la symétrique d’axe (0,).
L’application g définie par g(z) = —z correspond & la symétrie de centre 0
—Z correspond a la symétrie d’axe (O,).

L’application h définie par h(z) =

12



Correction des exercices

Correction 1 On place les points :

~

z4+0— 3

Correction 2 On place 2z et —z puis {\z, A € R} qui est la droite passant par l'origine et z:

A

~

13



Correction 3 1. On a

2. On a2 = —1, i3 = —4, i* = 1. On remarque que les puissances de i sont cycliques. On a

3. On place z = a + b puis iz = —b + 1a.
T
rotation de centre 0 et d’angle 5

sin=4k k€ Z

sin=4k+1, ke Z
sin=4k+2,k€Z
sin=4k+3, ke Z

On remarque que la transformation opérée est la

s
On a —iz = b —1a et la transformation opérée est la rotation de centre 0 et d’angle —5

4. On en déduit que les points (—i)"z, pour n € N, sont les quatre points z,iz, —z, —iz que l'on

™
obtient en faisant des rotations successives de centre 0 et d’angle 5

Correction 4 On a (a+ib)(a —ib) = a® + V*.

1 ) l

Correction 5 On a — = — =—= —1.
) ) -1
Correction 6 On a
1—2 —2—3
z] = 2y = Z2q =
1 2 5 ~2 13 y #3

e 2] =10
o |2 = VIT 2522

Correction 7

o |z] = |1 +i||2+3i| = vV2VI3 = V26
o |24 = |iz||3 — 2] = |z VI3 = V1322
. Iz =2 li-1 0 22

NS v VB e
o |z6] = 1+ o] liw] _ VI+a?]a] _ |af

T Billz+d  3v1+a2 3

Correction 8 1. On a

— ¢t
92 +16 A

4+ 3it At —i(1 4512

1+¢2

e 4 e B cosf +isinf + cosf —isinf
2 N 2
B 2 cos
2
= cosf
ou bien 0 ”
v v 1, . - 1 .
e re +26 =3 (e +ei?) = 5.272@ (e") = cos

14



On a également

e —e ™ cosf+ising — (cosf —isind)
2i B 2i
! _ 2isind !
2
=sind
On peut aussi écrire
i0 _ —if
— 1
c-° - (e‘e eif) = =.2{Im (6“9) =siné
2 2
2. On écrit
i 0 (0 i0
e’ 4+1 =ez <e2 +e 2)
0
= 2cos —.e%
2

De méme, on écrit :

6

0
= 2isin —.e2
2
3. On raisonne par double implication:

+z.x7 alors |z| = 1. De plus, on a 1 + ix #
i

1
< On suppose qu’il existe z € R tel que z = ]
—(1 —idz) donc z # —1. On a donc bien z € U\ {—1}.
= On suppose z € U\ {—1}.

142 1-—
On remarque que pour z # —1l et x # —i, z = + m & x = - ®_ On cherche donc &
1 —ix i(1+ 2)
—z
ontre e ——— est réel.
montrer qu Tt r
Comme 2z est de module 1, il existe § € R tel que z = €. On a
1— 2 1— ¢ 2isin e . 9
= —— = — = tan —
i(1+2) i(1+e€?)  2icos ge% 2
) 1—2z
On a donc bien - eR
i(1+2)
D 0 ) 1+
Ainsi, si z € U\ {—1}, alors en posant = = tan 5y ona bien z = T De plus, z # —1
—ix

0
donc 0 # 7[27] ce qui implique 3 * g[ﬂ'] Ainsi, tan B est bien défini, x 'est donc aussi.

im i i . ]. i
Correction 9 1. i=¢%, —3i =3¢%, 1 —i=+2e %, =5 =5e, —Li = €T E, —2 -2 =
2\/56% = 2\/56*%.
\/_ 3im 2 %

in 3im _
2. z1=2e6,2p=—e 41, 23=—¢€

2 V3

15



.Z3

1lir k2 \/6 13im Z%Zg, 16 _ 3irw
3.Onazizm=v2e1, = =""¢1 et 1= = _—¢ %

Z3 4 Z9 \/6

Comme |z3] > 1, la suite des modules des puissances est strictement croissante, on tourne
dans le sens inverse du sens trigonométrique et en s’éloignant de l'origine.

9 9in

Correction 10 On écrit 1 +4 = +/2¢'7, on a donc (1 +4)? = /2 e+ . On écrit 1 —i = \/2e71,

on a donc (1+1)" = V2 e~ ™. On en déduit que

(1+14)°  2es 5
—i)7 N 677% N

nim

Correction 11 On écrit /3 +1i = 2, on a donc (v/3 +i)" = 2"€"5". On sait qu’un nombre
complexe est réel si et seulement s’il appartient a la droite réelle, c’est a dire si son argument (&
27 prés) vaut m ou —m, soit encore si son argument vaut 0 & un multiple de 7 prés. On a donc

(V3+i"eR @akez,%zowm

& dk € Zonm = 0+ 6k
< dk € Z,n =0+ 6k

On a supposé n entier naturel, £ ne peut donc pas étre négatif, 'ensemble des solutions est donc
{6n,n € N}

On peut aussi raisonner avec le conjugué car on sait qu’'un nombre complexe z est réel si et
seulement s’il est égal & son conjugué. On a donc
(V3+i)"eR & 2’ = 2
nm nmw
@E”{?EZ,F:—F"‘QI{ITF

@%EZ,%:%W

& Jk € Z,n = 6k

On retrouve, bien entendu, le méme résultat.
On sait qu’'un nombre complexe est un imaginaire pur si et seulement si son image appartient

a I'axe des ordonnées, c’est & dire si son argument (& 27 prés) vaut 5 ou —5 soit encore si son
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0
argument vaut 5 a un multiple de 7 prés. On a donc

T

(V3+i" eR @3/{;62,%:§+lm

& dk € Z,nm = 31 + 6k7
& dk € Z,n =3+ 6k

On a supposé n entier naturel, £ ne peut donc pas étre négatif, I’ensemble des solutions est donc
{3 +6n,n € N}

On peut aussi raisonner avec le conjugué car on sait qu’un nombre complexe 2 est un imaginaire
pur si et seulement s’il est égal a 'opposé de son conjugué. On a donc

inm

(V3+i"eR & 2me's" = —2m¢ 6
o o = ilr )

@akez,%:w—%wm

(:)szEZ,%T:WJrle
o 3keZn=3+06k

On retrouve, bien entendu, le méme résultat.
Correction 12 1. On cherche a résoudre z = ¢z. On pose z = x + 1y, =,y réels. On a
z=Zzeortiy=irtysr=y
Les solutions sont donc les complexes z tels que Re(z) = Zm(z).

2. On cherche les solutions sous la forme re? avec # € R et » > 0. On a donc
P =8P =8 or’=8et BQEg[QW]
On en déduit que les solutions sont
25,2 et — 2

Correction 13 1. Le point d’affixe z; est I'image du point (2, 1) par la rotation de centre 0 et
2
d’angle %
Pour le point d’affixe z5, on prend I'image du point (—1,1) par la rotation de centre 0 et

d’angle —g puis on translate de vecteur (1,0).

Pour le point d’affixe z3, On prend l'image du point (—3,0) par la rotation de centre 0 et

3 . .
d’angle —, on translate selon le vecteur (0, —1) puis on prend le symétrique par rapport a

I'axe des abscisses.

2. L’ensemble E) est le quart de cercle de centre 0 passant par M (1, —2) et dont la droite (OM)
est une bissectrice. L’ensemble Ej et le translaté selon le vecteur (2,—1) de l'arc de cercle

1 5
de centre 0 et de rayon 5 entre les angles 0 et g
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