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Feuille 3 Exercice 4.

On pose S = i k.

TD n3: Calculs algébriques. k=

1. Faites un changement d’indices en conservant les mémes bornes.

& cassique € demande réflexion 2. Retrouvez 'expression de S en calculant 25.
23 X

Exercice 5.
1 Manipulation et majoration de sommes Soit S = Z (n+ 1 —k)?. Faites un changement de variables dans S tel que :
k=1
Exercice 1.

Soit (zk)ken une suite de nombres réels telle que 1. La somme varie de 0 a n — 1.

2. La somme soit comptée & ’envers avec les mémes bornes.

n
vn €N, Z oy =n(n+2) 3. La somme soit comptée & ’envers et commence & k& = 0.

k=0
Soit n € N, déterminer les valeurs de 3 Somme et produit particuliers
6 2n 2n Exercice 6. . Exercice 8. .
1. 51 = Zx’“ 3. 53= ka 5. 55 = Z Tk | Soit n € N*. Calculer 231”“. Soit n € N*. Calculer H (5n+ 3 — k).
k=0 k=0 k=n+1
k=0 k=1
n+1 n
2. S = Z Tk 4. 54 = Z 2y Exercice 7. . Exercice 9. .
k=0 k=0
Soit n € N, calculer H 2k, Soit n € N*. Montrer que Z El< (n+1)!
Exercice 2. k=0 k=1

Exercice 10. &

3 n
1. Ecrire la somme des entiers impairs compris entre 1 et 777 inclus & Paide du | Soit n € N*. Calculer H 2i. En déduire H (2i+1).
symbole Y et la calculer. i=1 i=1

4 Somme et produit doubles

n—1
2. Soit n € N*. Calculer Z (2k +1). Exercice 11.
k=0 Soit n € N, calculer
n g p
Exercice 3. Z Z Z 2¢
Soit z € R et n € N*. Ecrire I'expression U,, = 1 — 2z + 422 + - + (=1)"2"2" & q=0p=0k=0

Paide du signe > et la calculer.



Exercice 12. £ Exercice 15.

n k
Soit n € N*. Calculer > > k

Soit n € N*. Calculer K2k,
Z k=1p=0

k=1

Exercice 13. Exercice 16.

Soit n € N*. Calculer >

1<i,i<n

. . L0 k
(i +7)- Soit n € N*. Calculer > > n.
k=1p=0

Exercice 14. Exercice 17.

n k
Soit n € N*. Calculer > > p. Soit n € N*. Calculer

k=1 p=0

S i

i+j<n

Exercice 18. &

n n
Soit n > 1 et x1,x2,...,x, des réels vérifiant : E Tp =n, et E r? = n. Prouver
k=1 k=1

que zi = 1 Vk € [1,n].

Exercice 19. &
Soit n € N*. Calculer

> max(1, 7).

1<i,j<n

5 Somme et produit télescopiques

Exercice 20.
31

Simplifier le produit H
k=3

et D’écrire sous forme d’une fraction irréductible.
2k +1

Exercice 21. &
n
Soit n € N* et S, = Z(/@'Jrl)3 — k3.
k=1
1. Calculer cette somme en remarquant qu’elle est télescopique.

n
2. Exprimer cette somme en fonction de Z k? en développant son terme général.
k=1

n
3. En déduire une expression de Z k2.
k=1

Exercice 23.

Soit n € N*. Calculer H
k=2

Exercice 22.

Soit n € N*. Calculer kzz:l sk

k

(-3

6 Binome de Newton et coefficients binomiaux

Exercice 24. Exercice 25.

Soit n € N*. Calculer Z (2)21_’“.
k=0

n

Soit n € N*. Calculer Z () (=1)*.
k=1

Exercice 26. &
A Taide de la fonction  — (1 + x)™, calculer les sommes suivantes:

3
3

k=0 k=0 k=0
2 S k() LY G) > ()0
k=0 k=0 k=0
Exercice 27. &
Soit n € N. On pose S = i <2n2— 1>.

k=0

1. Exprimer S & ’aide du changement de variable j = 2n + 1 — k.

2. En déduire la valeur de 2S puis de S.

Exercice 28.
n

Soient (av, )nen une suite des réels telle que : Vn € N, a,, = Z (})tn—k- Donner une

k=0

expression de «,, en fonction de ag,...,q,_1.

Exercice 29. # &

Soit n € N*. Calculer Z <n) et Z (n)
o<n M/ oggn M

Jpair Jimpair



7 Si besoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 30.
Soit n € N* et a € R. On pose V,, = Zkoe"-

1. Expliciter V; et V5.
2. Calculer V,, .

Exercice 31. .
1. Soit n € N*. Ecrire le nombre 1,11...1 (avec n chiffres aprés la virgule) sous la

forme d’une somme de termes d’une suite géométrique et calculer cette somme.
En faisant tendre n vers +oo, en déduire que le nombre 1,11... (avec une "
infinité ", de chiffres aprés la virgule) est rationnel et 1’écrire sous la forme
d’une fraction irréductible.

2. Méme question avec 0,99...9.

Exercice 32.

n+1 n+1
Soit n € N*. Calculer S = ZszrZ (k+1)? 722 (k+1).
k=1 k=1 k=0
Exercice 33. . Exercice 35.
. . B
Soit n € N*. Calculer H (2n—4+k) Soit n € N*. Caleuler S (i + ).
k=0 i+ji<n
Exercice 34. Exercice 36. & %
Soit n € N*. Calculer
Soit n € N*. Calculer > (2i—j). > min(i, j).
1<i,j<n 1<i,j<n

Exercice 37.

Soit n € N* et S, Zk—i—l
k=1

1. Calculer cette somme en remarquant qu’elle est télescopique.

n
2. Exprimer cette somme en fonction de Z k3 en développant son terme général.
k=1

n
3. En déduire une expression de Z k3.
k=1

Exercice 40.
Soit n € N*.

Exercice 38.

Soit n € N*. Calculer Zkk!.

1
sin
= FRAD

n
Calculer E — 1
. =] COS 3 COS g
Exercice 39.

Soit n S N*. Calculer

n n—1
H <1 - ]:2) Soit n € N*. Calculer Z (Z)

k=2 k=0

Exercice 41.

Exercice 42.

—k
Soit (n,p, k) € N3 avec k < p < n. Montrer que VY= (MY (" .
p)\k k)\p—Fk

Exercice 43.
Utiliser la formule du binéme de Newton pour montrer que (1,01)0 > 2.

n+1/n _ n+1
E+1\k) \k+1)

Exercice 44.
Soient k <

n deux entiers, montrer que

Exercice 45.

1 n 1 /n k—1(n+1
1. Montrerque nkl(kl)_nk<k>_'nk< k )
—1/n+1
k .

2. En déduire la valeur de Z i
k=

Exercice 46. &%

1. Montrer que si («;) est une famille d’entiers et a un réel, alors :
n
Z (&2
H a®t = qi=
=1

2. En déduire la valeur de H a't’ pour a et b réels.
i+j<n



8 Une fois qu’on est a l’aise

Exercice 47. N

Soit n € N*. Calculer H 3k +1)(3k —1).
k=1

Exercice 48. #% &2
Soit n € N* et (x1, 22, ..., Tn, Y1, Y2, ---, Yn) 2n réels tels que:

1< <. <2, b Yy <y <Ky

1 n n n
Montrer que : - <Z xz> Z y; | < Z TrYk-
k=1

i=1 j=1

On pourra examiner la quantité : Z (i — ;) (yi —yj5) -

1<i,j<n

Exercice 49. £

1. Soit une famille de réels (s;;)ic1,n], je[1,n] tels que Vi, j € [1,n], si; = 553, et
s;; = 0. Montrer que : Z 8;; =2 Z i ;-

1<4,5<n 1<i<jsn

2. En déduire que si (a;)ic[1,n] €t (b5);e[1,n] sont deux familles de réels :
n n n 2
> (aibj —agby)® = <Z ai) (Z bi) - (Z “kbk>
1<i<j<n k=1 k=1 k=1

3. En déduire 'inégalité de Cauchy-Schwartz:

(&) (59) > (E)

Remarque : cette inégalité peut aussi se démontrer directement par récurrence.

Exercice 50. £

Soit n € N*.
n+1

Calculer Z sin 1sin(k + 1)
k=0

Mémo

Comment effectuer un changement d’indice?
On pose le changement d’indice, on détermine les nouvelles bornes de cet
indice puis on exprime le terme général en fonction du nouvel indice.

Comment additionner deux sommes/multiplier deux produits?
On se raméne & des bornes identiques, quitte a enlever des termes extrémes.

Comment permuter deux signes sommes/produits?

Si les bornes ne dépendent pas des indices, on les permute sans rien changer.
Sinon, il faut permuter le réle des indices pour déterminer les bornes des deux
sommes.

Comment calculer une somme avec des coefficients binomiaux?
Selon la somme, on fait apparaitre la formule du binéme de Newton ou on utilise
les relations du cours sur les coefficients binomiaux.

Comment simplifier une expression avec des factorielles?
Il faut revenir & la définition de la factorielle en tant que produit.

Comment déterminer les coefficients binomiaux pour de petites puissances?
il faut utiliser le triangle de Pascal.




