Correction du TD n 3

Correction 1 1. S, = 48.
2. So=(n+1)(n+3).
3. S3=2n(2n+2)=4n(n+1)

4. Sy =2n(n+2).

5. 55253—Z$k=4n(n+1)—n(n+2):n(3n+2).

k=0
388
Correction 2 1. Cette somme s’écrit Z (2k +1). On la calcule:
k=0
388 388 388

> (@2k+1) —2Zk+21
k=0

k=0
= 388 x 389 -|- 389
= 3892
2. On procéde comme ci-dessus:
n—1
> (@2k+1) —2Zk+21
k=0 k=0
=(n-1)n —|— n
—n2

Correction 8 On écrit

Correction 4 1. On pose j =n+m — k, alors si k varie de m & n, j varie de n
a m. On remplace k par n +m — j. On a donc, en remettant les bornes dans
I’ordre croissant :

S = i n+m—j).
j=m

n
2. D’aprés la question précédente, on a S = Z (n+m —k) car j est une variable

k=m
muette donc en sommant les deux expressions connues de S, on a :

25 :Z(n—i—m k—&-Zk

k=m k=m

3

(n+m)

—_—~

=(n+ m)(n —m + 1).car la somme posséde n +m — 1 termes
(n+m)(n—m+1)

On en déduit que S =

2
Correction 5 1. On pose j = k — 1. k varie de 1 & n donc j varie de 0 & n — 1.
n n—1
On a donc : Zn+1— :Z(n—j)Q.
k=1 Jj=0

2. Onposej—nJrlfk k varie de 1 & n donc j varie de n & 1. On a donc :

Z(n—i—l— Z]

k=1
3. Onposej:n—k. k varie de 1 & n donc j varie de n —1 4 0. On a donc :
n n—1
Y n+1-k2=> (j+1)>
k=1 j=0

Correction 6 On a zn:?;l_k Z = 32 =

=0
On utilise ensuite la formule de la somme geometrlque

1 1\ 9 n
3Z3k_3< gt T §>:§(1_3(+1)>'

Z 2n(n2+1) )

Correction 7 On a H 2k —
k=0



Correction 8 On pose j = 5n + 3 — k. Quand k vaut 1, j vaut 5n + 2, quand k
vaut n, j vaut 4n + 3. On a donc :

5n+2
J
n 5n+2 H
_ . g=1 (5n + 2)!
k:l Jj=4n+3 .
J
7j=1

Correction 9 On sait que pour tout k € [1,n], k! < n! donc, par sommation des
inégalités, on obtient

ZM

n!<(n+1)n

On a donc bien l'inégalité souhaitée puisque (n + 1).n! = (n + 1)!
n n
Correction 10 On a [] 2i = Z"Hi = 2"n!. Pour le deuxiéme produit, on remar-
i=1 -
que que : =t
n

[[ei+1)=

i=1

I *

1<k<2n+1
k impair

De plus, le produit des entiers impairs inférieurs & 2n 4 1 est égal au produit de tous
les entiers inférieurs & 2n + 1 divisé par le produit des pairs, autrement dit :

2n-+1

; 11
]_[22

s

ce qui implique, en utilisant le résultat trouvé pour le premier produit:

n

[[ei+1) =

=1

(2n+1)!
2mn!

Correction 11 On écrit

DI

q=0 p=0 k=0

Correction 12 (])gn écrit :
n

émk =3 ) ok

k=1j=1
n n

:ZZW

Jj= 1k—]

S 2-1

= Z2n+1 ZW

j=1
— p2ntl - 2(2n —1)
= n2ntl 2t 9

= ii (2p+1 _

q=0p=0
n q n q
=22 73 > 1
q:0 p=0 q=0p=0

[vj:

(¢+1)

_Z 2(20+1 — q
I W ST

=L

:4(2n+1 - 1) —3(n+1)— —("+1)
_onts_y_ (n+ 1D +6)
2

Correction 13 On coupe la somme en deux :

Y. (i+4)=

1<i,<n
On a :
n
1<i,j<n J
De méme,

NgE

—
<.

it Y d

1< j<n 1<44<n

n

- nn+1 n?(n+1
Siey e sy

1i=1 j=1

" ~ nn+1 2(n—|—1)
Zj Z 2 ’

1=

—
—



On a donc :

Y (i+5)=n

1<, i<n

(n+1).

Remarque. On peut aussi dire que i et j jouent des roles symétriques pour justifier
l’égalité des deux sommes.

Correction 14 On a:

nok nok(k+1)
Z ZP = T
k=1 p=0 k=1
=i kK+1IYk
(1t DY) | n(n+1)
=20 - 1); i + S en utilisant la formule trouvée a ’exercicg
On a donc : )
Y, D 2)
k=1p=0 6

Correction 15 On a :
ZZk—Zk (k+1).
k=1 p=0

On reconnait la somme calculée dans 'exercice 14. On a donc :

1) 2
k=1 p=0
Correction 16 On a
n k n
B B nn+1) ~ n?(n+3)
ZZn—Zn(k—Fl)—n(T—Fn)—T
k=1p=0 k=1

Correction 17 On pose k = i + j. L’entier k varie de 0 a n, j = k — i et i varie
donc de 0 & k (car i est forcément plus petit que ¢+ j ). On a donc :

SRR NED ISR g 3

i+j<n k=0 i=0
La premiére somme a été calculée a ’exercice 21. On a donc :

Z . n(n+1)2n+1) nn+1)2n+4
= 12 12 N
i+j<n

nin+1)
I =

n(n+1)(n+2)
5 .

Correction 18 Nous allons calculer la somme S = >~ (z; —x;)% On développe
1<i,j<n
son terme général :
S = > (z7— 2z +a9)
1<i,j<n
_ 2 , 2
= > -2 Y wmzi+ > 7
1<ij<n 1<ij<n 1<irj<n
On a:
e 21 n o n n
2 2
xl—g E :z:Z—E n=n?
1<i,5<n Jj=11i=1
n n n
De méme, E E x5 = E n = n?. Quant & la somme du milieu, elle
1<W<" i=1j=1 i=1
est égale &

n

n
DD wiw; =
j=11=

1

Z (Zx>_<z> Ex .

On en déduit que S = 0. Or, c’est la somme de carrés réels donc positifs, ils sont
donc tous nuls. On en déduit que les réels sont tous égaux et, comme leur somme
vaut n, ils sont tous égaux a 1.

Correction 19 On coupe la somme en deux :




>, max(i,j)

1<i,g<n

On en déduit que :

Correction 20 On écrit

Correction 21

2. On écrit :

= > max(i,j)+ Y max(ij)
1<i<i<n 1<j<i<n
n J n i—1
=3 > +> >
j=1i=1 i=2j=1
IS )
j=1 i=2
S DD SIIEE
j=1 i=1
DS E N
j=1 i=1 i=1
=2 32| - (Z z)
j=1 i=1
1)(2 1 1
= n(n )3 n+1) — n(n + )en utilisant la formule trouvée & 1/
1)(4n — 1
> maxi,j) = "D =D
1<i,5<n
IT2= H
P 2k + 2k + 1

63

1. D’aprés la formule de la somme télescopique, on a :

Sp=(n+1)®—1=n3+3n%+3n.

n
3. D’aprés la question précédente, on a Z k2

k=1

~ n(3n+5)

6 . En utilisant

1
Sy
3

I’expression de S,, trouvée & la premiére question, on trouve :

ik2 = n®+3n% +3n ~ n(3n+5) _ n(2n? +3n + 1)
P 3 6 6
ce qui, aprés factorisation, donne :
ikQ _ (n+1)(2n+1)
k=1 6
Correction 22 On écrit E Pt ! o it al
orrection n écri — — ————. On reconnait alors une
(k—i—l) =k (k+ 1)
somme télescopique, on a donc
exercice 21 zn: k B 1
P (k+1)! (n+ 1)V
-1
Correction 23 On écrit H ———. On reconnait alors un produit télescopique, on
k=2
a donc :
= 1
H (1 - —> =_.
- n
Correction 24 On écrit :
Z 21 ko _ QZ kln—k

k=0

= Z (3)2'~*par la formule du binome de Newton
k=0

1 n
=2(=+1
;)

= gn—1"

Cg/—\

On en déduit que

Correction 25 On a :
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On en déduit que :

Correction 26 1. 2"
2. "1y
3. n2" 1 4 n(n—1)2""2=n(n+1)2""2

ontl_g
4. pro
5. (12?7):11_)—1 si a # 0, 1 sinon.
6. 0donc 2" = Y (1) (14 (=1*) =237 copcn (o)

k=0

Correction 27 1. Onpose j =2n+1—k. On a alors k = 2n+1—j. Par ailleurs,
k variant de 0 & n, j variede n+1 a 2n+ 1. On a donc :

2n+1
o + 1
s= % (L)
j=n+1 n+l=y

2n-+1 ) _ (2n+1

o 1), De plus, j

Par symétrie des coefficients binomiaux, on a ( p

étant une variable muette, on a :

2n+1
2n+1
S= > ( . >

k=n-+1
n 2n+1
2.0na285=S5+S8= Z (2",:“1) + Z (2"k+1), en utilisant les deux expressions
k=0 k=n+1

de S que l'on connait. On a donc :

2n-+1
2n +1
28 = .
s=> ("))

k=0

On reconnait la formule du binéme de Newton. On a donc :

25 (1 4 1)2n+1 22n+1

)

d’ou
S = 2%,

Correction 28 On a :

d’ou

On en déduit que :

1<~ /n
Opo1 = —— Oy k-
1 nls i k

Ainsi, pour tout n € N, on a :
1 R+
a”:_n+1kz_:2 g )Ontiske

Correction 29 D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

et

Or, dans cette somme, les termes correspondants & k impair sont nuls. On a donc :

on — sz:@ (Z) (14 (—1)F) = 2@271 (Z)

k pair k pair



On en déduit que :

On écrit ensuite :

0<2k+1<n 1<k<n
k impair

|
—
>3
~

I
—
3
S~—

Ainsi, on a montré que :

2 (22) = Z<n <2kn+ 1) =2

0<2k<n

Correction 30 1. OnaVp=1et V3 =1+ ea/n.

2. On écrit
n—1
Vo = (e"/")%C
k=0
_ e’ —1
T oea/n — 1

Correction 31 1. Le nombre s’écrit
n
S0
k=0

1l vaut
(n+1) 1 — 10— (r+D)

1 — 10" —
107k =
Z T 09

Lorsque n tend vers 'infini, on obtient

1 10
1,1111.. . = — = —
’ 0.

Nej
Nej

2. On commence par écrire le nombre 0.999. ..

vaut

- 1—-107"
> 9107 F=09——— =1-10"
1—-10-1
k=1
En faisant tendre n vers +oo, on obtient
0.99999...=1
Correction 32 On écrit :
n+1 n
Stk+1)?=> (k+1)*+ (n+2)
k=1 =1 —
k=n+1
et
n+1 n
S k(k+1)=> k(k+1)+00+1)+(n+1)(n+2).
k=0 k=n-+1
On a alors
n n+1 n+1 n
STRAY (k+1)2-2> k(k+1) =Y (K +(k+1)% - 2k(k+1))
k=1 k=1 k=0 k=1

On en déduit que :

S=-n(n+1).

9 avec n chiffres aprés la virgule. 11

+(n+2)?-2(n+1)(r

Correction 33 On pose j = 2n — 4+ k. Quand k vaut 0, j vaut 2n — 4, quand k

vaut n, j vaut 2n — 4. On a donc :

n 3n—4

H(?n—4+k H j=

k=0 j=2n—4

Correction 34 On écrit :

3n—4

IIJ

j=1 _ (3n—4)!
=5 (2 —5)!

11
j=1



>, (2i=j) = > 22— > j
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,g<n
= >, 2i— Y. car les deux variables sont muettes
1<i,j<n 1<t jsn
n
=2 D
1= 1] 1
S
B (n +1)
2
. ni(n+1)
Onadonc Y. (2i—j)=——7—.
1<i,j<n 2

Correction 35 On écrit > (i+j)= > i+ >, j=2 > dcarietjont
i+j<n i+j<n i+j<n i+j<n
des roles symétriques dans les deux sommes. On pose k = i + j. Comme k < n, il

variede 0 An — 1 et ¢ varie de 0 & k. On a donc :

k+1

Zk2+2k

La premiére somme a été calculée a ’exercice 21. On a donc :

n(n —1) _ nn—1)(n+1)
2 3 ’

Z (i+j)= (n—l)né(Qn—l) n

i+j<n

Correction 36 On coupe la somme en deux :

min(z, j)

+ > min(i,j)

1<j<isn

iG-1

+1)(2n+1)

On en déduit que :

car 7 est une variable muette

en utilisant la formule trouvée a 'exercice 21

(n+1)(2n+ 1)'

Z min(i, j) = 5

Remarque. On a calculé
1<i,j<n
que

Z min(i, j) + Z max(i, j) =

1<i,j<n 1<4,j<n

Correction 37

> max(i,j) a Uexercice précédent, on peut vérifier

S (i+j)=n

1<i,j<n

(n+1).

1. D’aprés la formule de la somme télescopique, on a :

S, =(n+1*—1=n*+4n> 4+ 60> + 4n.
2. On écrit : .
Su =Y (K +4k5 + 6k + 4k + 1 — k)
k:'rlL n n n
=4y K46 k244 kY 1
k=1 k=1 k=1 k=1
=4 Z k3> +n(n+1)(2n+1) + 2n(n + 1) + nen utilisant ’exercice 21



3. D’aprés la question précédente, on a :
n
42 B =8,—nn+1)2n+1)—2n(n+1)—
k=1
En utilisant ’expression de S,, trouvée & la premiére question, on trouve :

42 k2 = n*+4n3+6n2+4n+1-n(n+1)(2n+1) - 2n(n+1) —n = n*4+2n3+n?,
k=1

ce qui, apreés factorisation, donne :

Correction 38 On écrit kk! = (k+1—1).k! = On reconnait alors

une somme télescopique d’oii:

S
k=1

(k+1)! — kL.

=Y (k+1)!—k'=(n+1) -1

k=1
ﬁ B 12[ (k — 1 k: +1)

Correction 39 On écrit: F=2 k=2 n . On reconnait deux

B k+1 H k—1

B k k

k=2 k=2
" 1 11 1

produits télescopiques, on a donc : H (1 — ﬁ) = n—2i— X — = n;T—L

k=2

Correction 40 On a :

Xn: sin (m) - Xn: sin (+) cos (%H) — sin (ﬁl) cos (1)
lcos(i)cos<k+1) _kzl Ccos %) cos ﬁ)
_gsn) (nen)
S iSieos (1) cos (ﬁ)
On reconnait une somme télescopique, on a donc :

o i () 1
LAY = tan(1) — tan ( 1> .
k:lcos(k)cos<k+1> n+

1

Correction 41 On écrit :

3
|
-

k=0 i
- ( D) -
= :— 1par la formule du binéme de Newton
n—1
On a donc Z(Z) =2" 1.
k=0

Correction 42 On a:

<Z> <Z> - p!(nni ! k:!(ppi k!
eI,
~ kl(n = k) (p—k)i(n—p)!
- Z Z:k
donc k
()0 -()G-5)
Correction 43 On écrit
(1,01)1%0 = (14 1072)100
100

— Z (120) 1072]6
k=0

Correction 44 1 suffit de ’écrire. On a :

n+1/n\ n+l n! B (n+1)! _(n+1
E+1\k) k+1k(n—k)! (FE+D'n-kF! \k+1
car (n+1)—(k+1)=n—k.

)



Correction 45 1. On écrit :

1 n 1 /ny 1 n! 1 n!
nF-1\k—1 nk\k) nkl(k—1Dl(n—k+1D! nFkl(n—k)

Ona:
nk(n* 1k — D)!(n —k+ 1)) = n"kl(n — k + 1)!

t
’ (n—k+1) (n*k!l(n — k1)) = n*kl(n — k + 1)!

donc le dénominateur commun est (n*k!(n — &+ 1)!). On a alors :

1, ., 1, nl(nk—(n—k+1))
e 6h) = o) = nFE(n —k+1)!
_nln+1)(k—1)
B n’“k!(n—k—i-l;!
 (n+DI(k-1
- PR 1= )]
ity

On a bien ’égalité souhaitée.

2. On utilise la question précédente, on a

k-1 = 1 1
I =3 (Gl - )
k=1 klzl 1
= 5(6) == ()
car on reconnait une somme télescopique
n" —1
=

1l est intéressant de remarquer qu’on peut également faire la question 2 directe-

ment :
k-1, k-1, n
Z nk (:1) :Z nk (Zl)* n+1+1
b=t k:0+1 k—1 +1
15 (AT = ] 1
=D k() (g) > ()= 1
k=0 " k=0 ntl
=n+1<1+1> —<1+1) L
n
L
—1-—

en utilisant 'exercice 77.

Correction 46 1. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est
clair. On suppose le résultat vrai au rang n. On a :

n+1 n

| I a® = aan+1| Iaai’
i=1 1=1

donc

par hypothése de récurrence. On a donc :

n
Qn41+ g (e}

i=1

n+1

Zai

= gi=1

n+1

=1

Le résultat est vrai au rang n+ 1. Par le principe de récurrence, il est vrai pour
tout entier n.

2. On pose k =i+ j,onaj=1i—k. k varie alors de 0 & n et i varie de 0 & k. On
s n k n k k
H a't! = H l_lazbk_Z = H <H alH bk_’> .
i+j<n k=04=0 k=0 \i=0 =0

D’aprés ce qui précéde, on a :

k
Hai = q?=0 = a%m7
i=0
et
k k
k Zk—z Zj
ku—i — pi=0 — pi=0 — b%
i=0
On a donc :

n n
o k(k+1)  k(k+1) k(k+1)
Hazbjzl_[a z h o =H(ab) z .
k=0

i+j<n k=0



On applique, & nouveau, la question 1. On a donc :

n

§ ' k(k+1)
2

n(n+1)(n+2)
(ab)k=0 B

H a = (ab) 5

i+j<n
en utilisant le résultat de I'exercice 14.

On peut aussi écrire

[[av= 11« 1]V

de tous les entiers compris entre 2 (qui correspond & k = 1 dans 3k — 1) et 3n + 1
(qui correspond & k = n dans (3k + 1)). En effet, tout entier s’écrit de la forme
n

3k, 3k — 1 ou 3k + 1. On en deduit que [] (3% + 1)(3k — 1)3k = (3n + 1)! d’oir
k=1
(3n+1)!

3nn!

=

3k +1)(3k —1) =
k

1

Correction 48 1l suffit de remarquer que la somme

>

1<i,j<n

(zi —xj) (yi —y;) est

i+j<n i+j<n i+j<n positive. En effet, si i < j, on a le produit de deux termes positifs, si i > 7, on a le

puis produit de deux termes négatifs.
n On développe maintenant cette somme, on a
n n—i Zz(n+l)—i)
a’ —HHa —Hal(" 1) = gi=0 Z (@ — ;) (i —y;) = > (@ — ziy; — 259 + x;05)
1<i,j<n Isijsn
i+j<n 1=07=0 <4, <
On a = > myi— X wmy;— > Tyt Y Ty,
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<6,j<n
n n n
n—|—1 n nn+1)2n+1 n(n+1 +
Zz(n—i—l—z (n+1) Zz 222 _ )6( ) = ( ?3( ?r;‘p a
S =3 = nz . nz -
on a donc . i) (nt2) 1<i,5<n i=1 j=1
H a ’ ’ et
itj<n
et, par symétrie, Z LiY¥i = Z Z L5 = "Z LiY; = "Z LkYk-
1<i,5<n j=1:i=1
) o n(nt1)(nt2)
S dlon [T 't =(ab) De plus,

i+i<n

Correction 47 On écrit :

. ﬁ 3k +1)(3k — 1)3k
[T Bk+1DBE-1) == _
k=l 113k

k=1

On a ﬁ3k:3"ﬁk:3”n!.
k=1 k=1

On remarque ensuite que le produit H (3k + 1)(3k — 1)3k correspond aux produits
k=1

10

>3 -

i=1j=1

1<i,j<n

() (5]

et de méme,

Z TjYi =

1<i,i<n

car ¢ et j sont des variables muettes.

On a donc :
Z (@ — ;) (yi —y;) = 2”2 TRy — 2 (Z $z> Zyj
1<i,j<n j=1



Comme cette somme est positive, on a donc

n n n
Sz (Lo ) (Lu)
k=1 i=1 j=1
ce qui est le résultat souhaité.

1. 11 suffit d’écrire

Y owm 3wt T

1<i,j<n 1<i<jsn 1<j<isn

Correction 49

n
On a E si = 0 et, comme s;; = 555,
i=1

2.

1<i<j<n

2

1<j<i<n

Sij = Sij-
Ainsi,
E Sij = 2 E
1<4,5<n 1<i<j<n

On peut visualiser ces trois sommes en disant que ’on coupe le tableau en trois
parties, la partie strictement au dessus de la diagonale (j > i), la diagonale
(i = 7) et la partie strictement en dessous de la diagonale (i > j)

2. On va calculer > (a;b; —a;b;)*. On a:
1<ij<sn
> (aib; —ab)? = Y (aibj)? — 2a;bja;b; + (a;b;)?
1<i,jsn 1<i,j<n
= 3 (aib)?— X 2abjabi+ 3 (ajbi)?
1<ij<n 1<t <n 1<i<n

On écrit maintenant

> =3

1<i,5<n i=1 j=1

) (%)

car i et j sont des indices muets.

De méme, on a

11

On s’intéresse maintenant & la somme du milieu. On a

Z 2a;bja;b; —QZZaZb ajb; = (Zal Z) iajbj
j=1

1<i,5<n =1 j=1

Or
Zaibi = Zajbj = Zakbk,
i=1 j=1 k=1

car i et j sont des indices muets. On a donc :
n n n 2
k=1 k=1 k=1

1<i,j<n
On utilise maintenant la question 1. En effet, en posant s;; = (a;b; — a;b;)?,
a bien s;; = 0 et s;; = s, donc on peut appliquer la question 1. On a donc

> (aib; - =2 > | a;bi)?.

1<i,5<n 1<i<j<n

(E9) (59)- (5

ce qui est précisément le résultat souhaité.

on

On en déduit que

Z (aibj — a;b;)

1<i<j<n

. On a fait le plus dur a la question précédente !!! 1l suffit de remarquer que la
somme de gauche est positive car c’est une somme de carrées, on obtient alors
I'inégalité souhaitée.

Correction 50 On a :
sin(1) sin(k + 1) — (cos(k) — cos(k +2))

— (cos(k) — cos(k + 1) + cos(k + 1) — cos(k + 2)) .

T2
On a donc :
n+1 1n+1 1n+2
];J sin(1)sin(k+1) = ikz_o (cos(k) — cos(k 4+ 1))+ Ekz_o (cos(k 4+ 1) — cos(k 4+ 2)).

On reconnait deux sommes télescopiques, la somme vaut donc :

B (1 —cos(n+2)+cosl—cos(n+3)).



