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Devoir maison 3.

à rendre le 25 novembre pour les trinômes pairs.

Partie 1:

1. Prouver l'encadrement suivant pour k ∈ N, k > 2

ln(k + 1)− ln(k) 6
1

k
6 ln(k)− ln(k − 1) (E∗)

2. En faisant la somme de ces inégalités, prouver que ln(n+ 1) 6 Hn 6 ln(n) + 1.

3. En déduire que Hn ∼n→+∞ ln(n)

4. Soit (un) la suite dé�nie par un = Hn − ln(n), déterminer son sens de variation en utilisant
l'encadrement (E∗).

5. En déduire que (un) converge, on notera γ sa limite.1

6. Application: On pose Pn = 2 ·
√
2 · 3
√
2 · 4
√
2 · · · n

√
2. Prouver que

Pn ∼n→+∞ 2γ · 2ln(n)

Partie 2:

1. Montrer, par récurrence sur n que ∀(n,m) ∈ N,m 6 n,
n∑

k=m

(
k
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)
=

(
n+ 1
m+ 1

)
2. (a) Montrer que

∀n ∈ N?,∀m ∈ [[1, n]],
n∑
k=1

(
k
m

)
Hk =

m∑
j=1

1

j
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k
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)
+

n∑
j=m+1

1

j

n∑
k=j

(
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)
.

(b) En déduire que

∀n ∈ N?,∀m ∈ [[1, n]],
n∑
k=1

(
k
m

)
Hk =

(
n+ 1
m+ 1

)(
Hn+1 −

1

m+ 1

)
3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N?,

n∑
k=1

Hk = (n+ 1)Hn − n

(b) Montrer que

∀n ∈ N?,
n∑
k=1

H2
k = (n+ 1)H2

n − (2n+ 1)Hn + 2n

Indication: On pourra remarquer que H2
k =

(
k∑
j=1

1

j

)
Hk.

1La constante γ est appelée constante d'Euler


