Correction du TD n 5

x —X

Correction 1 On écrit sh(x) = % = % (1—¢e72*). On a alors :

X

Insh(z) =In (%) +1n (1 —e2)

=z —1n(2)+1n (1_2— em2r)
:$<1+1n(1—e )—111(2))

T
In(1 — e™2%) — In(2
~ . car n( ex) n()—>0

On a donc In(sh(z)) x.

~J
“+oo

Correction 2 On écrit :

zln(z +1) - (z + )ln(z) =zln(z) + 2 (1 + i) — zIn(z) — In(z)
=zl (1 + %) —In(z)

zIn (1 + i)

= ln(z) | —— 22

1
In(x) *
On a donc zln(x + 1) — (x + 1) In(z) o —In(z).
Correction 3 On a
2 2 2
o sqrtl +2x=1+z — (22) +0(x2):1+x—%+0(x2)
(22)?

o 2 =1+ (22) + +o(2?) =1+ 22 + 222 + o(2?)

2

52

2
donc /1 + 2z — €2* = —5% + o(x?) donc /1 + 2z — 2* ~ -
On a sin(y/x) = vz + o(v/x) et In(1 + 24/) = 2y/x + o(y/x) donc

sinyz — In(1 + 2vx) = —Vz 4 o(Vx)

V14 2z — e 5
puis sin /7 —In(1+2y/z) ~ —/z. On en déduit donc ——— ::(1 fz\/z) ~— ””f

donc la limite est nulle.

Correction 4 On a
4

In(1 +2?) = 2% — % +o(z?) = 2% + o(2?),

et sin(z) —tan(z) = z+o(x?) — x +o(2?) = o(z?) donc In(1+22) +sin(z) — tan(x) ~ x2.

On a également e = 1+ + o(x) et cos(z) = 1 + o(z) donc e® — cos(z) = = + o(x)
ce qui implique e® — cos(z) ~ z. On en déduit que

In(1 + 2?) + sin(z) — tan(x) ﬁ

e* — cos(x) x

~ .

. 1
Correction 5 On a — — 0 lorsque z tend vers +oo et In(l + y) ~, o y donc
X

1 1
ln <1 + —> ~Nioo -
x X

Correction 6 On écrit xt =2+ h avec h — 0 quand x — 2. On a

In(z) = In(24+h) = In(2)+In (1 + g) = ln(?)—|—ﬁ—l <ﬁ> +o(h?) = ln(2)+g—%2—|—o(h2).

On n’oublie pas de revenir a x, le DL demandé est

-2 —2)2
In(z) = In(2) + (‘T2 ) _ < ) +o((z—2)?).
On vérifie que le premier terme du DL (In(2) a bien méme limite que In(z) quand z

tend vers 2) et SURTOUT on ne développe pas (z — 2)?

. . . 1 .
Correction 7 On sait que sinz tend vers 0 quand z — 0 donc ————— — 1 ~ sin(z)
1+ sin(z)
puis rln(x) — 1~z car Sin(ﬂ?) ~ z. On a donc
L 1-z+olx)
1 +sin(z) T Or

On sait que e — 1 quand z - 0. Onae®” —e=e(e® "t —1). Comme e” — 1 — 0,
onae® 1—1=e*—1 puis, comme e” —1 = z, on obtient e¢" ! —1 ~ z. En multipliant

par e, on obtient
e (eem_l — 1) ~ ex

e =e+ex+o(x)

d’ou



Correction 8 La fonction est définie pour tout x non nul tel que x(x + 2) est positif Correction 10 On passe a la forme exponentielle : z1/* = exp In(x) Par le
donc sur | — oo, —2]U]0, +o00[. Elle est dérivable sur | — oo, 2[U]0, +o00[ son domaine de x
L .. . 1
définition et on a : théoréme de croissances comparées, lirJ]ra n(z) =0, on en déduit que lirJ]ra z'/* =1,
r——+00 x r——+00
, 1 2+ 2 1 xr — 2 1
fi(x) = ) oz +2)+ 2 /z(z +2) = x(x+2)er. Correction 11 On passe a la forme exponentielle : V% = exp (y/zIn(z)). Par le
théoréme de croissances comparées, lim /zIn(x) = 0, on en déduit que lim V' =1.
On a z—0+t z—0+
2 . 1 . N . 1 In(x)
lim f(z) = lim erzy 1+ = = lim zer = +00, Correction 12 On passe i la forme exponentielle : z'/? = exp ([ ——= ). Comme
r—0+ r—0+ x x—0t x
par croissances comparées et : 1im+ In(z) — o0, on en déduit que lim+ Ve — .
x—0 x z—0
lim f(x)= lim f(x)=+oo0. . o o o L
=+ 00 T———00 Remarque. Ici, pas de forme indéterminée donc pas besoin d’invoquer le théoréme de
croissances comparées.
On a donc le tableau de variations suivant : p
Correction 13 On a 2 > 1 donc, par le théoréme de croissances comparées,
+00 +00 +00
. | 3 1
Correction 14 On a In(z +3) = In(z + 3)e *—————. Par le théoréme de
€% + 12 1+ e—zxf
f(2) 0 f(}/i) croissances comparées, wgrfoo e "z = 0 donc IEI&OW = 1. On a donc
In(z +3) In(z + 3)e”*. O t fai i écrivant In(z + 3)e™* =
Correction 9 Elle est définie lorsque 2% —z3 > 0 ¢’est-a-dire pour & €]—o0, 0]U[1, +o0ol. | e* + 2 e € 1 peut lare meux en ecrivant mir € o
Elle est dérivable lorsque z* — 2® > 0 c’est-a-dire sur | — oc,0[U]1, +oc[. Pour tout . In(1+2) q In(z + 3) .
x €] — 00, 0[U]1, +00], on écrit : et (@) {1+ =y | onadone Zmma ~ e n(a).
1 4 3 Par le théoréme de croissances comparées, lim In(xz)e™ = 0, on en déduit que
g(.I) = €exp — hl(.I - )7 x—+00
4 . In(z + 3) .
d Eril Py =0, on peut donc écrire
on a aonc : x 00
1423 14x — o
g/ (.I) 41 .3 — a3 = 2
4t - 42— In(z + 3) In(z + 3)
Il n’y a pas de forme indéterminée dans les limites, on a donc le tableau de variations In { cos oo a2 =lIn |1+ (cos e 1 )
suivant :
—0
01 on a donc
r = +00 ! In(z + 3) In(xz + 3) .
n|cos | —— ~cos| ——== | —
g'(x) - + er 4 x2 er 4 x2 ’
\ / puis, toujours parce que lim —————= = 0,
z—0 e + 2
p 01 In(x + 3)

et + g2’



puis
1 2
o n(z + 3) _1N_1 In(x + 3) .
€% + 12 2\ er + 2

Enfin, en utilisant ’équivalent trouvé au début, on a

1 (MY ~ —%1112(35)6—21.

2\ e*+ a2
X 2 tan (%)
Correction 15 On a tan(x) = 5 donc
1 —tan® 3

B 2 tan (%) In (tan (%))
N 1 — tan? 5

tan(z) In (tan (g))

Quand zx tend vers 0, le dénominateur tend vers 1 et le numérateur tend vers 0 par le
théoréme de croissances comparées. En passant a ’exponentielle, on en déduit que :

tanx
lim (tan f) =1
x—0 2

Correction 16 On a :

Ve = (Vo) & Vrhr=zln(yz) e he(y/z-2)=0sz=10u2/z =1

S r=1oux=4.
Les solutions sont donc 1 et 4.

Correction 17 Onac®+e' ™ =e+1 & e+ < =e+1. Onpose X = e”, on a alors
X2 —(1+€)X + e =0, le discriminant A = (1 — ¢)? donc il y a deux racines mais une
seule positive: 5, la solution recherchée est donc z tel que e = § soit z =1 — In2.

. 1 . . 1
Correction 18 On a x = 3 racine évidente et en cherchant encore, x = 1

On pose f : x — 2% = exp(rIn(z)). La fonction f est dérivable et Vo € R, on a
f'(z) = (In(x) + 1) z®. On a donc le tableau de variations suivant :

xz |0

o |

+00
1 +00

v

! /()

1 1 1
On a 1 € }0, - [ et f est strictement décroissante donc injective sur cet intervalle, 1 est
e

- . . ) 1 1 .
I'unique solution sur cet intervalle. On a également 3 € |-, 40| et f est strictement
e

croissante donc injective sur cet intervalle, 3 est I'unique solution sur cet intervalle.

1 1

On en déduit que 3 et 1 sont les deux seules solutions de cette équation.
T
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Correction 19 1. Pour tout x € R, on a arctan(z) € ] [ et cos est positif sur

cet intervalle. On en déduit que :

cosarctanx = vVcos?arctanx

1 1
car 1 +tan? = —

a /1 + tan? arctan(z) cos?
On a donc : )
Vz € R, cosarctan(z) = ——.
(@)= 77— —

2. Pour z € [0, x], on a arccos cos(z) = x.
Pour z € [-m,0], on a —x € [0, 7] et cos(—x) = cos(x) donc, d’aprés ce qui précéde,
arccos cos(z) = —zx.
Enfin, pour € R, 3n € Z tel que x + 2nw € [—7, 7], on a alors :

si x + 2n7 € [O7]
si z + 2nm € [—m, 0]

cos arccos(z) = { @+ 2nm
| —(z+2nm)

3. Pour z € [—%, g}, on a arcsinsin(z) = .

3
Pour z € [g, 777}, onam—x € [—g, g] et sin(m — x) = sin(z) donc, d’apreés ce
qui précéde, arcsinsin(z) = 7 — x.

3
Enfin, pour z € R, In € Z tel que z + 2nw € {—g, g], on a alors :

™ T
2 i 2nm € {——,—}
T+ 2nm S1 x + 2nm 53

sin arcsin(z) = 5
(I-2n)r—2z siz+2nmwe {g’;}

Correction 20 Pour z € [—g, g], on a arctan tan(z) = x.

Pour x € R, In € Z tel que v +nw € {—g, g}, on a alors : arctantan(z) = x + nrm par

m-périodicité de tan.



Correction 21 1. Il faut ¢ > 0, v < 1 et /1 —x € [—1,1] ce qui est le cas si
€10,1]. On a:
arcsin(y/r) — arcsin ( %) = arcsin(\/g) — arcsin(v/1 — )

& arcsin(y/z) = § — arcsin(v/1 — x)
Comme /x et /1 —z sont deux quantités positives, on sait que arcsin(y/z) et
arcsin(v/1 — x) appartiennent & [0, 5] donc § — arcsiny/1 —x € [O, g
sur lequel sin est injectif donc :

arcsin(y/z) = & — arcsin(v/1 — x)

& sin (arcsin(y/z)) = sin (5 — arcsin(v/1 — z))
< /x = cos(arcsin(v/1 — x))

Jun

, intervalle

Or, cos est positif sur [0, F], donc

cos(arcsin(v1 —z)) = \/1 — sin arcsin /1 — 2 = /.

La derniére égalité est vraie. Par équivalence, I’égalité initiale est donc vraie pour
tout z € [0, 1].

Correction 22 On pose [ = arctan2 + arctan 3 + arctan 2+ \/_ Comme arctan a

pour image | —Z, Z [ et que v/3 < 2, on a arctan(2) €

359 [ Ceci étant également vrai

] 32
3 3
pour arcsin3 et arctan(2 4+ v/3), on a § € ]77, ;{ Or tan est injective sur } ;T ; {

donc :
B = arctan 2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3)

¢ tan B = tan (arctan2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3)) .

tan(a) + tan(b)

t :
1 — tan(a) tan(b)” % O

En utilisant la formule tan(a + b) =

tanﬂ—i —taunz
V3 6
3 7
Commeﬁe}w,g[,onaﬁ_%.

Correction 23 On remarque que arctan(z) et arctan ont méme signe : positif

lorsque z est positif, négatif sinon. On peut donc affirmer que : = > 0. Cela implique :

s 2z ™
arctan(z) € [O, 5[ et arctan <?> € [O, 5[

2x T 2x
arctan(x) 4 arctan 5 )=7¢ arctan(x) = — — arctan 3
et les deux membres de la deuxiéme égalité appartiennent a }—g g[ intervalle sur

lequel tan est injective. On peut donc raisonner par équivalence :

1 2z

arctan(z) = T — arcta 2 & ta arcta, 2z & 3
I n\xr)= - — ar n{— xr = ni| - — ar n xr =
4 3 i 3 1+ %7

2
o (42 =1-2 a2 2 1-0822+50-3=0
3 3
547
i
xzicarx>0

[ )

< =

L’unique solution est donc x = =

Correction 24 1’image de arcsin est [—g, E], celle de arccos est [0,7] donc, pour

2
qu’il y ait égalité, les deux membres doivent appartenir & [0, g], ce qui impose x > 0.
On raisonne par équivalence :

arcsin(2x) = arccos(z)

sin arcsin(2x) = sin arccos(z)car sin est injectif sur [0, g]

2x = sin arccos(x)

54
=
& 422 = sin® arccos(z)car les deux membres sont positifs
& dxt=1-22
& ba? =

1
& x=-——=carz >0

N
1

L’unique solution est

2
Correction 25 Si x € [—1,1], on a bien e -1,
14 22

deux membres appartiennent a [—7, 7] donc on peut appliquer sin. On obtient :

1], d’apres ’exercice ?7. Les

[\

X

— = sin(arctanz).
T2 ( )
En écrivant sin = cos. tan et en simplifiant tan(arctan(z)) = z, ’égalité devient

2x
1422

= x.cosarctanx



.y . 2 _ 1 .
et comme cos est positif sur cet intervalle et que cos” = Thanz> On a:

1 1
/1 + tan(arctan z) VIt a?

cosarctanx =

2x
1+ 22
2 = /1 + 22 soit x = £/3. Les solutions sont donc 0 et ++/3.

’s . P N . . I .
L’équation est donc équivalente & = Jiz ce qui est équivalent & x = 0 ou

. . ™ . . .
Correction 26 Si x ¢ [—5, 5], cette équation n’a pas de solution car 'image de

arcsin est [—Z,Z]. De plus, cette équation n’est définie que si tanz € [—1,1] soit
™ ™ . L.
x € [—Z, ﬂ On raisonne par équivalence :

arcsin tan(z) = x

& tan(z) = sin(z)car les deux membres appartiennent a [—%, Z] sy
sin(z) .
= sin(z)
cos(z)
< sin(z) =0 ou cos(z) =1
& x=0car x € [_Z E]
272

L’unique solution est x = 0.

1+ sin(z) c

Correction 27 On remarque que Yz € R, —1 <sin(z) < 1 donc [0,1] ce

qui montre que f est définie sur tout R. La fonction f est 2w-périodique, on va I’étudier

{ T 3
sur

—5 ?] On sait que arcsin est dérivable sur | — 1, 1], f n’est donc pas dérivable

oo
lorsque +STIH($) =1 c’est-a-~dire pour = = g[27r]. On sait également que la racine
T
carrée n’est pas dérivable en 0 donc f n’est pas dérivable lorsque ++n(x) =0 c’est-
3

a-dire pour z = —3[277]. On peut donc dériver la fonction f sur }—g, g [ U} g, % [

T s

La dérivée de = +— ++n($) est :
cos(x) 1 B cos(z)
2 1+ sin(z) 4 1 +sin(z)
2 2

. T T 3T
On en déduit que, pour tout = € ] —3 §[U} 55 [ :
cos(x
fa) - =
1 + sin(zx) \/ (1 + sin(:z:))
PRy S
2 2
o cos(x)
24/1 + sin(z)/1 — sin(z)
__cos(z)
~ 2|cos(z)|
Ainsi,
—— siz € -z z[
f'(@) =  xlar
- S1x € 5, 7

r le@'ﬁeggiiglc?gﬁélaﬁ@ﬂigxiste deux constantes a et b telles que :

—x—i—a sixe]fww[
2 2’92
flx) = T b . T 37
PR “6]5’7{

En calculant f(0)

m ™ . . .
R on trouve a = 1 Par ailleurs, f est continue donc continue

en % On a donc f (g) =0 d’ou 'on déduit b = —%. Ainsi, on a :




Correction 28 1. Soit x > 0, alors
1— a2 1
l—z= < ’
1+ 1+
et 5
l—z+a2?= — (o) 1te !
1—(—x) 1+z = 14z

d’ot I’encadrement.
On peut aussi raisonner par équivalence :

1

1—2<
x\1+3:

1—;v—|—x o 1-—22 <1L 14 23

car 1 +x > 0. Le dernier encadrement est vrai donc, par équivalence, on a bien
I’encadrement souhaité.

1
On peut aussi faire deux études de fonctions: g : x +— 157~ 1+ x dont la dérivée
x
vaut )
1 (I+z)*-1
Ve 2 0,d(z) =—————=+1=""""——2>0
PO =T T T Ty

et g(0) = 0 donc g(x) = OVz > 0.
On pose f:x s g(x) — 2. Pour tout z > 0, on a
1 1—-22)(1 21 223 - 322
- oy 02?1 a3
(1+x)? (14 x)? (1+ )2

et f(0) =0 donc f(z) <0,Vx >0

On a donc bien ’encadrement souhaité.

2. Le résultat précédent est vrai pour tout 2 > 0, il est donc vrai pour 2 > 0. Soit
2 > 0. Pour tout t € [0,z], on a

1

1-12<
14 ¢2

<1— 244,

donc, par croissance de ’'intégrale :

T T 1 x
/nl—ﬁdtg/‘ QdL\/]:%2+#dt
0 o 1+t 0

z3 x> ad

x—ggarctan(x)gx—?—i—g

d’ou

3. Ona

$3 ZZ?5
0 < arctan(z) —z 4+ — < —
3 5
donc
23
_ arctan(z) — x + 3 _ 22
0 X .’.133 X g
Par le théoréme d’encadrement, on a
3
x
arctan(z) — x + —
lim 3 3 = 07
z—0 xT

3

donc on a bien arctan(z) = x — % + o(x?).

Correction 29 On commence par déterminer la limite de ce qu’il y a dans la parenthése
en calculant un équivalent du numérateur et du dénominateur. On écrit z2e® —In(1 +

2/7) = 22 + o(2?) — /T + o(x\/T) = —;v\/_—l—o(ac\/_) donc 2%e® — In(1 + z/T) ~
—xz+\/z, puis 1+ x — cos(x )—1+2+0( )—1+7+0( )—54—0( x), on a donc
\/1+:v—cos(:1c)~g. On en déduit que

—In(1+ z/x)
vV1+zx —cosz

donc la limite est nulle. Ainsi, on peut écrire :

~ 2V/z,

ta (I26 —ln(1—|—x\/5)> x2e® —In(1 + 2/7)
n )
vV1+x—cosz vV1+x —cosz

puis

2e? — In(1
tan (:1: c ul —I—x\/f)) ~ 2\/T.
VvV1+x—cosz

1. Pour
1, on

Correction 30 La racine carrée est définie pour 22 — 1 > 0 c’est-a-dire |z| >
< —1,0on ax=—va? donc z + V22 —1 <0 et le In n’est pas défini. Pour z >
az+vx?2—12>1 donc le logarithme est bien défini. On écrit :



ch(In(z + va? — 1)
1
_ 5 (em+\/12 + e—m—\/mz 1
_ 1 w+\/w2 + 1
) er+Vr2—1
1 1
= slr+va?-1+ )
2 r+vVr? -1
1 — V1 — a2
= 3|® +Vx2 -1+ % en multipliant par la quantité conjuguée
2 —
1
= 5 (x—|—\/x2—1—|—:1:—\/:172—1)
=z

L ch ((In(z+ Va2 -1)) ==

On en déduit que pour tout = >

Correction 31 On raisonne par équivalence :

ch(z) =2 e +e " =4 e* — 4 +1=0.

On reconnait un polynome de degré 2 en e® dont le discriminant vaut 12. Il possédent
deux racines positives 2 & v/3, les solutions sont donc In (2= \/5)

Correction 32 On raisonne par équivalence :

3ch(z) +2sh(z) =3 < 3(e*+e %)+ 2(e®” —e™ %)
& 5" +e P —-6=0

& 5% —6e” +1=0

On reconnait un polynoéme de degré 2 en e* dont le discriminant vaut 16. Il y a deux

1
racines : 1 et = donc les solutions sont z = 0 et x = —In(5).

Correction 33 On sait que 1+ 22 > |z| donc V1422 > z et V1+ 22 > —x. Les
expressions sont donc définies pour tout R. On remarque ensuite, grace a la quantité
conjuguée, que

1

Vi+z2?2 -2

1+2%2=

d’ot1 'égalité en appliquant In.
Remarque. On peut aussi écrire directement :

In(z+vV1+2?)+In(Vi+a22—2) =h((z+V1+22)(V1+2%2—2))
=In((v1- :1:2)2 — 2?2 =1In(1) = 0.

Correction 34 Elle est définie sur tout R car ch ne s’annule pas. De plus, elle est
impaire en tant que quotient d’une fonction impaire et d’une fonction paire. Elle est
dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas et on a :

ch?(z) — sh?(x) 1
ch?(x) ~ ch¥(z)

Vr € R, tanh’(x) =

La fonction est donc strictement croissante sur R.
Remarque. On a également, Vo € R, tanh’(z) = 1 — tanh®(z).

Pour le calcul des limites, on écrit :

R N QPR 2
tanh(z) = el TR
on a alors zkﬂr—loo tanh(x) = 1 puis, par imparité de la fonction, Emoc tanh(z) = —1.
Correction 35 On a
e sin(z) = x + o(2?) et sh(z) = z + o(z?) donc sin(z) — sh(z) = o(z?).

2 2

x3) et ch(z) = 1+%+0(x3) donc cos(x) —ch(z) = —2%+o(x?).

Ainsi,
sin(z) —sh(z)  o(2?) ~ o(x?)/a?
ch(z) —cos(z) —a2+o0(x2) 1+ o(x?)/z?’
o(x?) .
avec p — 0 donc la limite est nulle.
. 1 1
Correction 36 Onpose x =1—havech — 0". Onal+z=2—het T =5
—x
1 2—h
On a ln (1 i_ i) =In (T) =1n(2 — h) — In(h) ~ —In(h) car hliﬂr{)l+ —1In(h) = 40

et lim In(2 — h) = In(2).
h—0
On a également 1 — 22 =
h(2 — h)
1—h

h(2 — h) ~ 2h lorsque h tend vers 0. On en déduit

2—h
que 1n< - ) ~ —2hlIn(h).. Par croissances comparées, cette limite est

2 — 2 —
nulle lorsque h tend vers 0. On en déduit que lim M2 — 1) 1n< - h) = 0 donc

h—0 1—h
2
ln(1+x)20.
1—=z

1—2x

lim
x—1 xT



Correction 37 On a sin(z) = x + o(x)? donc s1n2( ) = 2% + 2wo(2?) + o(a?)? =
22 4o(z3)+o(z*) = 22 +o(x?) et In(14+-22) = 22 4-0(x?) donc In(1422) —sin?(z) = o(x?).
Onae® —cos(z) =1+z+o0(x) — 14 o(x) =z + o(z) donc e” — cos(x) ~ x.

On en déduit que

In(1 + z2) — sin’(x) B o(x?) B o(z?)/x
e? — cos(x) Cz+o(x)  1+o(1) -0

Correction 38 On sait que sin(x) — 0 donc e™(®) — 1 ~ sin(z) puis @) — 1 ~ z et

enfin
) 2
(esm(w) _ 1) ~ ZC2
On a donc )
(esin(m) o 1) — 1'2 +O((E2).
De méme, sin(x) — 0 donc 2 tan(sin?(z)) — 0, on a donc

In (1 + 2tan(sin®(z))) ~ 2tan(sin®*(z))

~ 2sin® z car tan(y) ~y_o Y

~ 2z% car sinx ~,_,0 222 donc sin®(z) ~ 22
On a donc In (1 + tan(sin®(z))) ~ 222 d’ot

In (1 + 2tan(sin®*(z))) = 22% + o(2?)
Correction 39 Elle est bien définie et dérivable et sa dérivée vaut :

fl(x) = <— In(z +1) — ILH) exp (—zln(z +1)) = — ((x + 21) lf(f)ji) + x) _

La fonction est donc strictement décroissante sur R™. Il n’y a pas de forme indéterminée
pour les limites, on a donc le tableau de variations suivant :

z [0
1

+00

.

f 0

Correction 40 On écrit :

Vad+a2—r=x f’/l—i—l—l 1—|—i—|—0 ! -1 :14_0 E .
x 3z 22 3 x

On en déduit que :

1
lim \3/1:3—}—5[:2—:[::5

r—+00

3
lim (Inz)
xr——+00 €T

=0.

Correction 41 Par le théoréme de croissances comparées, on a

Correction 42 Par le théoréme de croissances comparées, on a lim z3Inz = 0.
r—0+4

1\” 1
Correction 43 Ona lim (=) =0donc lim (z) =0.
Tr— 400 2 xr——+00 xz

Remarque. A nowveau ici, pas de forme indéterminée.

Correctzon 44 Onremarque que ¢ 4 < i et 7 2 5 <3 donc arcsin = +arcsm— <5F+5=
. On raisonne par équivalence :

5

arcsin(z) = arcsin 2 + arcsin 33

; 5 . R T
& x=sin (arcsm + arcsin ﬁ) car les deux membres appartiennent a [—5, 5}
& =% cos arcsm 13 08 arcsm
4 |
& 3 1-— 13 — | =) car cosarcsin > 0 donc cos = v/1 — sin?
N _ 63
65
. . 63
L’unique solution est z = T

Correction 45 On écrit :
tan arcsin(z)
sin arcsin(z)
cos arcsin(x)
x . . [ T ”»
= ———————car arcsin appartient & [—5, 5} sur lequel cos est positif

\/cos? arcsin(z)

X

\/1 — sin? arcsin(z)

x
V1—22

On a donc, Vz €] — 1, 1], tanarcsin(z) = <

VI—22

Correction 46 On commence par regarder pour quelles valeurs de x cette équation
est définie. arcsin étant définie sur [—1, 1], on doit avoir z, 2z et v/3z dans cet intervalle,
ce qui impose z € [—3, 3]. On a alors arcsm(x\/—) [—g, Z] et arcsinz € [—¢, ] donc
arcsin(zv/3) + arcsin(z) € [—Z, Z]. Le sinus étant injectif sur ce segment, 'égalité est
équivalente a :

sin(arcsin(22)) = sin(arcsin(zv/3) + arcsin(z))



ou encore a :
22 = z cos arcsin V3 + zv/3 cos arcsin .

On a donc x = 0 solution évidente. On simplifie les cosinus qui sont positifs et donc

égaux & /1 — sin? et on trouve :
2=11-322+V3/1 22

Ensuite on procéde par équivalence:

2=+1-322+3V1 - 22
& 4=(1-32%43(1—2?) +2/3(1 —32%)(1 — 22)
& V32?2 = /(1 - 322)(1 — 2?)

< 3zt =1— 422 + 3z*

ozl =

Sr=+—.

) e

! t
—et——.
2

5)

13

11
Les solutions trouvées appartiennent bien a {—5, 5} donc les solutions sont 0,

. . ™ . . ™ )
Correction 47 On a arcsin(1) = 5" L’équation est équivalente & 5 —aresin (

0,X

5
arcsin(z). Le membre de gauche étant positif, puisque arcsin (ﬁ) € ] 5

[, on en

déduit que arcsin(xz) > 0 donc « > 0. On raisonne par équivalence :

T arcsi > + arcsi
— = arcsin -_— Ircsin xr
2 13

T

— arcsinx = arcsin —3

T .
sin (5 — arcsin :c) = l—Scar les deux membres appartiennent a

—

1
cos? arcsin(x) = {3 ¢ar cos arcsin > 0

cos arcsin(z)

S A 2

12
L’unique solution est donc TR

(

1—=z

Correction 48 1l faut = # 0,

> 0et 2z — 1€ [-1,1] ce qui impose z €]0,1].

) E]O,g[donc 2arctan< ) €
[0, 7].

On suppose donc z €]0, 1] et on raisonne par équivalence :

1_
2 arctan (1 / _x) + arcsin(2x — 1) = g
T

g — 2arctan < x) = arcsin(2z — 1)

—x 1—2x 1—x

Comme

T T

> 0, on a arctan( .

=
x
. ™ 11—z
& 51n<§—23,rctan< >>:2x—1
car les deux membres appartiennent a —503 [ sur lequel sin est injectif
1—
& cos (2&rctan< I)) =2r—1
x
9 1—=x
& 2cos” arctan —1=2z—-1
x
2 1
& 5 = 2zcar cos® = ———
( 1 > 1+ tan
—x
1+
x
2
e — __n
z+1—=x
S ==

: 7 dernierm Asalitéftatkatipie, on a montré, par équivalence, que I'équation est vraie
r tout z €]0, 1].

Remarque. On a d’abord réécrit I’équation de fagon a ce que chaque membre apparti-

: 2

enne a [—57 5
Correction 49 On pose g : © — 2xv/1 — 22. Elle est définie sur [—1,1] et dérivable

422
g =2vV1—-122— —
sur | — 1,1 avec, Vz €] — 1,1], 201 — 22 21— 22
- VI—22

On a donc le tableau de variations suivant :



S

= ﬂl»—-

\/\

On en déduit que Vz € [-1,1], g(z) € [—1,1] ce qui montre que f est bien définie
sur [—~1,1]. Elle est dérivable lorsque 1 — 22 # 0 et 2zv/1 — 22 # +1 donc sur | —

Llh{ }.Pmmumtxey-L1m{i;%},mla:

g'(z) 2(1 - 22°)
VI—g2x) V1—-22/1—422(1 —a?)

Onal—42? (1 —2?) =4z* — 422 + 1 = (1 — 22%)%. On obtient donc

9

1
4+

V2

f'(x) =

2 2
S — sil—222>0 S size |—
Ploy = —20=200) ) VT Vi-g?
V1—x2|1— 222 2 sinon 2 size|—
1—=x V1—22

¢a n’est demandé (pourquoi????) mais on pourrait évidemment ne pas s’arréter 1a et

déterminer une expression simplifiée de f.
1
:
c

V2
don

On remarque tout d’abord que f et 2arcsin ont des dérivées égales sur

1
%7
(

les deux fonctions sont donc égales & constante prés. On a f(0) = 0 = 2arcsin(0)
v e} L {f() 2 arcsin(z)
T ——,— |, f(x) = 2arcsin(x).
V2 V2

S
V2

E

Par ailleurs, f et —2arcsin ont méme dérivée sur les intervalles }—1, —

1
] %, 1 {, il existe donc deux constantes c; et ¢y tel que
1, 1
\/_

1 {
,1
V2

—2arcsin(z) +¢;  six €

|

[\

f(z)

—2arcsin(z) +co siz €

3
On évalue f en —5 et on —, on obtient

V3 . \/T . V3 ™ V3
o f <_T = arcsin [ —V/3 1] = arcsin 5] =3 t f 5] =
—2arcsin <—\/7§> +c = 2—7T + ¢1. On en déduit que ¢ = —7.

3
V3

V3 . m
0f<7):arcsm<2>:§

On en déduit que cy = 7.

27r+
—— + Co.
3 2

et f (?) = —2arcsin (?) + o =

Ainsi, on a .
—2arcsin(z) —m  siz € —1,1—71§ {
f(z) = < 2arcsin(z) six e —1—2, 7 [
—2arcsin(z) + 7 siz € 7 1 [
1IEn * = 1, 0on a f(1) = arcsin(0) = 0 et —2arcsin(l) +7=-2x 5 +71=0

VB2
1

—1, on
1

Ao

F(=1) = arcsin(0) = 0 et —2arcsin(—1) — 7 = —2 x (—g) — 7 =0.

, on a bien
1 T s 1
—2arcsin| —= | +7=-2X —+7=—= =2arcsin | —
(7) 4= = 2arin  5)

1
et de méme en ~ % (heureusement vu que f est continue !I).

On obtient donc

1
—2arcsin(z) — 7 size |—1, VG
f@) =L 2aresinta)  siwe |-z
x) = 4 2arcsin(z ize |——,—
V2 V2
1
—2arcsin(z) +7 sixe |—,1
() 7
Correction 50 1. La fonction est définie sur | — 1,1[ et dérivable sur son domaine
de définition. Pour tout €] — 1,1, on a :
V1—1x2+ L
2v1 — a2
(@) 1— 2 1— 22+ 22 1
€Tr) = = - .
14 z? V1—2? V1—a?
1— a2

10



2. Pour tout x €] — 1,1[, on a f/(x) = arcsin’(z) donc il existe a € R tel que Va €
] = 1,1, f(x) = arcsin(x) + o. Comme f(0) = 0 = arcsin(0), on en déduit que
a = 0donc Vz €] — 1,1], f(x) = arcsin(z).

3. Soit = €] — 1,1, alors il existe u € }—g,%[ tel que x = sin(u). On a alors
V1—22 = /1 -sinu = cos(u) car cos est positif sur ]—g,g[ Ainsi,

x  sin(u)
V1—22  cos(u)
On a donc tan(f(x)) = tan(arcsin(x)) ce qui implique, par injectivité de tan sur
} —g, g [, f(z) = arcsin(z).

= tan(u) = tan arcsin(x).

Remarque. On peut aussi montrer que l’égalité f(x) = arcsin(z) est équivalente,
2z 2z

V1—2z2 - V1—2z2

cela suppose que l'on connait l’expression de f.

en appliquant tan, a ce qui est toujours vrai, et conclure mais

Correction 51 On a cos(z) — 1 — 0 donc sin(cos(z) — 1) v cos(z) — 1 et cos(x) — 1 I~
2 2

—% d’ou sin(cos(z) — 1) i

~ ——

o 2
2
On sait, de plus, que v1+ 22 —1 ¥ % On en déduit que :

sin(cos(z) — 1)
m ——
250 1122 -1
2
Correction 52 On a V1 +22 — 1 > % et In(1 4 sin?(x)) ~ sin?(z) N 22, On en

=—1.

L Vi+z2 -1 1
déduit que ——————— ~ -, donc:
In(1 4 sin®(z)) 0 2
V1i+z2 -1 1
m ————— = —=.
@—=0 In(1 + sin®(z)) 2

Correction 53 On a :
2sh(x) + ch(z) =5
& 2 —2e T+ 4e "
& 3e?® — 6e” — 1 = Oen multipliant par e®

On reconnait alors un polynéme de degré 2 en e* dont le discriminant vaut 48. Les

3+2V3

racines de 3X2 — 6X — 1 sont L’exponentielle étant toujours strictement

3+2V3 3+2v3
————dotz=In| — |.

positive, I’unique solution est e = 3

3

11

Correction 54 1. On sait que ch?(z) — sh?(z) = 1 donc :
g(x) =0 < ch?®(x) — 1 —ch(z) — 1 =0 < ch?(z) — ch(z) —2 =0.
On pose X = ch(x), alors :
X2 X 2=02(X+1)(X-2)=0&X=-1louX=2
Comme ch(z) > 1,Vz € R, on ne peut avoir ch(x) = —1, donc :
g(x) =0 < ch(z) =2.
Il suffit donc de résoudre ch(z) =2. On a :
ch(r) =2 " +e*—4=0se* —4e” +1=0.

On pose Y = e*, alors Y2 —4Y +1 = 0 a pour racine Y = 24 +/3, ce qui implique
x = In(2 £ v/3). Les solutions de g(z) = 0 sont donc In(2 & v/3)

. La fonction g est dérivable sur tout R de dérivée :
g'(z) = 2sh(x)ch(z) — sh(x) = sh(z)(2ch(z) — 1).
Comme ch(z) > 1,Vz € R,on a:
2ch(z) =120,V € R
et le signe de ¢’(x) dépend donc du signe de sh(z). Ainsi,
Jd(x)=>0sx>0.

On a le tableau de variations suivant :

3. On a g(0) = —2 < 0 donc —2 répond a la question.



sh(z)

Correction 55 On pose f:x+— e — 1 — 2. La fonction f est dérivable sur Ry et

Vo € Ry, f/(z) = ch(x)eSh(m) —1.
Pour tout > 0, on a sh(z) > 0 donc eSh(z) > 1 et comme on a également : Vr >
0,ch(z) > 1, on en déduit que Yz > 0, f’(x) > 0. La fonction f est donc strictement
croissante sur Ry. On a f(0) = 0, on peut donc affirmer, comme f(0) = 0, que :

Yz >0, f(x) >0,
ce qui montre l'inégalité souhaitée.

Correction 56 On remarque que ili% sin(v/1+ 2z — 1) = 0 donc
In (sin(v/1+ 2z — 1)) ~ sin(v/1 + 2z — 1).
Onaiiglox/l—&-—%—120donc
sin (VI+2z—1) ~vV1+2z— 1.

Enfin, /1 4+ 2z — 1 ~ z. Ainsi, un équivalent de In (1 + sin(v/1 + 2z — 1)) en 0 est x.

Correction 57 On commence par regarder ce qu’il y a dans le In. On a

1+
1—2x

=(1+2)(1+z+o0(x)) =1+ 2x+ o(x).

. 1+ .o e .
On en déduit que In <1 I) ~ 2z. On peut aussi, si on préfére, écrire

In(l+2) —In(1 —z) =0+ o(x) — (—z + o(x)) = 2z + o(x).

w(12)

. . 1. 3 .
Correction 58 On écrit sinxz — v/3cosz = 2 (5 sinx — g cos(a:)) = 2sin (x - %)

Onal—z2~1donc

2 1+

1—=x

1—x 2x

=2

x x

La limite cherchée est donc 2.

s T
On sait que sin (:10 — §> ~T— 3 On en déduit que :
3
7T
T — =

(+—3)

(3z — ) cos(z) .

sinx — \/§cosz
(3x — ) cosx

wld @

@l

3cos(z)

sinx — \/gcosx

(3x — m) cosx

Wl >

1 4
Or, lim cos(z) = = d’ott lim = —. On a donc

wly 2

12

r+1

xz+1
Correction 59 Pour tout z > 0, on écrit ln(x)/ etdt < / e'In(t)dt < In(z +

x+1
1) / et dt, d’oi1, en calculant les intégrales :
x

x+1
In(z)(e” T — %) < / e'In(t) dt < In(z + 1)(e* — ).

Comme In(z + 1) ~ In(x), on en déduit I’équivalent souhaité.

Correction 60 On note o = arctan § + arctan § + arctan 3. Les réels 1, £ et & sont
tous inférieurs a LB donc, par croissance de arctan, arctan 3 < arctan\/ig = Z et de
méme pour arctan% et arctan %. On a donc :
g T T_T
6 6 6 2’
S v
et a > 0. Comme tan est injective sur ]O, 3 [, on a:
o = arctan  + arctan £ + arctan 4
& tano = tan (arctan § + arctan + + arctan §) .
tana + tanb
On sait que tan(a + ) = ——— . Donc :
d ( ) 1—tanatanb
. % + tan(arctan 1 4 arctan §)
anq = .
1 — 3 tan(arctan £ + arctan §)
1 1 1,1 1.1
Or tan(arctan = + arctan =) = >—5- = 1. On a donc tana = 2—% = 1.
5 8 1-11 1-11
s T
Commeae]o,—{, onaa=—.
2 4
Correction 61 1. Soit x €] — 1,1]. On raisonne par équivalence.
T T ow
On a z €] — 1,1] donc arctan(x) € }—Z,Z[ d’ou 2arctan(x) € }—5, 5[ Par

T
272

que les deux membres de ’égalité & montrer appartiennent & 'intervalle }

[. On en déduit

|

2x
définition de la fonction arctan, on a arctan < 1—2> € ]
—x

™ T

23
sur lequel tan est injectif. On a donc :



. . 27
Pour déterminer K», on peut prendre z = v/3. On obtient —

2arctan(x) = arctan (

2x
1—22

—g + K2 d’ou

z + 7 2= On peut aussi faire tendre = vers +oo ce qui implique Ky = 7.
< tan (2arctan(z)) = tan (arctan (1—2>> car tan est injective sur ]—;—, 5 [
— T 4
< tan(2arctan(z)) = 2 5 Pour déterminer K, on peut utiliser 'imparité des deux fonctions et en déduire
—z _ ) .
- 2tan arctan(x) car tan(a + b) tana + tanb que K, K5. On a montré que :
= an(a =
1 —tan? arctan(z) 1 — a2 1 —tanatanb
o e 2z 2 arctan(z) = arctan < 2) -7 siz<-—1
1—22 1-—22 l—w

2x

La derniére égalité est vraie pour tout x €] — 1, 1[. Par équivalence, on en déduit 1— 22

que pour tout x €] —1,1[, on a :

. Les deux fonctions sont

2arctan(z) = arctan ( size]—1,1]

)

>—|—71' siz>1

2x

2 arctan(x) = arctan (1— 2

2 arctan(x) = arctan <1 2
2

Correction 62 La fonction est 2m-périodique. D’aprés 'exercice 19, on a :
. On pose f(x) = 2arctanx et g(x) = arctan

T
22

e Six € [—m,0], alors arccos cos(z) = —zx.
dérivables sur R\ {£1} donc sur | — 1,1[. Pour tout = €] —1,1], on a :

e Siz € [0, ], alors arccos cos(z) = .

2
f/(‘/'[:) = 1 + .IQ
e Si x € [m, 27, alors arccos cos(x) = 27 — z.
et
2(1 — 2?) + 4a? D’aprés ’exercice 19, on a :
J2) = (1-222 _ 2(1+2%) _ 2(1+2?) r—z size [_W, _Z}
o \2 (1—22)2+422  (1+a2)2 2
14+ [ —— .. - . ™ ™ L. .
(1 _ ;v2> arcsinsin(z) = ¢ « six e [—5, 5] On en déduit que :
__2 i
1+ 22 ™= Sl$€|:§,7T:|
. I ™
On a donc Vz €] — 1,1, f'(z) = ¢'(z), il existe donc K; € R, Vz €] — 1,1], —m—2r siz€ __71"_5]
f(z) = g(z) + Ky. Pour z = 0, on a f(0) = g(0) = 0 donc K; = 0 et les deux 0 szel-T 0}
fonctions sont égales. flz) = - 2
. On reprend le calcul fait & la question précédente. La fonction f — g est de dérivée T SLT €15, 77}
nulle, elle est donc constante sur chaque intervalle ou elle est dérivable. Il existe T size E’ W}
donc deux constantes K7 et Ko telles que : L2

v 6] - OO,—l[,f({IJ) = g(:z:) + K,

et
YV €)1, +o0l, f(z) = g(z) + Ka.

13

On compléte par 2m-périodicité de la fonction :



[ ]

3
2

I

3

3
N Ne

Correction 63 On sait que ch(z) > ch(0) par parité de la fonction ch donc I’équation
n’a pas de solution pour a < 1. Si a > 1, on passe & l’expression exponentielle et
on cherche & résoudre e® + e™® = 2a ou encore e?® — 2ae® + 1 = 0. On calcule le
discriminant de ce polynome de degré 2 en e, on trouve 4(a? — 1). Il est positif ou

206 +2va? -1

nul, les racines de ce polynéme sont donc > =a++va? — 1. On en déduit

que I’équation ch(z) = a admet comme solutions In (a £ v/a? — 1) (et cette solution est
unique si a = 1).

Correction 64 On raisonne par équivalence :

sh(z) =a e — e ® =2a & e —2ae” —1=0.
Le polynéme de degré 2 en e® a pour discriminant 4a® + 4. Il est strictement positif
w =a++Va®+1. Comme

a—+a?+1 <0, on ne peut avoir e* = a—+v/a? + 1 donc 'unique solution de I’équation

est In (a—|— va? + 1).

Remarque. L’application © — In (CE + vV + 1) est l’expression de la bijection ré-
ciproque de sh.

donc le polynéme a deux racines distinctes :

Correction 65 On raisonne par équivalence :

sh(z) = ach(z) o e*—e* =qa(e*+e%)
s (1—-a)e*=(1+a)e ™
& (1-a)e* =1+a.

14+a

Si a = 1, il n’y a pas de solution. Si a # 1, on doit résoudre e2* = T . 1I faut que
—-a
% Soit strictement positif, ce qui est équivalent & (1 + a)(1 —a) > 0, on doit donc
—a
1
avoir @ €] — 1,1[. Sia €] —1,1[,on a 2x—ln<1+a> d'ott z = In/1£2.
—a
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