Correction du TD n 6

Correction 1 On raisonne par équivalence. Soit z € C. Alors

e —1] = |z +1]

& |z —1]2 = |z + 1|2 par positivité du module
& (z-1)z-1=(z+1)z+1

& 2Z2—z—-Z+1=z22+2+7Z+1

& 2(242)=0

& 4Re(z) =0

& zeiR

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 2 On raisonne par équivalence. Soit z € C. Alors

o= 1] = s — i
|z — 1]? = |z — i|? par positivité du module
(z=1(z-1) =(z—-i)(z—1)
2Z2—z2—zZ+1=zz+1iz—1iz+1

—(2+%) =i(z —2)

—2Re(z) = i(2iZm(z)

Re(z) = Im(z)

teoee e

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 3 1. Soit z € C. On va raisonner par équivalence:

; 1 ; 1

h(z) eR @Z(ler ):Z(IZJF )

— 2 —

Si(z+1)(1-2)=—i(Z+1)(1 —2)

Sz—kP+1-z=-Z2+2>-1+=2
s2iz2=2e2¢€U.

z
—1

On a montré h(z) e R< 2z € U.

2. On va mettre h(z) sous forme algébrique.

i(z+1)

1—2
. V(1 — =
= Wen multipliant par 1 — %
—z
i(z—|zP+1-2
11—z
i(1— |2]? 4 2iZm(z)
1= =2
—2Zm(z) +i(1 — |2]?)
[1—z[? '

1— |2
On a Im(h(z)) = TR donc

Im(h(z)) >0< |z| < 1.

Correction 4 On raisonne par équivalence :
2i\" 2i ik
(” ,’) 1 & Tkelon-1f), i = e
z—t z—1
< Jkeon—1],z+2i=(z—i)e n
= ake[|0,n—1|],(1—e2i’f”)z:—i(2+e2i’f")

Si k=0,iln’y a pas de solution. On a donc k € [|1,n —1]] :

i(2+e2m)
2\ " B )
(” Z) 1 eWe[ln-1r=— 2

z—1 1-e

2ikm
i(2+¢%)
Les solutions sont donc les complexes de la forme —EE pour k variant de
en —

lan-—1.
Correction 5 On écrit :

e+ 2P +z—2P=C+2)z+2)+(z—-2)(z—2)
= (2+2)zZ+7Z)+(z-2)(z-7)
= |22+ 22422 + 2P+ |22 — 27— 27 + |2
= 2(lzP+ ZP).

On a bien ’équivalence souhaitée.

Correction 6 1. 11 suffit de montrer que Vz € U,1 —az # 0. On suppose par
I’absurde qu’il existe z € U tel que 1 —a@z = 0. On a alors az = 1 d’ot, en
prenant le module, |@| = 1 ce qui est absurde. On a montré que f est bien
définie.



2. Soit z € U. On raisonne par équivalence :

z—a
FOI=1 @i -1
& |z —a|l =11 —az|
& (z—a)Z—a)=(1-az)(1—az)
& 2Z—az—az+aa=1—azZ—az+ aazz
& |21* + |al* = 1+ |2[|al?
& 1+ a*> =1+ |af?car 2| =1

La derniére égalité est vraie donc, par équivalence, la premiére l'est et f(z) € U.

3. Soit a € U. On raisonne par équivalence :

z—a
f@)=ae T, ¢
& (z — ) a(l —az)
& z1l+aa)=a+«
& z= ata car 1 +az # 0 d’aprés la premiére question
14+ aa
@
Par analogie avec la question précédente, on montre que — ’ =1 ce qui
ax
montre que 1’équation f(z) = o admet une solution dans U donc f|Y est bijec-
. e L P a—+z
tive. Sa bijection réciproque est définie par z T3
az

1. D’aprés la factorisation par I'arc moitié, on a
z‘(P;q)) — 9cos <p ; q) ei(p;q) .

e’ + ' = 2cos (%) ei(pi;q).
2. En prenant la partie réelle de ’égalité trouvée a la question précédente, on
obtient :
- +
cosp + cos g = 2cos (I%) cos ((p 5 q)) .

En prenant la partie imaginaire, on obtient :

sinp + sinq = 2 cos (p;q) sin <(p—;Q)> .

Correction 7

; ; i(pta) i(p—q) _
e?4+el=¢e 2 (e z  +te

On a donc :

Correction 8

0 gécrit = avec z = pe'®, on a alors u = e~2'®. On

ISR

Analyse :On suppose que u = e

a donc 0 = —2a[27] donc o = —g[w].

Synthése :Etant donné v = e

i0 . €i9/2 0
. on peut écrire u = g3 = S avec z = e~ 0/2. On
=

a montré I'implication souhaitée par analyse/synthése.

ISR

Correction 9 1. Les racines carrées de —2 sont +iv/2.

2. Les racines carrées de i = e2 sont fea .

3. On écrit 1 +1¢ = \/56% donc les racines carrées sont i{‘/ﬁe%ﬂ.

1—iV3 . . ix
4. On écrit — = ¢~ 3 donc les racines carrées sont e~ 6 .

5. Il n’y a pas de forme trigonométrique simple de 3 + 44, on cherche donc ses
racines carrées sous la forme a + ib avec (a,b) € R%. On a a® +b* = |3 + 4i| =
5,a2 — b* = Re(3 + 4i) = 3 et 2ab = Im(3 + 4i) = 4 d’ott a = +2 et b = +1.
Comme ab > 0, les racines carrées de 3 + 4i sont £(2 + 4).

6. Il n’y a pas de forme trigonométrique simple de —3 + 44, on cherche donc ses
racines carrées sous la forme a +ib avec (a,b) € R%. Onaa®+b? = | -3 +4i| =
2 b = Re(—3+4i) = —3 et 2ab = Im(—3 + 4i) = 4 d’ott a = +1 et

b= £2. Comme ab > 0, les racines carrées de 1 + 2i sont £(1 + 23).

2ikn

Correction 10 Les racines 5-iémes de I'unité sont e~ 5 pour k variant de 0 a 4.

Correction 11 On commence par mettre 1 — i sous forme exponentielle :

l—i:\/ie_%.

im y 2ik7 _im
T = Y2 45 +2kn

Les racines 5-iémes de 1—3 sont donc v/+/2e~
de 0 a 4.

* pour k variant

Correction 12 On écrit —2 + 2i sous forme exponentielle :
—2 4 2i = 2V/2¢°F
5 2\/5632167_,’_24;:%

Les racines 5-iémes de —2 + 2i sont donc = V8e t75" pour k

variant de 0 & 4.

Correction 13 Analyse: Soit z une solution.
|2|5 = |2| impose |z| = 1. On a donc :

Si z # 0, D'égalité des modules

tee



ikm

On sait que les racines 6-iémes de 'unité sont T = e's , k €1]0,5].
Synthése: z = 0 et solution et si 25 =1, on a |z| =1et 25 =7%.
On en déduit que ’ensemble des solutions est :

{e%k € [[0,5]]} U {0}

Autre méthode:
z = 0 est solution. Soit z # 0, on écrit z = e’ avec # € Ret r > 0. On a

= T565i9

r=r
=4
50 = —0[2n]
{r =1
~ m
=0 [E}
On en déduit que ’ensemble des solutions est :

{e““T”,ke [[0,5]]}u{0}.

5 0

2> =Z =re"

Correction 14 Le discriminant vaut —3 donc les solutions sont %@

Correction 15 Le discriminant vaut —12, les solutions sont i}r@.

Correction 16 On pose Z = 22, il faut alors résoudre I’équation Z2+8Z +160 = 0
dont le discriminant vaut (24i)? et les solutions sont —4 4= 12i. On doit maintenant
chercher les racines carrées de ces deux solutions. On cherche les racines carrées de
—4 + 12i sous la forme a + ib avec (a,b) € R%. On a :

a2+ = 410
a?—v = —det |,
2ab = 12

Cela implique @ = +v/2v10—2 et b = £v/2v/10+ 2. Comme ab > 0, les racines

carrées de —4 + 12¢ sont

+ <\/2\/10 — 2+i\/2\/10+2) .
De la méme maniére, on trouve que les racines carrées de —4 — 124 sont

i(\/2\/ﬁ—2—i\/2\/ﬁ+2>.

On en déduit que les solutions de ’équation sont

i(\/2\/ﬁ—2+i\/2\/ﬁ+2> et i<\/2x/ﬁ—2—i\/2x/ﬁ+2>.

1+20+1

Correction 17 Le discriminant vaut 1, les solutions sont soit i et 1 +1.

Correction 18 Le discriminant vaut —3 + 4¢ dont une racine carrée est 1 + 2i
(d’apres I'exercice 9). Les solutions sont donc, aprés simplification, 1+ 14 et 2 + 3i.

Correction 19 Le discriminant vaut —75 — 100i = —25(3 + 4¢). Pour en trouver
une racine carrée, nous allons chercher une racine carrée de 3+4i. D’aprés I'exercice
9, une racine carrée de 3 + 4i est 2+ i. On a alors 5i(2 + i) = —5 + 107 une racine
carrée du discriminant. Les solutions sont donc, aprés simplification, —2i et 5 — 124.

Correction 20 1. On a u+ v = —1 car la somme des racines 7iémes de 'unité
vaut 0 et u? = u + 2v.

2. On en déduit que u vérifie u?> +u + 2 = 0. On cherche les racines de cette

—1+4V7
équation, on trouve —\/— Reste a encadrer la partie imaginaire de u pour
.. .. . 8T . 4r
savoir si elle est positive ou non. On a —— < sin - <O0et - < sin - <1
donc la somme des deux sinus est positive, on en déduit que
2 47 8 VT
sin — +sin — +sin — = —
7 7 7 2
‘ 10
Correction 21 On pose z = eIt et on écrit sz = —1 puis, comme zF = z10-k,
k=1
on a
5
Z 2 cos %—ﬁ =-1
11
k=1
On remarque enfi o 2T 9 4 7T 107
n remarque enfin que cos — = —COS—,C08S— = —COS—,...,C08 —— =
e d 11 117" 11 11 11
—CoS —.
11
On obtient

4
(k+1)m
—23 " cos o = 1
2 cos ,

puis le résultat souhaité en divisant par —2.

Correction 22 Soit z € C\{—1}.Notons M, P et P’ les points d’affixes respectives
z, 1 et —1. On raisonne par équivalence :

z—1
eR
z+1
< M, P, P’ sont alignés
< M appartient a 'axe des abscisses
& zeR




On peut aussi raisonner avec la conjugaison :

= GE-1)(z+1)

Zz4+7zZ2—2z—1

2(z—%2)=0
4i1Zm(z) =0
ze€R

KR R

L’ensemble recherché est donc R\ {—1}.

Correction 238 Soit z € R\ {1}. Notons M, P et P’ les points d’affixes respectives
z, 1 et 1. On raisonne par équivalence :

z—1
eR
z—1
& M, P, P’ sont alignés
< M appartient a la droite (PP’)
& M appartient a la droite y = —x + 1

L’ensemble recherché est donc I’ensemble des complexes z # 1 dont 'image appar-
tient & la droite y = —z + 1.

Correction 24 On raisonne par équivalence :

[(14+4d)z—2i| =2

‘ ——| = V2En divisant I’égalité par I1+i| = V2
|z — 1 —|— i | =2

On en déduit que ’ensemble des solutions est I’ensemble des affixes des points du
cercle de centre I'image de 1+ 4, de rayon /2.

=

-1
Correction 25 On divise I’équation par |2i|, on obtient |z + 2— = 5> que I'on
7
U 1414 1 L , .
peut réécrire |z + 5 = 3 On en déduire que l’ensemble des solutions est

Lt
I’ensemble des affixes des points du cercle de centre 'image de — ( ;_Z) et de

rayon .

Correction 26 On doit avoir |z| =| 1 |=| 1 — 2 | on a donc |z| = 1. Posons
z = x + iy, on a alors |1 — z| = 1 ce qui implique (z — 1)? + y? = 1 et comme

P+ =z =1 onaz=3ety= j:@, Les complexes recherchés sont donc
et T,
. < 2z+1 . ‘s
Correction 27 1. On cherche a résoudre n = 1. Les racines quatriéme
z

ik

de l'unité sont e** = %" pour k variant de 0 & 3. On a donc :

4
22 +1 22 +1
LY o (2L o ke o3
z+1 z+1

Sz=— 16) k€ [0,3]
2—e 2
En calculant explicitement ces valeurs pour k£ = 0, 1, 2 puis 3, on trouve zg = 0,
3 i 3 1
=+, m=—-etzp=—"o——.
AT TRt RT3 AT T
2. On note My, ..., Ms les points d’affixes zy,...,z3. On a la figure suivante:

M, My

1))

3. Si les quatre points sont cocycliques, le centre du cercle est sur la médiatrice
des deux points M; et Mz donc sur I’axe réel car leurs affixes sont conjuguées.
Le centre doit également étre sur la médiatrice de My et My c’est-d-~dire sur la

1 1
droite y = —3 Cela implique que le rayon est 3" Pour montrer que les quatre
0) et de rayon 3, 11 suffit
(—%) =z —|— 3, pour

points appartiennent bien au cercle de centre (—%,
de vérifier que les modules des nombres complexes z; —



1€ [0,3] valent . On calcule donc zq + 3, z1+1= —15 + 5, 23 + —%

etz +1=—%— L. On vérifie facﬂement que |z + 1> = § pour tout i e [0, 3]

donc les points sont cocycliques et ils appartiennent au centre d’affixe —= et de
1

rayon

On peut aussi remarquer, que le triangle MyM;Ms est isocéle donc le centre
du cercle circonscrit au triangle appartient a la médiane de M; M3 qui est ’axe

réel puisque z1 et z3 sont conjugués On cherche un réel w tel que |0 — w| =
| — 3 +z - w|. On trouve w = —3 donc le cercle circonscrit & MyM; M3 est le
cercle de centre (—— 0) et de ra,yon =. On vérifie ensuite que My appartient &
ce cercle.
Remarque. il est également possible de résoudre le systéme

ool =~ 2zl = |~ 2+ 2zl =| - & — * ~ ]

zZol=|—-z—z=|—-=4+-—zal=|—-2 -2 — z

° 3 53 5 3

en cherchant zq sous la forme a + b, a,b réels. les deux premiéres égalités (au
carré) donnent a = —%. On injecte la valeur de a dans l'égalité |z|* = | — 2 +
L—2q|?, ontrowve b =0 donc zo = —%. On adonc |—2+1%—zg| = |- 23— % —zq]

et les quatre modules sont donc bien égaux.

Correction 28 Comme a et b sont distincts, z # b. On a (Z — Z) =1& =

e?*m/n k€ [0,n —1]. Comme z —a # z — b, on exclut le cas k = 0.
On a alors :

274 ikn/n
z—>b € ‘
&S z—a= (Z_b)e2zk7r/n
=4 Z(l _ 62ikﬂ'/n) — q — beZikT/n
S C— bethn/n kell 1 Vk e |1 171 d 2ikm/n £ |
< Z_l_eQikTr/n’ € [Ln— 1]car € [1,n —1] donc e +

On remarque que les solutions correspondant & k = 1 et k = n— 1 sont conjuguées
et leurs affixes appartiennent donc a la droite verticale d’abscisses leur partie réelle
commune. Il suffit de montrer que toutes les racines de I’équation ont la méme partie
réelle.

On utilise la factorisation par I’arc moitié au dénominateur :

; ; kT
1— e2zk7r/n — _ezkﬂ'/an sin —,
n
donc
1 ; —ikﬂ'/n
1 — e2ikm/n 2gin B k7r :

Ona:

a— beQikﬂ'/n Ze—ikﬂ/n( —ikm/n _

1 — e2ikm/n

beQikﬂ'/n) i(ae

be ikﬂ'/n)
kﬂ' = '

kTr

2sin =X 2sin 2L

Pour un nombre complexe Z, la partie réelle de iZ est égale & I'opposé de la partie
imaginaire de Z donc

a — be2ikm/n ae
Re ( 1 — e2ikn/n ) =—Im
On en déduit que toutes les solutions ont méme partie réelle, elles sont donc les
affixes de points alignés, appartenant & une droite verticale.

asm— + bsm

_a+b

k7r - 2

—ikm/n _ be ikmw/n
kﬂ' =

2sin =L 2sin =&

Correction 29 On raisonne par équivalence :

sin (5z) = sin (2 + )
& br =2 +a+ 2k ou 5x—ﬂ—(2§+x)+2kﬂ, avec k € Z

km T
= :v———i——oux———i—

G 18
< xEE[EfOU 18[3]

L’ensemble des solutions est :

T km T km
{E-F?,kEZ}U{l—S-F?,

Correction 30 On raisonne par équivalence :

3 ,avec k € 7

keZ}.

cos(2z) = cos (:z:— g)
& 2x:x—§+2kﬂ'ou2x=—x+g+2kﬂ,aveckEZ

2
& z:—%+2k7rou:c:z+—kﬁ,aveck€Z
2
& xz—g[%']oung ?ﬂ}

L’ensemble des solutions est :

{—g+2kw,kez}u{g+%§

,keZ}.

Correction 31 On a cos?(x) — sin®(z) = 0 < cos(z) =
équivalence :

+sin(z). On raisonne par



-~
- 2
& x:i(i— )+2k7r,keZ
=3 xzi(g—x) [27]
& oz = % — z[27]car on ne peut avoir z = x — —[27]
& = Z[TF]
Pour la deuxiéme égalité, on a cos(x) = —sin(x) < cos(—z) = sin(—z) donc,
d’aprés ce qui précéde, © = —%[w].

L’ensemble des solutions est donc {:t% + km, k€ Z}.

Correction 32 On raisonne par équivalence :

t ¢t ¢

4sin(z) cos(z) =1
2sin(2z) =1

sin(2z) =

12 12

L’ensemble des solutions est donc {1 + km,k € Z} U {5—7T +km keZ

Correction 33 On raisonne par équivalence :

tree e

cos?(z) + 3cos(2x) = 4
% + 3cos(2z) =4
cos(2z) =1

2z = 0[27]

x = 0[n]

L’ensemble des solutions est donc {kw, k € Z}.

Correction 34 On raisonne par équivalence :

r e ¢

cos(2x) — 2sin?(z) =0
1—2sin?z — 2sin®z =0

1

sin?(z) = ~
41
sin(x) = £-
x 2

T = :tg[ﬂ’]

b

L’ensemble des solutions est donc {i% + km, ke Z}.

Correction 35 On raisonne par équivalence :

z

sin (22 — Z) = cos (£)

5
& cos 2z — % =cos (%) car cos (a - g) = sin(a)

5 5
& 2:5—%:§+2k7rou2x—%:—g—i—%w,aveckeZ
& —z+6k—ﬂou —5—7T+6k—ﬂaeck€Z
T VIR S

L’ensemble des solutions est donc

T Gkm 5t  6kmw
{§+T,k€Z}U{ﬁ+T,kEZ}.

Correction 36 On a la figure suivante:

i
NI

Six € [0,27], on a sin(z) > 0 < x € [0, 7], on en déduit donc que I’ensemble des

solutions est |J [2km, (2k + 1)7].
kEZ

Correction 37 On a la figure suivante:



déduit que I’ensemble des solutions est :
2 7
U ([—z —|—2k71',z —|—2k7r} U [—ﬂ- —|—2k7r,—7T —|—2k7r]> .
. . o L6 3 3 6
4 4
. ) V2
Correction 39 On commence par résoudre | cos(y)| > -
3T T
4//\\4
3
Si z € [0,27], on a sin(x) < @ S x € [O,E] U {—W,%r], on en déduit que \\//
4 4 3w ™
) . ™ 37‘{' o _Z
Pensemble des solutions est | J [2k71', 1 + 2k71'] u Vi + 2km,2(k+ )| . 4
kez
Correction 38 On a la figure suivante:
T T \/5 T T 3 3w
i S 2 ) T I
Siye [ 5" 2],0na|cos(y)| 5 S YE [ ) 4]U{4 4} donc pour y € R
on a:
27 T Y
Y 2 2 3 5
3 3 cos(y) > Y sy e {—3+2lm,z+2kw]u T ok, 2T 4 2k ).
/'/ \‘\ 2 1 1 1 1
kezZ
On a donc :
L T
6 6 2
|cos(3z —1)| > \/7—
3 5
& Bz-1)e U ([-F+26m T +2r| U |2+ 20m, 20 + 2k
w2\ 1 4 4 4
donc I’ensemble des solutions est :
o 7T 1 7m 2kr 1 @ 2kmw 1 7© 2kr 1 5w  2km
Slx€|:—— ],ona—%<s1n(x)<‘/7§(:>x€[—E,g]u{?,F},onen U 3 12773319 TUg 1733 E+T .
keZ



Correction 40 On a la figure suivante:

S

6
3 11
Siz € (0,27, ona£ < cos(z) & x z,_w
2 6" 6
11
est |J z—|—2k7r,—7T—|—2k;7r].
rez L6 6
2m

S
o

} donc ’ensemble des solutions

Correction 41

1 2
Siz e [—7r,7r],ona—§ <cos(z) K0z € {— i

.
N

2o |

R } donc 'ensemble

2 2
des solutions est | J aill + 2k, T + 2km| U T + 2k, ] + 2km|.
w3 2 2 3

Correction 42 On raisonne par équivalence :

ta (3 W) ta + Am
n({3z——=|)=tan|z+ —
5 5

4
& 3$—%:$+§+kﬂ, aveck € Z -

s
& xz;, avec k € Z

km
{T,keZ}.

Correction 48 On a cos?(z) — sin?(z) = cos(2z) et 2sinzcosx = sin(2z) donc
I’équation est équivalente & :

L’ensemble des solutions est

cos(2x) = sin(2x),
soit encore

cos(2z) = cos (296 - g) .

On ne peut avoir 22 = 2x — g + 2k7, on en déduit que 2z = — (290 — g) + 2k,
avec k € Z ce qui se réécrit :

;vz%—l—kw,kel.

Correction 44 On a

z": cos(kz) = 2": Re (e**) = Re (Z e““) .
k=0 k=0

k=0
On reconnait une somme géométrique :

e(n-i—l)iw 1

n
E eikx — . - )
e —1

k=0

On factorise par I’arc moitié pour déterminer sa partie réelle:

int e inz
p(ntl)iz _ 1 e 2 2isin (%) e 2 sin (M)

eir —1 e 2isin (%) sin(%)

on a donc :

n cos (%) sin ("El)m
Zcos(k;z:) = - (z() ) .
k=0 2




Correction 45 On écrit:
) 1 1
VEk € [|0,n|], cos®(kx) = 3 cos(2kz) + 3

d’otr : .
S cos?(kx) = Z 3 cos(2kz) + 3)
0

k=0 P
= %Z cos(2kx) + Z::

1 ( x)sin((n+1)z) n+1
T2 sin () + 2

en utilisant 'exercice 44 avec 2x dans le role de x.

l\DI»—A

Correction 46 On a :

S S () - (S () ).

k=0 k=0 0

On reconnait une somme géométrique,

i n+1
i e“” b . 1 - (Cosm)
cos ) 1 <=

k=0 " Cosz

On multiplie par cos"™!(z) au numérateur et au dénominateur:

i n+1
1- (cosw) cos"tl(z) — ellntl)e

1— <= ~ cos™(x) (cos(z) — ei®)
COSn+1 (LL') o ei(n—i—l)w

—isin(z) cos™(x)
icos™tl g — jei(ntla

. sin x cos™ x
On prend la partie réelle:

n eiw i Cosn-i-l i(n-l—l)w
R
‘ <kz_0 (cosx) > < sin(x cos"(:zc) >

sin ((n 4+ 1)z)

sin(z) cos™(z) (x)

donc
cos(kx) S.iIl ((n+1)x)
P cosk )  sin(z)cos™(x)




