Correction du TD n 7

ot
. 1
Correction 1 / chzsh®z dz = ZSh4t'

Correction 2 [arcsin t](lJ =

Correction 3 On reconnait

“sin(t) . 1
/ cos3(t) di = 2 cos?(x)

Remarque. On peut aussi écrire

* sin(t 1
donc / sin(?) dt = = tan? z.
c

0s3(t) 2

/

une dérivée usuelle de la forme ——, on a donc
u

sin(t)  tan(t)
cos3(t)  cos?t

Attention, on trouve alors une autre primitive (égale

qui est de la forme u'.u, on a

G la précédente a constante pres !).

Correction 4 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme w'.u . On a
”” 1 1
/ costsintdt = 5Sln z (ou 3 cos? z).
. o 1-— 2t v
Correction 5 On écrit sin®(t) = %(). On a donc / sin?(t)dt = g -

1
1 sin(2z).

Correction 6 On écrit :
t _

L_t+l-2 2

t+1 t+1 t+1°

On a donc

t—1
/ ———dt=[t— 2t + 1]} =1 - 2In(2).

t+1

t t t
e+1—e e .
= =1— ——. Le deuxiéme terme est

Correction 7 On écrit n

!/
u

de la forme —, on a donc /
u

e—i—zl et +1 1+et

dt
et +1

=z —In(1+€").

, dt . .
Correction 8 On pose u = In(¢), on a du = T Comme ¢t varie de 1 & €™, u varie
de 0 & . On obtient

e T us 1
/ sin(Int)dt = / e"sin(u)du = il .
J1 Jo 2

x

Correction 9 / (t + 1)chtdt = (xz + 1)shx — / shtdt = (x + 1)shz — chz.
0

t
Correction 10 On fait une double intégration par partie : / (arcsinz)?dz =

arcsin? ¢ + 2 arcsin tv/1 — 2 —

. 1
Correction 11 1. On pose t = In(z), on a donc dt = —dx donc dz = e'dt. =
varie de 1 & e donc ¢ varie de 0 & 1. On a donc

1
I, = / ett™ dt
0

2. Pour tout ¢t € [0,1], e € [1,¢] donc t" < e't" < e.t”. Par croissance de
I'intégrale, on a donc
1 1
/ t"dt < I, < e./ t"dt
0 0

1 e
< I, <
n+1 n+1

donc

et la suite (I,,)nen est bien convergente par le thm des gendarmes: elle converge
vers 0.

3. On fait une intégration par partie, on trouve

1
Inga = [t"e!]) = (n+ 1>/ c't"dt=e— (n+ 1),
0

4. D’aprés la question précédente, on a nl,, = —I,,41 + e — I,. d’aprés la question
2, lim [,=0= lim [I,y; dou lim nl, =e.
n——+oo n—+oo n—+00
. . 1 1 1 -
Correction 12 On écrit = + . On en déduit que

1—22 21+ 2(1-2x)

b lda K 1 1 1 1 1+t
= do = —In|l+t—=Inf1—t) =Iny /||
/1—:102 /(2(1+x)+2(1—:10)> v=ghli+t=gfl-t =1 ‘1—t‘




Correction 13 On écrit :

t+1 —(t-1)+2t 1 2
t1—t) ot t—1
C(t+1)dt
On a donc / %dt =In|z|-In((z - 1)?) =1In ﬁ .
. . 1 . .
Correction 14 On écrit Pri-1 i+l puis on intégre :
T 1dt
/ t2—+t=1n|x|—ln|x—|—1|.
. . 1 1
Correction 15 On écrit ——— = —————. On a alors
22 +2x 42 (r+1)2+1

t
1
/ m d.’II = arctan(t + 1)

Correction 16 On travaille sur un intervalle sur lequel z — e® — 1 ne s’annule
pas. On pose I} = R et I, = R*. On travaille sur I;. On commence par chercher

les solutions de ’équation homogéne associée. Pour cela, il faut déterminer une
X

ce que l'on a fait & I’exercice 25. On a:

1 x
/ te dex = —2Inle” — 1| + z.
1—e

Les solutions, sur I;, de I’équation homogeéne associée sont les fonctions de la forme

rimitive de
P 1—e*

X

T — 5: A ER.

Ae
(1—e?)
Pour trouver une solution particuliére, on procéde par la méthode de la variation
de la constante. On cherche donc une solution particuliére sous la forme y,(z) =
Az)e®
N (z)e*
@ 1P

(e = e” 4 2 c’est-a-dire :
N(z)e® = (¥ +2)(e* —1) = e*® 4 ¢” — 2,

yp est solution si et seulement si (e — 1)

soit encore :
N(x)=e"+1-2e"".

2z T 2
On a donc : A(x) = e + 2z + 2% et yy(x) = % Les solutions de
et —
I’équation, sur I;, sont :
/\ x 2x x 2
. e’ +e”" +xe’ + FAER

(1—ev)2

Correction 17 On travaille sur R. Les solutions de ’équation homogéne sont les
fonctions de la forme z — X\e* /2, X = R. Urzle solution évidente est © — e¥ donc
les solutions sont les fonctions z — e* + \e® /2, X € R.

Remarque. Si on ne voit pas la solution évidente, on peut procéder par la méthode
de la variation de la constante et chercher une solution particuliére sous la forme

2 2
Az)eT . On trouwve N (z) = xze> . On reconnait une fonction de la forme u'e® donc
2 2 5

z T

Az) = eT et une solution particuliére est y,(z) = eTes =
Correction 18 On travaille sur un intervalle sur lequel sin ne s’annule pas. On
pose I; =Jim, (i + 1)n[, i € Z. Les solutions de I’équation homogene sur I; sont
x +— A;sinz, A; € R. On cherche une solution particuliére sous la forme A(z) sin(z).
On trouve X (z) = 1 donc A(x) = z et y,(x) = zsin(z). Les solutions sur I; sont
donc les fonctions z — (A; + x)sinz, A; € R.

—1)2 2
Correction 19 On travaille sur R. On écrit w =1- —I, une primitive
x2+1 1+ a2
(ZE — 1)2 2
de ~——— est donc z — x — In(1 + z°).
s+ 1

Les solutions de I’équation homogene sont = — Ae=%(1 + %), A € R.

On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynome de degré 1 :
Yp(x) = az +b. On a y, solution si et seulement si a(z? + 1) + (z — 1)*(az +
b) = 23 — 22 + 2 + 1. En développant et en identifiant les coefficients des deux
membres on trouve y,(z) = x 4+ 1. Les solutions sur R sont donc les fonctions :
r= e P(1+28)+x+ 1, AeR.

Correction 20 On travaille sur ]—g, T1. Les solutions de I’équation homogeéne

sont les fonctions « — Acos(z),A € R. Pour trouver une solution particuliére, on
utilise la méthode de la variation de la constante. On cherche une solution sous la
forme z — A(x)cos(z), ce qui implique X (z) = cos(x) donc A(z) = sin(z). Une
solution particuliére est x — sin(x) cos(z). L’ensemble des solutions est :

{z — Acos(z) + sin(z) cos(x), A € R}.

Correction 21 1. On cherche une solution polynémiale. Si a,,x™ est le terme
dominant du polynéme, on doit avoir a,, .maz™ 2% — 3za,z™ = 0 (puisque le
second membre est une constante). Cela impose m = 3. On cherche maintenant
une solution sous la forme axz® + bx? + cx + d. On dérive et on injecte dans
I’équation puis on identifie au polynome constant égal & 1. On obtient le systéme

—b =0
3a—2c =0
2b—3d =0~
c =1



On obtient b = d =0, ¢ = 1 et a = 2.
3

2 +
T - Z.
3

Une solution particuliére est donc

2. On travaille sur R. Les solutions de I’équation homogéne sont A(1 + x2)3/2,

A € R, ’ensemble des solutions est donc :
213/2 22
x = A1+ x%) +T+:p,)\eR .

Correction 22 L’équation caractéristique 2 —3r +2 = 0 admet 1 et 2 pour racine
donc les solutions de 1’équation homogéne sont :

T Ae” 4 pe*®, (A, p) € R%
. . 1 .
1. Une solution particuliére est y = ok les solutions sont donc :
1 x 2z 2
;vn—>§+)\e + pe (A, u) € R

Par
Les

2. On cherche une solution particuliére sous la forme z +— (azx + b)e ”.

identification, on a 6a = 1,6b — 5a = —1. On trouve a = g et b = ~36
solutions sont donc les fonctions :

1
T Ae® + pe®® + (E

—— e (A R2.
G 36)6 NOWHES

3. On cherche une solution particuliére sous la forme z(ax + b)e?®. Par identifica-

1
tion, on a 2a = 1 et 2a + b = 1. On trouve a = 3 et b = 0. Les solutions sont

donc les fonctions :

2
T e + pe*® + %621, (A, p) € R2.

4. On cherche une solution particuliére sous la forme « cosx + (sinx. Par identi-
1

3
fication, on trouve f+3a =1et a —38 = 0. On a donc @ = 10 et g = 10
Les solutions sont donc les fonctions :

3 1
T Ae® + pe®® + 1 cos(z) + m sin(z), (\, 1) € R%,

Correction 23 On procéde par disjonction de cas :

e Sia =0, alors y” = 0 et les solutions sont les fonctions affines z — ax+b, (a,b) €
R2.

e Sia < 0, alors ’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes : £+1/—a.
Les solutions sont donc les fonctions

z = XV 4 e~V (X ) € R2

e Enfin, si a > 0, alors I’équation caractéristique a deux racines complexes con-
juguées +i+/a, les solutions sont alors les fonctions

x> Acos(vax) + psin(vaz), (A, i) € R,

Correction 24 L’équation caractéristique r2 + r — 2 = 0 admet pour racines 1
et 2. Les solutions de I’équation homogéne sont donc les fonctions de la forme
T — Ae® + pe*®, (A\,u) € R2. On remarque que z, est une solution particuliére
(complexe) de I’équation z” + 2z’ — 2z = 2¢' si et seulement si sa partie imaginaire
yp est une solution particuliére de y” + 3" — 2y = 2sinz. Cherchons une solution
particuliére de I’équation complexe sous la forme z, : x — ae'® puisque i n’est pas
racine de I'équation caractéristique. On a z(z) = iae'™ et 27,(z) = —ae™. La
fonction z, est solution de I’équation si et seulement si (—a + icv — 2a)e™® = 2

c’est-a-dire o =

i—3
Déterminons maintenant la partie imaginaire de la fonction z, : z — - 36“”. On
écrit 5 34
. 1 .
- ell‘ — ezm,
1 —3 5
s 3 .

on en déduit que y, : * — ——sinz — — cos .

Les solutions de ’équation sont donc les fonctions :
3 1
T -z sinz — = coswAe” + pe®®, (A, p) € R2.

Correction 25 Exprimons les dérivées de z : t — y(tan(¢)) en fonction de celles de
y. On a :
2 it (14 tan?t)y/ (tan(t)) et
27 it (1+tan®t)y” (tan(t)) + 2tan(t) (1 + tan®¢) y' (tan(t)).
On raisonne par équivalence :
y est solution de I'équation (1 + 22)%y” + 2z(1 + 22)y’ + 4y =0
& VzeR,(1+22)2%y" (x) + 22(1 + 22)y/(z) + 4y(x) =0
=

Vte]—
& Vte]—

)

)

N 0|
o 0|

[,z” (t) + 42(t) = 0d’apreés les calculs faits ci-dessus

[, (1 + tan? (t))2 y” (tan(t)) + 2tan(t)(1 + tan?(t))y’ (tan(t)) + 4y(tan(t)) = 0



Résolvons cette équation. Son équation caractéristique admet =+2i pour racines
donc les solutions sont z : ¢ — acos(2t) + ﬂsin(2t), (o, B) € R2.

On sait que z est solution de ’équation z”(t) + 4z(t) = 0 si et seulement si
y : = +— z(arctan(z)) est solution de (1 + x2)%y” + 2z(1 + 2?)y’ + 4y = 0. Les
solutions de 1’équation sont donc les fonctions :

x +— acos(2arctan(z)) + Bsin(2arctan(z)), (o, B) € R2.

On va simplifier leurs expressions. On écrit :
2 1— 22

— 2 _
cos(2 arctan(z)) = 2 cos” arctan(z) — 1 = T tan?arcton(@) -~ 17 2%

et

sin(2 arctan(z)) = 2sin(arctan(z)) cos(arctan(x)) = 2 tan(arctan(z)) cos®(arctan(z)) +=

Les solutions de ’équation sont donc les fonctions :

a(l —x?) 2Bz

R2.
22 1+I2,(a,ﬂ)€

T —

Correction 26 Exprimons les dérivées de z : t — y(e') en fonction de celles de y.
On a 2/(t) = e'y'(e!) et 27 (t) = e®'y” (e) + ely/(e?).
On raisonne par équivalence :

yest solution de x2y” + 32y’ +y =0
& Vo e R, 2”()+3;vy()+y() 0
& VteR, 2t y”(et) + 3ety’(e') + y(e') =0
&z est solution de 2”7 + 22’ + z = 0d’aprés les calculs faits ci-dessus

Résolvons 2”7 + 22’ + z = 0. Les solutions sont les fonctions

ts (at+B)e”t (o, B) € R2.

On sait que z est solution de 2” + 22’ + z = 0 si et seulement si y :  — z(lnz)
est solution de z2y” + 3zy’ +y = 0, on en déduit que les solutions de 1’équation
homogene sont

»—)M,(a,,@)é[&z.

On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de degré 2
Yp(z) = az® + bx + ¢. On a y,(x) = 2ax + b et y”,(x) = 2a donc y, est solution si
et seulement si 9ax? + 4bx + ¢ = x? + 2z + 1. Par unicité des coefficients, on trouve

b = et ¢ =1. On en déduit que les solutions sont :

1
;v»—)—xZ—i—E—i—l—l— (o, B) € R2.

(alnz + 8)
9 2 x

Correction 27 On a 2'(t) = ely(e?) et 27 (t) = e*y” (t) + e'y/(e'). On a donc

&Vt € R, ae?y” (ef) + bely (') + cy(e') =0
S a’(t)+ (b—a)2'(t) + cz(t) = 0.

y solution de E sur R**

Les solutions de cette derniére équation dépendent du signe du discriminant : (b —
a)? — 4ac. Si on note S I'ensemble des solutions de cette équation & coefficients
constants, I’ensemble des solutions de R** est {z(Inz), z € S}.

Pour déterminer les solutions sur R™*, on remarque que (y(—z))" =
(y(—z))” = y”(—x). On a donc :

az®y’ (x) + bry(z) + cy(x) = 0 & a(

—y'(—x) et

z)) + cy(—x) = 0.

* si et seulement si y(—z) est solution sur

—a)? (y(=2))” + (—z) (y(~

On en déduit que y(z) solution sur R~
R+22

1Gnaztpplique ce qu’on vient de faire a z2y” — 1y’ +y = 0. D’aprés ce qui précéde, y
est une solution sur R si et seulement si z est solution de I’équation z” —22'+2z = 0.
Les solutions sont les fonctions

t— (at + B)e’, (o, B) € R,

On en déduit que les solutions de ’équation, sur R et R™* sont :

@ (alnfz| + B)z, (o, B) € R®.

—x)f'(x) = 1, f et f' ne
donc f’ est dérivable. On peut

Correction 28 Soit f une solution. Comme Vz € R, f(
1
s’annulent pas. On a donc, Vo € R, f/'(z) = m
dérive 1’équation fonctionnelle:
(=) f (@) + f(-2

se qui se réécrit,

1
:C)_ m 1 9

s R
On inteégre l'égalité = = —,
g g ¥ 1
In|f'(z)] = In|f(x)| + K.

On sait que f et f’ ne s’annulent pas et sont continues, elles sont donc de signes
constants. En passant & I’exponentielle et posant A = +e’ selon le signe de ff/, on
a:

car f'(—

on obtient ’existence d’un réel K tel que :

Vz € R, f'(x) = Mf(x).



Les solutions de cette équation sont les fonctions z + pe*®. On doit donc chercher
les solutions de I’équation fonctionnelle parmi les fonctions de la forme :
x = pe® (A, p) € R2.

En injectant dans I’équation, on voit que f(—z)f’(x) = Au?. On doit donc avoir

A2 =1, ce qui impose A = —
Les solutions de I’équation fonctionnelle sont donc les fonctions :
T~ uem/“2,u eR.
Cor’r‘ect%qbn 29 Pour m = 0, on trouve z — (ax+b)e~*+ 1. Pour m # 0, on trouve
Vm? 12

Correction 80 1. On pose z(t) = y(e'), alors y est solution de I’équation ci-
dessus si et seulement si z est solution de

T sin (2mavm? + 2) + cos(max) — 2m sin(max)

27 —2'(t) + 2(t) = 0.

Les solutions de cette équation sont les fonctions :

3 3
t s et/? (acos gt—i-ﬁsin gt) , (o, B) € R?.

On en déduit que les solutions de ’équation différentielle sont :
3 3
T /T (acos%lnx + ﬁsinélnx) , (o, 8) € RZ.

2. Soit f une solution de I’équation fonctionnelle. Alors f’ est dérivable en tant
que composée de fonctions dérivables sur R%} . On peut donc dériver I’égalité et
On dérive I’égalité, on obtient :

1, /1
2 x)’
1

——f(z) & f(x) +

2

[ (@) =

c’est-a-dire :

[ (@) = fz) =

Comme z € R**, cette équation est équivalente & :

vt € R, ey (ef) + y(et) = 0.

On a montré & la question précédente, que les solutions sont les fonctions de la
forme :

3 3
T =\ (ozcos\/?_lnx—i—;@’sin%lnx) , (a,B) € R?.

x

On a

f(x) :ﬁ(a %_ln:v—l—ﬁsm—lnx +Vx gjaSiﬂgl o0
L((g M)cos—?)ln:c—F(@—M) \/—_ln:c>
SV \\2 2 2 2 2 2 ’

et

1 V3 . V3
acos—Inx — Bsin—Inzx
T 2 2

Pour qu’il y ait égalité, il faut donc o = v/38. On en déduit que les solutions
de I’équation fonctionnelle sont les fonctions :

x— Bz (\/gcosglnx—i—sin?lnx) , BER.

1
. dt
Correction 31 / B
o 1+12 4
2
. dt 112 1
Correction 32 /1 Z = [—;]1 = 3.

. i bi 2
Correction 33 /4 tantdt = — [In(cos L‘)]ZZL In (—)
0 V2

Correction 34 On reconnait une dérivée usuelle de la forme u’.u3, on a donc :
t 1
/ sin® zcoszdr = 1 sin* t.
3 .2
. .. cos’x coszx(l—sin“z COST  COST
Correction 35 On écrit : —— = ( 5 ) = ——— —3—- Onadonc
) sin® x sin® x sin®x  sin’x
tcos® xdx ~1 1 2sin?t — 1
- 5 = T 4 + 2, T 4
sin® x 4sin®t  2sin“t 4s8in™t

V3, V3

T+ —fcos—Ina



2

3 i2

2

Correction 36 On écrit sin® zcos®z = sin’zcosz(l — sinz) = cosxsin’z —
t t
coszsin? z. On a alors / sinzcosd xdr = / coszsinxdr —
¢ 4 1 1
/ coszsintxdr = = sin®t — = sin®¢t.
3 5
27 2

2t 1 2t

Correction 37 / Mdt = sin(2t) % =T
0 2 4 0
Correction 38 On écrit :
2t 24+4-4 g 4

t+2 t4+2 t+2

d’ont
/ —dt — 41|t +2|]; =2 — 4In(3) 4+ 41n(2)
t 2+1) -1

Correction 39 On écrit = (2t +1) . On a alors :

142t 2(1+2t)

Tt /71 1
——dt = - —— | dt= ———1 1+2
1+ 2t / (2 2(1+2t)> 3 ~ g2l

Correction 40 On écrit :

tl—&—ewdx_ toet 41— e*
L—er  J, 1—e*

xr
Correction 41 / tarctantdt =

1 + T
—arctanxr — —.
2 2

¢
21
;vz/( < +1>dx=—2ln|
0 1—e®

z* arcta, /w t2 dt z
— arctanx — — = —
2 o 2(1+1¢?)

el — 1|+t

2

arctanzx +
2

Correction 42 On fait une intégration par parties avec u = arctant,v’ = 1 donc

t 1
v=tetu = T arctant = [t arctant]} — o= g - §[ln(1+t2)](1) =
T In2
4 2
R T x? 2x 2 +1-1 2x
Correction 48 On écrit T2 — 1122 + T+22 1122 12

1 n 2z
1422 1422

t, 2
2
On a donc / e dz =t — arctan(t) + In(1 + ¢2).

2+ 1

1 1

] 2_9t-3 = 1)(t— ’ = - .
Correction 44 Onat*—2t—3 = (t+1)(¢ 3)d0ut2—2t—3 =3 16710

On écrit alors

/m dt /*"” dt /m dt 11
—_— —_—— —_— = =111
2 —-2t—3 4(t — 3) 4(t+1) 4
1 d,oﬂ/w a1
2)2 2 —4t+4  x-2

(t—
X . 1 1 1 T
Correction 46 On écrit P23 §( NG T On pose u = ﬁ7 dr = /3du
x

Lo 1 [“dt/v/3 arctan(t/V3
donc [ ——dz=— = .
2 +3 V3J) u?+41 V3

Correction 47 On travaille sur R. Les solutions de I’équation homogéne sont ¢ —
Aef, A € R. On cherche une solution particuliére sous forme polynomiale y, : t —
at? +bt+c. On a y,(t) = 2at+b donc y, est solution si et seulement si 2at +b—at® —
bt — ¢ = t2. On identifie les coefficients des deux membres et on résout le systéme:

—a = 1

2a —b= 0.

b—c= 0
On trouve y, : t — —(t? + 2t + 2), les solutions de I’équation sont donc ¢ — e’ —
(t2+2t+2),A e R.

r—3
x+1]

Correction 45 On a P mrd

. . o 3
Correction 48 On travaille sur R. Une primitive de z — est T — 3 In(1+

3x
1+ 22 \
x2); Les solutions de I’équation sont donc les fonctions x — A (1 + 1132)_5 JAER.

Correction 49 On travaille sur un intervalle sur lequel z — z(z—1) ne s’annule pas.
On pose I; =] — 00,0[, Iz =]0,1] et I3 =]1,+oo[. On travaille sur I;. Pour trouver
les solutions de ’équation homogéne associée, on doit déterminer une primitive de
rrl o que l'on a fait a Dexercice 13. On a [* t+hdt | _= | On
z(1—x) t(1—1) (x —1)2

en déduit que les solutions de I’équation homogéne associée sont les fonctions de la
forme :

AT
me’)\ER'

. , R x . L.
On remarque que la solution égale & = — 5 est une solution évidente.

Les solutions, sur I;, de I’équation sont donc les fonctions :

Az x
- ——4+ -, AR
T (x—1)2+2’ S



Remarque. Si on ne voit pas la solution évidente, on peut la trouver par la méth-
ode de la variation de la constante. On cherche une solution particuliére sous la

A
forme y,(z) = % La fonction y, est solution de I’équation si et seulement
T —
N 2 —1)2
s L)f = 22 ce qui est vrai lorsque \(z) = % On retrouve la solution
T —

particuliére x — 3

1 22
Si on intégre A\(z) = 5302 — 1z, on va se retrouver avec y,(x) = (;(z f))f ce qui
est correct (mais moins joli) puisque l'on a
(22 —2z)x  (@® -2+ 1l)z—2 =z x
2(x — 1)2 2(x — 1)2 2 2(x—-1)2
avee T — ——~ solution de l’équation homogeéne.
2(x —1)2

Correction 50 On travaille sur un intervalle sur lequel x — x ne s’annule pas.

On pose I} = R} et I, = R*; Les solutions de I’équation homogene sur I; sont
4

x = X\z2, \; € R. Une solution évidente est = — T Les solutions sur I; sont donc

4
les fonctions x — \;z? + %, i € R.

Correction 51 On travaille sur un intervalle sur lequel = — x(1 + 2?) ne s’annule

* * PP 1 1
pas. On pose I} = R’} et I = R*. On écrit 20429 ="

1
est x +— In(x) — 3 In(1 + 22).
)\ﬂ?
V1+a?’

Correction 52 On travaille sur un intervalle sur lequel 2 — = ne s’annule pas. On

v Une primitive
. Une primitivi
1422 P

de z —

1
(1 + x?)

Les solutions sur I; sont alors : = > A € R.

A
pose I = R’ et I = R* . Les solutions de I’équation homogene sur I; sont = =,

N (z)

z+— —~%. On a

€T
alors X (z) = cos(z) d’out A(x) = sin(x). Les solutions sur I; sont z —» i+ sin(x) sm(x)’

x
X eR

Ai € R. On cherche une solution particuliére sous la forme y,, :

Correction 53 On travaille sur ]—g, g [ Les solutions de I’équation homogéne

sont x , A € R. On cherche une solution particuliére sous la forme y,, :

A
cos(x)

A(z)

. On trouve X (z) =1 donc A(z) = x. Alinsi, les solutions de ’équation

cos(z)
. T+ A .
sont les fonctions de la forme z +— cos(@)’ A € R. On veut y(0) = 1, on doit donc
os(z
. . ) 14+ =z
prendre A\ = 1 et 'unique solution cherchée est x — ———.
cos(z)
Correction 54 Les solutions de I’équation caractéristique sont
1 3
—— + L— Les solutions de I’équation homogéne sont z  —

2 2
e /2 (acos (@) + Bsin (@)) , (o, B) € R2.

1. Une solution évidente est la solution constante égale & 1, les solutions sont donc

z s 1+4e /2 <ozcos <@> + Bsin <g>> ,(a, B) € R%

2. On cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = (axz + b)e™?*. On a
yp(z) = (—2ax + a — 2b)e™ " et y,”" (x) = (4az + 4b — 4a)e™>*. La fonction y,
est solution de I’équation si et seulement si (3ax + 3b — 3a)e 2% = ze~2*. On

1
résout le systéme obtenu en identifiant les coefficients et on trouve a = b = 3’

les solutions sont donc :

T — %(m + 1)6—296 + e~ /2 (acos (@) + Bsin (@)) 7(avﬂ) R’

3. On cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = az® + bz + c. On
a y,(z) = 2ax + b et y," (z) = 2a. La fonction y, est solution de I’équation si
et seulement si az? + (b+ 2a)x + ¢+ b+ 2a = 2% 4+ 3z + 4. On identifie les
coefficients des deux membres et on trouve a = b = ¢ = 1 dont les solutions sont

st +r+1+e®? <acos <@> + (sin (@)) ,(a, B) € R

2im

4. On pose j = e¢3 . On remarque qu'une fonction z & valeurs complexes est
solution de 2”(x) + 2/(z) + 2(z) = €’® si et seulement si sa partie réelle

V3

est solution de y”(z) + y'(z) + y(z) = e~ 2 cos (T) Nous allons donc




résoudre I'équation différentielle complexe. On remarque que j est solution
de I’équation caractéristique, on cherche donc une solution particuliére sous la
forme z,(z) = aze’. On a z,(z) = (a + jax)e’™ et 2"y (x) = (j2ax + 2ja)e’™.
On a: ) ) )
zp” (x) + z;(;v) +zp(z) =€ & ((j2a +ja+a)r+ (a+ 2ja)) eIt = eI*
& (a+ 2ja)e’® = ef®car 1+ j + j2 = 0 d’apreés
I

1+25 i3 V3

[ . . . R
———¢e’", on en déduit qu’une solution particuliére de

()

On en déduit que a =
On a donc z,(z) =

1
— ——=sin

V3

. 3
Péquation y”(z) + y'(z) + y(z) = e~ 2 cos (%) est x

et les solutions sont:

T % cos (@) e */2 /2 (acos (@) + Bsin (@)) , (o, B) € RY

Correction 55 L’équation caractéristique a pour racine —1 & 24, les solutions de
I’équation homogéne sont donc :

T e " (acos(2x) + Bsin(27)), (o, B) € R

On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de degré 1. On

2
trouve © — 5 Les solutions sont donc :
2 _ . 2
T T + e ¥ (acos(27) + Bsin(2z)), (a, B) € R”.

Correction 56 Les racines de I’équation caractéristique sont —1 et 3" Les solutions
de I’équation homogéne sont donc :

z— ae” " + B/, (o, B) € R?.
On cherche une solution particuliére sous la forme acosx + Bsinz. On trouve
1
a= E et 3= T Les solutions sont donc :

1 1
T gcosx — Esinx+ae_”” +Bew/3,(a,5) € R2.

On peut également préférer chercher une solution particuliére complexe de
I'équation —32” — 22" + z = €'*. On cherche z, sous la forme z,(z) = Ae'*, on

1 2+
4-92 10

2 cos(z) — sin(z) + i cos(z) + 2isin(z)) Une solution particuliére de

a z, solution si et seulement si (3 —2i+1)A =1 donc A =
2+
0 ~ 10l
—3y” — 2y’ +y = cos(x) est la partie réelle de z,(z) soit y, =
CORTRRHGHGR ot 5 et Sonsticls bAfiuliore.

et zp(x)

1

(2 cos(x) — sin(x)).
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Correction 57 L’équation caractéristique est 72 + 2r — 3 = 0 donc les racines sont
1 et —3 donc les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions :

T Ae” 4 pe () € R2.

On cherche une solution particuliére sous la forme y, :  — az? + bz +c. On a
Yy (7) = 2ax + b et y,” (v) = 2a. La fonction y, est solution si et seulement si

—3az? + (4a — 3b)x + 2a + 2b — 3¢ = 2*

1 4 14
‘ce qui impose a = —3 b= —3 et c= ~57 Les solutions sont donc les fonctions
22 4z 14
—— = — — — + Ae” 3T () RZ.
Ty — = gm H AT e (A p) €

Correction 58 L’équation caractéristique 2 — 3r 4+ 2 = 0 a pour racines 1 et 2, les
solutions de I’équation homogene sont les fonctions x — Xe® + pe?®, (A, mu) € R2.

On peut chercher une solution particuliére sous la forme y,(xz) = acos(z) +
Bsin(x). On a y,(z) —asin(z) + Beos(z) et y”’p(x) = —acos(x) — Bsin(z).
On a donc y, solution si et seulement si

(o — 38) cos(x) + (B + 3a) sin(z) = cos(z) + sin(z),

donc
a—38=1
3o+ =1
. 2 1 . R
On obtient a = = et B = —E Une solution particuliére est donc
2 1
yp(x) = E cos(x) — £ sin(x)

On peut aussi utiliser le principe de superposition pour dire que si z, est solution
de 27 —32'+2z = €'*, alors y, = Re(zp) +Im(zp) est solution de I'équation étudiée.
On cherche donc une solution z, de 27 — 32’ 4 2z = €'* sous la forme \e'”, on a
1 14 3¢

= . 1
T3 0 On a alors

zp solution si et seulement si (1 — 3i)A = 1 donc A =



1+3¢ 1

zp(x) = 10 e = 10 (cos(z) — 3sin(x) + 3icos(x) + isin(x)). Ainsi,
. 1 , P 1
yp(x) = 0 (cos(z) — 3sin(x)) + 0 (3cos(x) +sin(z)) = E cos(x) — E sin(x)

On retrouve bien la méme solution particuliére.
On en déduit que les solutions de ’équation sont les fonctions :
1
T £ o0sT — gsinx +Ae” + e (A, ) € R2.
Correction 59 L’équation caractéristique 72 + r = 0 a pour racines 0 et -1, les

solutions de I’équation homogeéne sont donc les fonctions z + A+ pe=%, (A, u) € R2.
On cherche une solution particuliére sous la forme y, : = — (az + b)e”. On a

y,(z) = (ax +a+b)e” et y”,(r) = (ax +2a + b)e”. La fonction y, est donc solution
de l’équation si et seulement si (3a + 2b + 2ax)e® = 2ze” cest-a-dire

3a+20b = 0

2a = 1

3
On trouve a =1 et b= —3 Une solution particuliére est donc x +> (:z: — —) e’ et

2
les solutions de I’équation sont les fonctions :

T <x—g>em—|—)\—|—uem,()\,,u)€]1§2.

Correction 60 1. On pose z(t) = y(e). On a alors :

et
(1) = 'y () + ey (1),

a? "( )+ 3zy'(z) +y(x)
< () + 22 (t) + 2(t) =

L’équation caractéristique de :

2(t) + 22 (t) + 2(t) =0

O

est :
r?+2r+1=0.

Elle posséde une racine double donc les solutions de 2 (t) + 22'(t) + 2(t) = 0
sur R* sont les fonctions :

t s (at +b)e”, (a,b) € R%

On en déduit que les solutions de z%y” (z) + 3zy'(z) + y(z) = 0 sur R sont les
fonctions :

— (alnz +b)e” "%, (a,b) € R?,

ce qui se réécrit :
| b
o @IZHY) o R2
x

2. Si une solution polynomiale existe, notons ax™ son terme dominant. Le terme

dominant de z2y" () est :
n(n — Daz"%z? = n(n — 1)ax

Le terme dominant de 3zy’(x) est 3nax™ et celui de y(z) est az™. On doit donc

avoir :
n(n — 1)az™ + 3naz™ + az™ = 3.

Ona:
nn—1)+3n+1 =n2+2n+1
=(n+1)?#0,

il faut donc n = 2. On cherche donc une solution polynomiale sous la forme
Yp i = ax® +br+c. Onay,(zr) = 2ax +b et y,(z) =2a. On a:

yp solution & 9az® + 4bx + ¢ = 32% + 4 + 1.

Par identification, on trouve :

o o Q
([
= Ewl e

3. D’aprés les deux questions précédentes, on en déduit que les solutions sur R*

sont : )
1 b
Slalmetb) &1 (o) e B2
T 3
Correction 61 1. Soit n > 2, alors en faisant deux intégrations par parties, on
trouve
m\n—1
I,=n (5) —n(n—1)1,—o.
Pour n > 4, on a donc

I.=n (g)n_l —n(n—1)n(-2) (g)n—3 +n(n—1)(n—-2)(n—3)1, 4



Par récurrence descendante, on obtient, :

717—1 I 2p—(2k+1)& e
I2p—I;J(_1)k(2) (2p— 2k +1))! + (—=1)P(2p)'Iy,
t
[§] p—1 p (T 2p—2k (2p_|_ 1)|
By =2 (-1 (5) [p—opy TV @ DML,
k=0 :

avec Ip =1, = 1.

Correction 62

1
et v(t) =
p+

1. Onpose v/'(t) =tP et u(t) = (1—t)9. Onav/(t) = —q(1—t)97!

1t1’+1. On a donc

(1 — 1) 1 q 1 q
I(p,q) = + 1) dt = —I(p+1,q—1
(p;q) { P }0 p+1A (1—1) p+1(p q—1)
q
2. Onal(p,q=——I(p+1,g—1) donc
(p,q) p+1( q—1)
Hp+1q—1Y*giiI@Q)*gii—£—(p—1q+U
b q 9 q q+1 b b

et, par récurrence descendante :

p+1 p 1
Ip+1,g—1)=—— X —— X x ——I(0,q + p).
( ) . S Tr qup( )
. ! 1 g (1 —t)atrtl 1 1
omme [(0,q + = 1 —-)™Pdt = |— = , on
0o+ = [a-1 e el I
obtient:
1 1 1 n!
I(p"’laq_l):]i L . X X :(p+1)7
q q+1 qgtp q+p+1 q”+k
k=q+1
donc ( n i
p+1)i(g—1)!
Ip+1,qg—1)= ——F————
(p+1,9-1) P
On en déduit que
plq!
I(p,q) = ———.
(@) PR
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Correction 63 On travaille sur un intervalle sur lequel = — x(2? — 1) ne s’annule
pas. On pose I; =] — 00, —1[, I =] — 1,0[, I3 =]0, 1[ et I, =]1, +o0].
1 1 1 1

On a +

, donc

221 7z 2@=1) 2@t

/ 2dx
o

x? —1)

|22 — 1]
72

=—2ln|x|+ln|x—1|+ln|x+1|=1n< )
Les solutions de I’équation homogeéne sur I;, i = 1..4, sont

/\i{IJ2
= -\ € R
T

On cherche une solution particuliére avec la méthode de la variation de la constante

A(z)z? 1 2
sous la forme y,(z) = (296)301 Cela impose y,(z) = — donc y,(x) = n2|x|x1 . Les
x? — z? —
solutions sur I; sont donc les fonctions de la forme :
Nix? + 221
A o Tl n|x|,/\ieR.

2 -1

Correction 64 Comme suggéré dans I’énoncé, on exprime les dérivées de z : t —
y(e?) en fonction de celles de y.

On a 2/(t) = e'y/(e?) et 27 (t) = ey’

y” (e') + €'y’ (e!). On remarque que :

yest solution de z%y” + 3xy’ + 4y = Tz In(z)
& Vo e Ry, 2%y (z) + 3zy/(z) + 4y(z) = Tz In(z)
& VteR, ey (ef) + 3ely (ef) + 4y(e?) = Ttet
&z est solution de 2" + 22/ + 4z = Tte!

Nous allons résoudre cette équation. On commence par résoudre 1’équation ho-
mogéne. Son équation caractéristique r2 4+ 2r +4 = 0 a pour racines —1 4 i1/3. Les
solutions de I’équation homogéne sont donc toutes fonctions :

t+— e t(acos V3t + bsinV3t), (a,b) € R2.

On cherche une solution particuliére sous la forme 2, : t — (at + b)e’ car 1 n’est
pas racine de I'équation caractéristique. On a z(t) = (at + a + b)e’ et 2,”(t)
(at + 2a + b)e’. La fonction z, est solution de 'équation z” + 22’ + 4z = Tte' si et
seulement si

Tat + 7b+ 4a = Tt

4
En identifiant les coefficients, on obtient a = 1et b = —7 Les solutions de I’équation

2" + 22 + 4z = Tte! sont donc les fonctions :

4
t— e—t(acos V3t + bsin \/gt) + (t — ?> et (a,b) € R2.



On sait que z est solution de 2" +22' +4z = Tte® si et seulement si y : x — z(In(z))
est solution de x2y” + 3xy’ + 4y = Tz In(x).
On en déduit que les solutions de 2%y + 3zy’ + 4y = 7z In(x) sont les fonctions :

N é(acos(\/glna:) +bsin(V3Ina)) + a(lng — %), (a,b) € R2.

Correction 65 On cherche une solution particuliére de ’équation sous la forme
yp(x) = azx. Une telle fonction est solution si et seulement si

ar
a— — —a’z? = —922
T

ce qui impose a? = 9. On choisit y,(z) = 3z comme solution particuliére.
Faisons maintenant le changement de fonction inconnue suivant : y(x) = 3z — sz)
ot z est une fonction définie sur R} . Commencons par exprimer les dérivées de y en

fonction de celles de z: On a :

! 6z 1
/ —3 ' (z) t o2 — 9y _
donc y est solution de y/(z) y(;) —y(z)? = —92? si et seulement si
Z'(x) 1 5 bz 1 9
3 ~3 B I
+ 22(x + zz(x) v 2(z)  22%(x) o

Apreés simplification, on obtient y est solution de y'(x) — @ —y(x)? = — 922 si et

seulement si z est solution de : 2’(z) + (6z + 1) z(x) = 1. Résolvons cette équation.
A
Les solutions de ’équation homogéne sont les fonctions = — —6_39”2,)\ € R. On

z 2
Az)e™3?
—_—

cherche une solution particuliére sous la forme z,(z) = La fonction

6z
Ainsi, les solutions de I'équation z'(z) + (6z + 1) z(z) = 1 sont les fonctions x

1 A
. + —e’3w2,/\ € R. La fonction z ne doit pas s’annuler sur R%. L’équation
Tz

146X e 3" =0 n’a pas de solution pour A = 0 et, pour A # 0, elle est équivalente
322

zp est solution de I’équation si et seulement si A (z) = ze3” d'ot zp(x) =

= ——. Comme ¢=37" €]0, 1], elle n’a pas de solution si A > ——.

6A
y@)

On en déduit que les solutions de y'(z) —

6z 1
— avec A € —6,+oo .

ae”

2

y(z)? = —922 sont les fonctions

3 ——
o T oA

Correction 66 Soit y une solution non-nulle.
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/

. si y ne s’annule pas, on a alors Y — 1 donc il existe b € R tel que 2\/y =z +0b
Y

2

z+b ,
s’annule.

2

2
b
donc y = ( > . On obtient une contradiction car = +— (%)

. Soit a € R tel que y(a) = 0. On sait que y est croissante puisque y’ est positive,

donc, si x < a, on a:

y(z) < yla) =0,
ce qui implique y(z) < 0. Or y est positive (puisqu’on considére sa racine
carrée), donc cela implique y(z) = 0.

. Notons K I’ensemble des points d’annulation de la fonction. On sait donc que

K est non-vide d’aprés la question 1. Supposons par ’absurde qu’il ne soit pas
majoré. Soit M un réel quelconque, alors on peut trouver A > M tel que A € K
(puisque K non majoré). On a alors y(M) = 0 d’aprés la question précédente
donc M € K. Ainsi, si K est non majoré, alors R C K donc K = R. Or si
K =R, la fonction s’annule sur tout R ce qui contredit ’hypothése que y n’est
pas la solution nulle. On a montré que K est majoré.

. On note ¢ = sup K. On se place sur |¢, +oo[. La fonction y ne s’annule pas

donc, d’aprés le travail effectué dans la premiére question, il existe b € R tel que

z+b\>
y|]c,+oo[~z'_>( D) ) .

La fonction y étant dérivable, elle est continue. On doit donc avoir lim y(z) =
r—c

lim y(z). On a
z—ct

e lim y(z)=0et

T—rCc—

b+c\”
li =
- i oo = (5°)

On en déduit que ¢ = —b.

Par définition de ¢, on a alors

r—cC 2 .
Yz B S1x >c

0 sinon

Les solutions de ’équation sont donc les fonctions de la forme

r—cC 2 .
Y ( 5 > S1x >c

0 sinon




avec c € R.

Correction 67 On commence par remarquer que pour * = y = 0, on obtient
21(0) = 2£(0)2 donc f(0) =0 ou 1. Si f(0) = 0, alors pour y = 0, on obtient

Vr € R, 2f(x) = f(z +0) + f(z —0) = f(0)f(x) =0,

donc f est nulle.
Si f est une solution non nulle, on a f(0) = 1. Dérivons deux fois 1’équation
fonctionnelle par rapport a y. On obtient :

V(z,y) €R®, [ (z+y) + 7 (@ —y) =2f(2) " ().

Pour y = 0, on obtient f”(x) = f(x)f”(0).

Ainsi, les solutions de 1’équation fonctionnelle sont solutions d’une équation dif-
férentielle d’ordre 2 de la forme y” = Ky. Les solutions d’une telle équation sont de
la forme z — ax + 8 si K =0 et

x = e + fe” ou x — acos(ax) + Ssin(ax),

avec a = v/ K selon que K est positif ou négatif.

Cherchons maintenant, parmi ces solutions, celles qui sont effectivement solutions
de ’équation fonctionnelle. On sait déja qu’une solution non nulle f vérifie f(0) = 1.
En dérivant ’équation fonctionnelle par rapport & y on obtient f/(x+y)— f/(x—y) =
2f(x)f'(y) puis pour x = y = 0, f/(0)f(0) = 0 ce qui impose, puisque f(0) = 1,
f'(0)=0.

Si f:x+— azx+ B, alors f(0)=8=0et f/(0) =a =0 ce qui impose f: x> 1.

Sif:x— ae®™+pe % ona f(0)=1donca+pB=1et f/(0)=0=a—73. On
1
adonca=p= 3 donc f : z +— ch(ax).
Si f : acos(ax) + Bsin(az), on a f(0) =a=1et f/(0) =3 =0donc f:z —
cos(ax).
En conclusion, les solutions sont la fonction nulle, la fonction constante égale & 1
et les fonctions de la forme = — cosh(az),a > 0 et x — cos(ax), avec a > 0.
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