Correction du TD n 9

Correction 1 1. v, ~ u,
2. vy = o(uy)
3. up = o(vy,) (croissance comparée)

4. Uy ~ Uy
. 1
Correction 2 1. cos| — | ~ 1.
n

4
N2n

2. 2" +nl0

3. Soit a #0. (n++/n)* —

1
4. cos| — | — 1~ ,i.
n 2n?

Correction 8 1. Faux, u, =

n+1"
1

2. Faux, up, =14 —.
n

3. Faux, ug, = 2n et ugp1 = n.

(-)"
n+1

5. vrai, découle de la définition.

4. Faux, u, =

6. faux, si € = 0 cela signifie que la suite est stationnaire a partir d’un certain rang
si elle converge.

7. faux sil =1 et v, < uy,.

/

8. vrai, en appliquant la définition & € < et pour un rang suffisamment grand,

onau, <l+e<l —e<v,.

9. faux, u, = (—1)".

10. vrai, contraposée de "convergente donc bornée".

1
11. faux, u, = ——.
n
12. faux, u, = ﬂ
n+1

Correction 4 1. Non, car ug, — 2 et ugpy1 — 0.
2. oui, elle tend vers 0.

3. non, car ugy = 1 et ugpto = —1.
. 1 1 1
4. on écrit u, = exp|2nln(l1+4+—)|. On a In(1+— ~ -
n n n
1
2nln ( 1+ —) ~ 2, on en déduit que u, — 2.
n

Vvn? —n= n

n+vn2—n

donc

lim w, = 1.

donc 5
n—-+4oo

Correction 5 o u, =n—

_ 1
C14/1-1/n

3
o |v,| < w < 2 donc vy, tend vers 0 quand n tend vers +ooc.

o w, = en FIn@B=sinn)  Op 42 < 3 —sinn < 4,¥n donc In2 < In(3 —sinn) <

In4,Vn et par le théoréme des gendarmes, % In(3 —sinn) — 0 donc w,, — 1 par
continuité de I’exponentielle.

S+ ()"

— 0 donc par continuité de sinus, sin (

® a, = chaque terme tend vers 0 donc a,, aussi.
=n"

f
onab, — 0.

( 1)71

T ) — 0 et cosinus étant bornée,
n

Correction 6 Smt neN, alors Vk e [[ n],krx —1 < |kz] <

1 1
les inégalités, E k;x—l<§ | kx| E kx puis ————= a:nn+ ) ——<u
n
k=1 k=1

kx donc, en sommant
an(n+1)

n < o2

x
Par le théoréme d’encadrement, on en dedmt que u, — —.

Correction 7 1. Par récurrence sur n.

2. On montre que (uy)nen est monotone. En effet, si n € N, alors
—u? + 2u, + 35
Up + 2Uy + 35

Le polynéme X2 — 2X — 35 est de discriminant 144, les racines sont donc 7 et
—5, il est positif entre ses racines. D’aprés la question précédente, on sait que
Vn € N, u, €]0,7[C] —5,7[. On en déduit que Vn € N, u,y1 —uy = 0. (tn)nen
est croissante. Comme elle est majorée, elle est convergente.

Un+41 — Unp =



Correction 8 On calcule I,,11 — I,

Lny1— I, = /j(lnx)"“ dr — /16(1113;)” dz = /1 (lnz)"** — (Inz)") da.

Pour tout « € [1,€], on a 0 < Inz < 1 donc
VneN, (Inz)" ™ < (Inz)™

Par croissance de l'intégrale, on a I,,11 — I, < 0 et la suite est décroissante.
Par positivité de l'intégrale, on sait, de plus, qu’elle est minorée par 0. On peut
donc affirmer qu’elle converge.

Correction 9 On calcule uy,11 — uy,, on trouve :

2

nu
n
Unp4+1 — Up = n—-l-l =0,
donc la suite est croissante. Si elle converge vers une limite finie [, on lim w,41 =1
n—-+oo
et lim u? = [2. Par unicité de la limite, on doit avoir
n—+oon + 1

=1+,

ce est équivalent & [ = 0. Or, la suite est positive par une récurrence immédiate,
étant donné qu’on a supposé ug > 0. Elle ne peut donc croire vers 0 ce qui montre
que la suite tend vers 400

Correction 10 On le montre par récurrence sur N. Pour n = 0, le résultat est vrai.
On suppose qu’il est vrai au rang n + 1. On a :

un+1:u”—l—2n—|—3=(n—|—1)2—|—2n+3,
par hypothése de récurrence. Or :
n+1)?+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n+4n+4=(n+2)>

La formule est vraie au rang n+ 1. Par le principe de récurrence, on a montré qu’elle
est vraie pour tout entier n.

Correction 11 L’équation caractéristique est

2r? —2r+1=0.

g , Q2%2 14 1
S racines son = = —=

€ acie 4 D) \/56

2(Vp41 — Unt2) = vy, sont de la forme

(%)n (cucosviT7T +Bsin2—w).

im
1

On en déduit que les suites vérifiant

nmw nmw
Quelque soient les réels a et 3, le terme acos— 4+ [Bsin — est borné et
4 4

n
(—) = 0 donc une telle suite tend vers 0, quels que soient ses premiers

V2

lim
n—+oo
termes.

Correction 12 Posons v, = u, + -, alors

Un+t2 = Upt2+7Y = un+1+2un_4+’y = (Un+1 - 7)'1‘2 (Un - ’Y)+’Y—4 = Un+1+2vn_2’7_4~

Pour avoir I’égalité souhaitée, il faut v = —2. La suite (v, )nen est une suite récur-
rente dont on peut déterminer I’expression. Son équation caractéristique est

r2—r+2=0,
dont les racines sont —1 et 2. On en déduit qu'il existe (o, 3) € R? tel que Vn €
Nyv, = a(-1)" 4+ £2". On a up = 1 donc vg = =1 = a+ f et u3 = 1 donc
1 2

v; = —1 = —a+ 2. On en déduit que a = —3 et f = —3 On a donc

(_1)n+1 n+1

VneN, v, = ———— —dfrac2"3,
d’oul
(_1)n+1 n+1
vneN, u, = —=— —dfrac2"3 4+ 2.

Correction 13 On a
Unt1 = Unt1 — 1 = 2u, — 2 = 2v,,
la suite (vy,)nen est donc une suite géométrique de raison 2. On a :
Vn € Ny v, = 2"vg = 2" (ug — 1),
on en déduit que :

Vn € Nyup, =v, +1=2"(up — 1) + 1.

' 1 2 . .
Correction 14 1. On pose f : x — 3 (x + —). La fonction est croissante sur
x

[1,400[ (calcul de dérivée).

On remarque que f(v/2) = v/2, on va donc procéder par récurrence. On a

up = 2 > /2, le résultat est donc vrai au rang 0. On suppose qu'il existe un

entier n tel que u,, > /2. On applique f qui est croissante sur [1,+oc[. On

obtient f(un) > f(\/§) d’ott upy1 > V2. La propriété est héréditaire. Par le

principe de récurrence, on a f(u,) > v/2 pour tout n € N.



2. Soit n € N, alors

un+1*\/§ =

On a bien l'inégalité souhaitée.

3. L’inégalité & montrer est vraie pour n = (0 car |u0 — \/§| < 1. La propriété est
1

donc initialisée. On suppose qu'’il existe un entier n tel que ’un — \/§| < 221

On a
(U — ﬁ)z

|un+1 -2 | < 5 d’aprés la question précédente
11y \ ,
S5l par hypothése de récurrence
1
<1
= g2ntl—g

La propriété est vraie au rang n+ 1. Par le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout entier n.

On en déduit que la suite (u,)ney converge vers v/2 car lir_P (un — V2) = 0,
n—-—+0oQ

d’apres I'inégalité que 'on vient de montrer.

Correction 15 Les points fixes, et donc les limites possibles sont les réels [ tels que

l2
m:l<:)l2=(l+1)4(:>l:00u(1+l)4:1.

Onadoncl=0o0ul=-2.

On remarque que la suite est & termes positifs a partir du rang 1. L unique limite
possible est donc 0.
De plus, on a
Up+1 Un

Up, (14 up)?

Or, pour tout n > 1, 1 + u, > 1 donc
(14 up)* > 14 u, > uy,.

On en déduit que, pour tout n > 1,

Un+41
Un

<1,

ce qui montre que (up)nen est décroissante. Comme la suite est minorée, elle est
convergente et nous avons montré que I'unique limite possible est 0.

Correction 16 On aug > 1, il est alors clair que pour tout n € N, u,, > 1. On pose
f(z) =1+ 1n(x), on va étudier f sur [1,4+o00[. La fonction est croissante, d’image
[1,400[, la suite (u,)nen est donc monotone et minorée. On pose g(x) = f(x) — x.
On a

1—=x
/ _
9 (z) —

donc ¢'(z) < 0 pour tout z > 1. Comme g(1) = 0, on en déduit que g est négative.
Par suite, quelque soit ug € R, on a u; —ug < 0 donc la suite (uy, )nen est décroissante.
Comme elle est minorée, on sait qu’elle converge. Sa limite est 1'unique point fixe
de f: 1.

Correction 17 On pose f(z) = Inz + z. La fonction f est strictement croissante
et son image est R, elle est donc bijective ce qui nous assure que la suite est bien
définie.
De plus, on a :
f(xn) =n<n+1=f(:cn+1)

donc, par croissance de f,
Tpn < Tp+i

ce qui montre que la suite est croissante. On sait donc qu’elle admet une limite. Si
(zn)nen admet une limite réelle [ alors, par continuité de f,

lim f(zn) = f(1),

n—+oo

or :

lim n=+c0
n—4o0o

n—r+0o
donc la suite (x,)nen n'admet pas de limite réelle, elle tend vers +oco.

n
1. Onpose fp(z) = Z x¥. La fonction f, ainsi définie est stricte-
k=1
ment croissante sur R donc injective. Comme, de plus, f(0) = 0et f(1) =n, on
sait que 1 est un élément de f ([0, 1]) donc il admet un unique antécédent dans
[0, 1].

Correction 18



2. Pour étudier la monotonie de la suite, on remarque que, pour tout z, on a
fn(f) < fn+1($). On a donc

Or fn(zn) =1= fot1(2n41), done

fn+1($n+1) < fnJrl(l'n)a

ce qui permet de conclure que z,11 < ,, par croissance de la fonction f,,. La
suite ainsi définie est donc décroissante.

11-1/2" 1
3. On calcule :f,(1/2) = 31172 =1- on < 1. On a donc f,,(1/2) < fu(zy)
1
donc, par croissance de f,, T, > 3
. . L . 1
4. On sait que la suite (z,)nen est décroissante et minorée par 2 elle est
1 _ n
donc convergente. Notons [ sa limite réelle. On a f,(z) = = 1 T donc
-z

lim fn(xn) =

n—-+4oo

1
T3 car [ € {5, 1[. Comme, de plus, f,(z,) = 1, on a, par

1
unicité de la limite, =1doul= 3

1-1
Correction 19 On note [y, Iy et I3 les limites respectives des suites (uan)nen,
(U2n+1)nen et (Usn)nen.

La suite (u10n)nen est & la fois une suite extraite de (ugn)nen €t (usn)nen. Par
unicité de la limite, on a donc [ = l3. De méme, la suite (¢10n45)nen est a la fois
une suite extraite de (u2n+1)nen €t (usp)nen. Par unicité de la limite, on a donc
Iy = l3. On en déduit que [; = I3 donc les suites extraites des indices pairs et impairs
convergent vers la méme limite. On en déduit que (u,)nen converge.

Correction 20 On suppose que (uy,)nen converge vers un réel [. Par définition de

1 1
la limite, il existe un rang N tel que pour tout n > N, u, € ]l — §,l+ 3 [ Or

1 1
I+ = {, la suite est donc

il y a au plus un unique dans l'intervalle ouvert }l — 3 5

stationnaire a partir du rang N, égale a cet entier.

2n

1
Correction 21 1. On a Hy, — H, = Z o Pour tout & dans [|n + 1,2n|], on
k=n+1
1 1 S
a — > — donc, en sommant les inégalités :
k™ 2n
2 n 1
H n — Hn > .  — 5. —3
? 2 o 2 2

2. On sait que (H,)nen est croissante, elle admet donc une limite. Si cette limite
est réelle, notons-la [, alors Hy, — H, — | — 1 = 0, ce qui est impossible car
cette différence est minorée par 2. On en déduit que la suite tend vers +oo.

3. On a Hy, —In(2n) — ~ donc Hs, —In(2n) — H,, +In(n) — 0. On en déduit que
Hgn — Hn — 111(2)

Correction 22 1. On sait que pour tout & > 1, on a k2 > k? — k donc = <
1
e ce qu’on peut aussi écrire :
1 1 1
R < - _
K2 k-1 k
1 1
Pour r > 2, on a k™ > k? donc T < = On en déduit que pour tout k£ > 1 et
tout r > 2, on a :
1 o 1 1
Er S k-1 k'

On en déduit, on sommant les inégalités entre 2 et n, que :

La suite est donc majorée. Comme, on a :

Sp1(r) — Su(r) = —— >0

(n+1

la suite est croissante, on en déduit qu’elle converge.

2. Pour tout k entre 1 et n, on a FEEE) < T En sommant entre 1 et n, on obtient

Sp(r+1) < Sy(r), Vn e N.

On en déduit, en passant a la limite, que 0,1 < o, donc la suite (0.), oy est
décroissante.

1 1
3. (a) Pour tout « € [k — 1,k], on a o < —. On intégre entre k — 1 et k, on
T xr

obtient :



C 1 dx
ce qui implique o < § . On somme ces inégalités entre 2 et n, on

k=1 pr
obtient :
e [ ®

ce qui se réécrit, grace a la relation de Chasles :

n 1 n
Sw</
k=2 1
On a ajoute 1 de chaque coté :

S, (r) < 1+/ d—f.
1

T

dzr

ar

Comme il est clair que S, (r) > 1, on a encadrement souhaité.

(b) Ona m %[22 1 L Ona done:
naf; — i Bl s eyl ey n a donc :
1 1
1<8, < — 1.
(r) 1-rn—1 1-7r +

En passant a la limite quand n tend vers +o0o. On obtient :

1

1<o, <1+ .
r—1

Enfin, on fait tendre r vers +oco. Par le thm d’encadrement, on en déduit

que lim o,.=1.
r——400

Correction 23 1. n? —In(n) + /" ~ n?

2. 2" — " + In(n) — cos(3n?) ~ e"

1 1
. S I U
3. cos <n> 2n?

Correction 24 1. oui, elle tend vers 0.

2. non, elle tend vers +oo par le thm de croissances comparées.

Correction 25 o u, = nn+a) —n = =22 — = —2_ donc
n ( + ) vn2+na+n \/1+a/n+1

lim v, = 2.
n—+0oo " 2

= 0,Vp donc (w,) ne peut pas converger.

_ 4p+1
® Vap+1 = —5

°
@)
=]
93

lim w,, =

2. — 0 quand n tend vers +oco donc par continuité de cosinus,
n——+oo

n2 N (71)71
n2+.vn  n2+n
—_— Y

—1 —0

® 2, = donc

lim d, =1.

n—-+oo

° anN%doncan%O.

1
e b, ~nsin — donc b, — 1.
n

4

e ¢, ~n*e” " donc ¢, — 0 par croissances comparées.

)n+1)1/n,

Correction 26 On a :

=

(SRS

et

donc v,, — b.

Correction 27 On a :

] > nv/m -1,
N

donc :
n—1

9

n
et, par croissance de la partie entiére,

wngﬁJJ%n Z—1J>n 2_1

1):\/ﬁ<n n;n—1>7

400, donc, par minoration, u,, — 400.

-1

On a donc :

ny/n —
un>\/—(
n
n—n

or, v/ (%)

Correction 28 On encadre le terme général:

—

n—-+oo

<1
\\/ﬁ-

sinn

\/ﬁ

. 1 . .
lim —= = 0, on en déduit, par encadrement, que la suite converge vers
n—-+4oo n

Vn € N*,

Comme
0.



Correction 29 Pour tout ¢t € [0,1], on a

donc
tm dt Lede

1
< ——s< | —.
/0 (1+t)2 o

Ytdt

tn+1 1
Comme — = [ } =
0 tn n + 1 0

———, on obtient :
n+1

1

0<un < ——,

ce qui permet d’affirmer que la suite (u,)nen converge vers 0.

Correction 30 On encadre :

n n n
- = - <5,
vn > 0,3 1<[2J :
done 11 1 1
n
S g
Vn>0,3 n<n{2J 2
On en déduit que :
1
Vn>0,0<—PJ<1,
n L2
1 |n
donc { {JJO On a donc :
n L2
Vn > 0,v, =0,

ce qui montre que (v,)nen converge (puisqu’elle est constante) et que sa limite est
nulle.

. n
Correction 31 On a u,, > —— donc u,, — +00.

Van

Correction 32 L’équation caractéristique 72 + 7 — 2 = 0 posséde 1 et —2 pour
racines, on sait donc qu’il existe deux réels « et 3 tels que :

Vn € Nyu, = al™ + 6(=2)" = a+ B(—2)".
Déterminons « et § a l'aide des premiers termes:

’U,():O:Oé‘i'ﬁ,

et
up =3 =a—20.

Onadonca=—-FBeta=1,dou:
Vn € Nyu, =1—(=2)" =1+ (=2)"".
Correction 33 On écrit ’équation caractéristique :
r?—r+1=0.

1 /3 in .
Ses racines sont B + % =e3. On en déduit qu'’il existe (o, ) € R? tel que

nmw . nmw
Up, ZaCOS? +Bsm?.

1 3
Onawuy=1=aetuy =2 :acosg—&—ﬁsing = 5—}—% On en déduit que
B = /3 donc, pour tout n € N,
un:cosn—;+\/§sin%.

Correction 34 L’équation caractéristique est 72 —r — 2 = 0 dont les racines sont
—1 et 2. 1l existe donc (o, ) € R? tel que

Vn € Nyu, = a(—1)" + 52"

1
Onauld=0=a+fetu =1=—-a+205. Onendéduitqueﬁ:§:—adonc

1
Vn € dn,u, = 3 2" —(=1)").

Correction 35 On cherche « tel que (u, — @),en soit géométrique. On trouve o =

1 N . . 1
> on a donc | u, — 3 géométrique de raison —3 et de premier terme ug — 3= "5

On en déduit que pour tout n € N, on a

d’ou, Vn € N,
(_1)n+13n N 1
Uy = —— + —.
2 2
Correction 86 On a, pour n > 2, u,+1 = (n+ 1)nu, = (n+1).n%(n — Du,_1. On
en déduit que u, 1 = (n+ 1). (n!)* .uy donc

Vn > 1,u, = 20 ((n —1))2.



Correction 37 On suppose, dans
Soit n € N, on a

un premier temps que (u,)nen est croissante.

n+1
Un4+1 = n+ 12 k
o un+1
n + 1Z Jr
Un+1
= +
n+1 Un n+1
ainsi,
Un4+1 — Up = nt1 (_vn + un+1)
Or,

- —zuk zun,

donc v,, < U, < Up41 par croissance de (uy)nen. On en déduit que v,41
+ € +
positif done (vy,)nen est croissante.
Si (tn)nen est décroissante, (—uy)nen €st croissante donc (—v,)nen aussi puis
€ ) € €
(Un)nen est décroissante.
On peut aussi (un peu plus tordu, je vous I'accorde) écrire :

— v, est

1 n+1

177,
Dty
n—|—1k:1 ni—
 Upit 1 < 1<
_n+1+n+121wc nz_:luk
Ut 1 1\ «
_n—|—1+(n—|—1 n)kzluk

_Un+1 _ 1
S on+1 n(n—|—1)zuk

Un+1 — Up =

o Up+1 _ 1 - ) )
T n4+1 n(n+ 1); ; (uj —uji1) | + Unt1

Uit 1 n n 1 n
= — Uj — Uy + — Up,

n4+1 n(n_'_l);;( J J+1) n(n—i—l); +1
o Unp41 _ 1 - - . _ Un41
Con+1 nn—i—l)zz(uj Uj1) n+1

k=1 j=k
1 n n

- TL(TL-I— 1) (uj+1 - u])

Ainsi, si (un)nen est monotone, alors pour tout j, (u;4+1—u;) est de signe constant et
Un41 — U, est alors également du méme signe donc (v, )nen est également monotone,
de méme monotonie que (U )nen-

Correction 88 On a u,> = |[Vn2| —VnZ] =0 et

~1<|[Vn2+1]—vn2+1<0.

De plus, [vn2 + 1] —+v/n2 + 1 # 0 car si ¢’était le cas, alors n? + 1 serait un entier.
On aurait alors n?+1 = m? d’ott n? —m? = 1 = (n—m)(n+m) ce qui est impossible
pour n > 1. On a donc :

~1< |Vn2+1]—vVn2+1<0.

ce qui implique, par définition de la partie entiére, que u,24; = —1. On a trouvé
deux suites extraites de (u,) possédant des limites différentes donc la suite n’admet
pas de limite.

Correction 39 On a ug > 0, il est clair que pour tout n € N, u,, > 0. On pose

fa) = —.

posséde des points fixes. On a f(z) =2 < 22+ 12 —1=0. Il y a deux solutions :

—-1++5
2 b

on étudie cette fonction sur R*}. On commence par déterminer si f

—1+v5

a le tableau de variations suivant :

mais seule est positive. On note o = . Elle est décroissante, on

—1+5
2

On remarque que pour tout n € N*, w,, € [0,1] donc la suite est bornée. De plus,
f o f est croissante donc la suite (ugp)nen est monotone. On peut donc affirmer
qu’elle est convergente quelque soit la valeur de ug.



Déterminons ses limites possibles. On a

L’unique limite (positive) possible est a. On en déduit que hr—{l U2y, = ¢ pUis,
n—-—+0oo

lir}_l Usn+1 = f(a) = a par continuité de f. Enfin, les deux suites extraites
n—-+0oo

(u2n)nen et (Uzn41)nen convergent vers la méme limite, on en déduit que la suite
(un)nen converge vers q.

Correction 40 1. On note f : © — e®* + x. Alors f est strictement croissante,

son image vaut R. On en déduit que pour tout n € N, le réel admet un

unique antécédent que ’on note x,,.

2. Pour tout n € N, on a donc f(zp4+1) < f(xn). Comme f est

—_— < [
n+2 n+1
croissante, on en déduit que (z,)nen est décroissante. Si elle ne converge pas,
elle tend vers —oco. On aurait alors f(z,) — —oo par continuité de f. Or
f(zn) = 0. On en déduit que la suite (z,,)nen est convergente.

Correction 41 1. La fonction f : 2 — 22+ est bijective de R dans R donc pour

tout n € N*, — admet un unique antécédent.
n

1

n+1
croissante, on en déduit que (x,)nen+ est décroissante.

1
2. Pour tout n € N*, on a < — donc f(zpy1) < f(x,). Comme f est
n

1
Enfin, on remarque que f(0) = 0 < —, pour tout n € N*. Donc, toujours pas
n

croissance de f, z, > 0 pour tout n. La suite est donc décroissante et minorée,
on peut affirmer qu’elle converge. On note [ sa limite. Par continuité de f, on

1

a f(zy,) = 13+1. Or f(z,) = — — 0. Par unicité de la limite, on a [ + 13 = 0.
n

On en déduit que | = 0 et la suite converge vers 0.

Correction 42 1. La fonction z — tan(z) — x est dérivable sur I, de dérivée

r — tan?z donc f est croissante. On a lim = +oo et lim = —00
z— 5 +nm i
T———+nm

2
d’ou le tableau de variations suivant :

s T
x 75 “+ nm 5 =+ n7
f(z) +
+00
f /
—00

La fonction f est bijective de I,, dans R, elle s’annule donc une unique fois sur
I,,. On en déduit que I’équation (F) admet une unique solution dans I,,.

T . . .
.Onaz, >nr— 5 donc, par le thm de minoration, hr+n T, = +o00.
—+00

n

7r
. On aimerait poser v, = x, —nm— 5 et appliquer la définition de la suite (2, )nen

a savoir tan(z, ) = x,, mais
7r
Vn € Nz, —nm — 5 € 10, x[,

sur lequel tan n’est pas définie.

On reprend le tableau de variations de f et on fait apparaitre f(nm) = —nm:

4 Z 4

x 5 T nw 5 T

f'(x) +
+00
f —TZTI'/
/

—00

et comme f(z,) =0 et f strictement croissante, on en déduit que x,, > nm:

T n . T n
—— +n7 T — +nr
f'(z) +
+00
/
f —mr/o




T T s
On pose v, = x, — nmT — Oh Comme z,, € }mr,nﬂ'—k 5[, on a v, € ]—5,0{.
T ™ 1
On a tan(v,) = tan(z, — nmw — 5) = tan(z, — 5) = tan(zn) =L

1 T
On a donc v, = arctan (——) car v, € }—5, 5 [ Par continuité de arctan,
L

on en déduit que v, — 0.
Correction 48 1. Soit n € N, on pose f, : © — x° + nz. Cette fonction est
continue et impaire. On a lir}rl fn(x) = 400 donc Im(f,,) =R. On en déduit
Tr—r+00
que 1 admet un antécédent par f,,. De plus, elle est strictement croissante donc

injective, 1 admet donc un unique antécédent par f,,, on le note u,,.

2. Ona f,(1) =14+ net f,(0) =0 donc pour n > 1, f,(1) > fu(u,) > 0. Par
croissance de (up), on a 0 < u, < 1. On remarque que pour tout z € R,
fror1(z) = 2% + nx + 2 = f,(x) + z donc pour tout x > 0, on a

fn+1(x) > fn(w)

On a donc

fn+1(uﬂ) > fn(un)7 or fn(un) =1= fn+1(un+1)7

on a donc
Frv1(un) > fag1(unt1),

et, par croissance de f, on en déduit u,41 < u, donc (u,)nen est décroissante.

3. La suite (uy,)nen est décroissante et minorée donc convergente.

Notons [ sa limite. Si [ # 0, alors u? + nu, — +00. Or f,(u,) =1, on a donc
une contradiction. On en déduit que la limite est nulle.

Correction 44 On commence par s’assurer que pour tout n € N, a,, + b, > 0, ce
qui est clair par une récurrence immédiate. Les deux suites sont donc bien deﬁnies.

(Voo = Van)” \/@)

On remarque ensuite que pour tout n € N, b, 11 — apy1 = donc

Vn € Nybyi1 2 anqa-

On en déduit que
VYn € N* b,

an7

et ce résultat est également vrai au rang 0 par hypothése.
Soit maintenant n € N, alors

n+ by
bn+1 - % < bn7

puisque a,, < b,. Ainsi, la suite (b,,)nen est décroissante.

De méme, a,11 = Vapb, > /a2 donc (a, > 0), apt1 = a, et la suite (ap)nen
est croissante. On se retrouve alors avec

Vn € N,ag < ap < by, < bp.
On en déduit que les deux suites sont bornées donc convergentes par le théoréme

de limite monotone. Enfin, si on note [ et I’ les limites de (an)nen €t (by)nen, alors
/

bn+1 — ' et bn+1 —

donc, par unicité de la limite, [ = I’ et les deux suites

tendent vers la méme limite.

Correction 45 1. On sait qu’il existe N tel que Vn > N, u,, > —. On a donc,

a

2
N—1

pour n > N, Zuk—Zuk—i—Zuk/Zuk—l— n—N—i—l)g
k=0

Tl

de minoration, hm E up = +00.

Par le thm

2. On suppose que (v, )nen vérifie 11111 Upt+1 — Up = a avec a > 0. Alors, d’aprés
n——+0o0

la question précédente, on a

n
lim

n—+o0 Z (UkJrl N vk) -

k=0

+00,

n

or E (Vk+1 — Vi) = Upt1 —vo. On a donc lim wv,41 = 400 donc lim v, =
P n——+oo n—-+oo

+o00.



