On fait ensuite Cy < C7 — aoC5 ce qui donne :
Correction du TD n 10 V(ao, -+, an) = ) ) X
1 a1 ad+apar +a} --- ay” +ay a1 - aj”
n 1 ay ad+apaz+a3 - ag_1+ag_2a2 ag_l
(ai —ao) | :
i=1 : :
1 a, a+aa,+a% - ag_l + ag_zan coeant
Correction 1 On fait Cy «+ C| + Cy + C3 4+ C4 car la somme des colonnes donne ] ) )
toujours le méme nombre. On factorise alors par 14-2a-+2b puis on enléve la premiére puis C3 < C3 — agC1 — apCy pour obtenir :
ligne a toutes les autres lignes. On développe par rapport a la premiére colonne et v B
on obtient : (ao, -+ an) = ) 1 o o
1 ar a7 -+ ay  +ay “ar - ag
l14a—-b b—a a-b - 1 ay a3 - ag'4aglay oo oayt
det(M)=(1+2a+2b)| 0 1 0o . | 1(“1' —ao)|. :
i= . .
a—b b—a 14+a-b> 1 ap a2 ag—1+ag—2an st
On développe par rapport a la deuxiéme ligne. On trouve (1 + 2a + 2b)((1 +a — et ainsi de suite jusqu’a obtenir :
b)? — (a —b)?) = (1 4+ 2a + 2b)(1 + 2a — 2b). La matrice M est donc inversible si et
seulement si 1+ 2a 4+ 2b # 0 et 1 + 2a — 2b # 0. 1 ay a3 - ap?
L 1 ay a3 - ay!
V(a )ttty An) = a; — @ . . )
Correction 2 1. On enléve la premiére ligne & toutes les autres, on obtient : (a0 n) 11;[1( i~ ao) : :
1 a, a2 - a*!
1 ao a? e ag
0 a1—ap a3 —a3 - a —al c’est-a-dire :
V(aOa ) an) =
. . n
0 a,—ap a®—a? -+ a’—al V(ag, -+ ,a,) = ( (ai —ao)> V(ai, -+, an).
i=1
On développe par rapport a la premiére ligne :
2. Déterminons la valeur de V(ag,--- ,a,) par récurrence sur n. On note P, la
ai—ag a?—a3 - ab —al propriété V(ag, -+ ,an) =[] (a; —a;).
0<i<j<n
V(a()a 5 an) =
9 9 " " Pourn=1,ona:
n —Go G —ag --- Qp —ag 1 ao
V(ag,a1) = ‘1 ay = (a1 — ao)
On met alors en facteur a; — ag sur chaque ligne :
et la propriété est vraie.
Viao, - ,an) = ) ) - o i On suppose que la propriété est vraie au rang n — 1. D’aprés la question précé-
1 ap+ar af+apar+ai -+ aj +ay “ar - aj dente, on a :
n 1 ag+as a+agag+a3 - ag_1+ag_2a2 ag_l
(ai —ao) |. : n
i=1 : : V(G‘O?“'va ): (a’l_a’o) V(a’lv"'va )
1 ap+a, ad+apa,+a2 - al t+afca, --- a7t " };[1 "




Or, par hypothése de récurrence appliquée aux n réels distincts aq, - - -

Viay, -+ ,an) = <H (a1 — a0)> H (a; — ai),

i=1 1<i<j<n

y Qpy O1N

d’ot :
V(G'Ov"' aan) = H (aj _a'i)-

0<i<j<n

Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n.

Correction 3 On note D le déterminant recherché.
Ly« L3 — Ll, on obtient :

On fait Ly «— Ly — le,

1 m 2 -1
D_O 1—-m? —1-2m 2m
0 1—-m m—2 2
0 m 0 m

On développe par rapport & la premiére colonne, on obtient :

1-m?2 —1-2m 2m
D=|1-m m— 2 2
m 0 m

On fait alors Cy < C; — C3 puis on développe par rapport & la derniére ligne et on
obtient :

—1—-2m
m — 2

—1—m?—-2m

D=m -m—1

=m(—m?® —2m? 4+ 2m — 3)

Correction 4 On fait L; < Ly pour tout 7 > 1, on obtient

1 0 0
1 —=x
Dn=l1 0 1-2
: : " . 0
1 0 0 n—1—=x

On développe par rapport & la premiére ligne, on obtient :

Correction 5 On observe que Cy — C1 = C3 — Csy = donc le déterminant est

nul.

Correction 6 1. On développe par rapport a la premiére colonne, on obtient :

b 0 0

a a+b b
Dny2=(a+b)Dni1—a o 4 . . 0

: .. . . b

0o ... 0 a a+bd

On développe ensuite le deuxiéme déterminant par rapport & sa premiére ligne,
on obtient
Dn+2 = (CL + b)Dn+1 — CLbDn

2. On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont les racines réelles sont
aetb Ona D) =a+bet Dy =a?+b%>+ab

e Sia=b=0,D, =0 pour tout n.

e Sia=05b+# 0, on sait que D,, est de la forme (o + fn)a™. Avec les
premiéres valeurs, on obtient a + 3 =2et «+28 =3 donc a =5 =1 et
D, = (n+1)a".

e Si a # b, on sait que D, est de la forme aa™ + Sb™. Avec les premiéres
valeurs, on obtient aa 4+ b = a + b et aa?® + Bb% = a? + b? 4 ab donc
Bb(b—a) =b* et aala —b) =a?. Sia=0,D, =b"etsib=0, D, =b".

b
Siab#0,0naa= a et B = ——— donc
a—b a—b
CLn+1_bn+1
Dy=——"
a—>b

On remarque que cette formule reste vraie si a ou b est nul.



