Lycée du Parc 842

Limite et continuité

1 Limites

1.1 Définition de limite finie

Définition 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xy un point ou une extrémité de
I. on dit que f admet ¢ pour limite quand x tend vers xzq si:

Ve>0,In>0, Ve e l, |z —zo| <n=|f(zx)—{ <e

ou encore
Ve > 0,3n > 0,Va €lzg —n, o + [N, | f(z) — | <€

Proposition 1.
La limite, si elle existe est unique.

Théoréme 2.
Soit f: I — Ret xg € I. Si f admet une limite finie ¢ en xq, alors f(xy) = £.

Définition 2. Soit / € R
e On dit que la limite a gauche de f(x) quand z tend vers 2y € R est £ si
Ve > 0,3n >0, Yo €|xg —n, zo, | f(x) — €] <€
On note_ lim f(z) =Cou lim f(z) ="

<x0 T

e On dit que la limite a droite de f(z) quand x tend vers xy € R est £ si
Ve > 0,3n >0, Vo €]zg, xo + 1, |f(z) — (] <e
On note lim f(z) =L ou lim f(z) =¢.

r>T0 T—=Tq

Exemple 1. Limite a gauche et & droite en n € Z de la fonction partie entiére.

1.2 Deéfinition de limites infinies

Définition 3.
Soit f une fonction définie sur R.

e Soit £ € R. On dit que f(z) tend vers ¢ quand x tend vers 400 si:
Ve>0,dJA>0, Vz e Rix > A= |f(z) — (| <e

e Soit xy € R, alors on dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers z si:

VA>0,9n>0, Ve e R, |z — x| <= f(z) < —A

e On dit que f(z) tend vers +o0o quand = tend vers +oo si:

VA>0,3B>0, Ve e Rz > B= f(z) > A

1



1.3 Opérations sur les limites

Proposition 3.
Soient f et g deux fonctions, xy € RU {£oo}
e Si lim f(z)=0l€Ret lim g(x) =1 € R, alors lim f(z)+g(x) =1+1".

T—T0 T—T0 T—T0

Si f est bornée et lim g(x) = oo alors lim f(z) + g(x) = +oo.
T—rT0 T—T0

e Si lim f(z) =1let lim g(z) =1 et (I,I') ¢ {(0,£00), (£o0,0)} alors lim f(z)g(x) =
T—x0 T—x0 T—X0
w
e Si f est bornée et lim g(x) = 0 alors lim f(z)g(z) = 0.
T—TQ T—T0
- ) 1 1
e Si lim f(z) =1avec!#0, alors lim —— = —.
T—rT0 T—rT0 (ZL‘) l

On peut aussi composer les limites:

Proposition 4.

Soient f et g deux fonctions telles que lim f(x) = yo et lim g(x) =l alors lim go f(z) = L.
T—rI0 T—Yo T—rxo

Ezemple 2. lim @) =7,
z—0

1.4 Inégalités sur les limites

Proposition 5.
Soit xy € RU {£oo}. Soit £ € R et f une fonction telle que lim f(z) = ¢ alors

T—T0

1. si ¢ > a, il existe n > 0 tel que Va €]zg — n, zo + 1|, f(z) > a.

2. Réciproquement, s'il existe n > 0 tel que Va €|xg — n, 0 + 1|, f(z) = a, alors £ > a.

\.

Exemple 3. Si hH(l) f(z) =1, alors f est positive au voisinage de 0.
—

Remarque. On en déduit donc que si f(x) ~,_q g(x), alors f et g sont de méme signe au voisinage de a

Proposition 6.

Soit £ € R et f une fonction telle que lim f(z) = ¢ alors f est bornée au voisinage de x.
Tr—TQ

Remarque. On a un résultat analogue pour les suites. Dans le cas des suites, on en déduit que
tous les termes de la suite sauf un nb fini de termes sont dans cet intervalle borné donc la suite
est bornée. Ce n’est pas le cas avec les fonctions.

RY — R

Exemple 4. Soit [ : R 1 , alors [ est bornée au wvoisinage de 1 mais pas sur son
x

ensemble de définition.



Théoréme 7.
Soit f,g,h : I — R des fonction et a € I (donc a € RU {£00}), si au voisinage de a, on a

et g et h admettent la méme limite en a, alors f admet une limite en a, égale & la limite
commune de g et h

Remarque. Si on autorise la limite & étre infinie, avec la convention —oo < a < +00 pour tout
a € R ce théoréeme donne aussi le théoréeme de minoration et de majoration.

1.5 Lien avec les suites

Proposition 8.

Soit f une fonction telle que lim f(x) = [ alors, pour toute suite (a,),ey tendant vers x,
T—TQ

la suite (f(an))nen tend vers [.

On utilise souvent cette proposition en contraposée: s’il existe deux suites (a,) et (b,) qui
tendent vers g et telles que (f(an))nen et (f(bn))nen convergent vers des limites différentes alors
f n’admet pas de limite quand z tend vers x.

Ezxemples 5.
1. f(z) = sin%, f admet-elle une limite en 0 %

J 1sizeQ , , . .
2. f(z) = { 0sicdQ Montrons qu’elle n’admet de limite en aucun point de R.

A La réciproque est fausse !

FEzxemple 6. Si (ay,)nen tend vers xo et la suite (f(an))nen tend vers l, cela ne signifie pas que la
limite de f(z) quand x tend xy existe/

1.6 Théoréme de la limite monotone

Définition 4. Soit f: [ — R.

e Si f est majorée sur I, alors 'ensemble f(I) est majoré (non vide), il admet donc une borne
supérieure. On la note

sup f(z) ou sup f

zel I

e Si f est minorée sur I, alors I'ensemble f(7) est minoré (non vide), il admet donc une borne
inférieure. On la note

;:Igf(x) ou 1r11ff



Théoréme 9 (thm de la limite monotone). Soit (a,b) € R U {Zoo} tels que a < b et
f :]a,b]— R une fonction.

e Si f est croissante alors
— Si [ est majorée, f admet une limite finie en b et 31613) f(z) = Sl}p f.
— Si f est minorée, f admet une limite finie en a et glcli}(ll flz) = iI}ff.
e Si f est décroissante alors
— Si [ est majorée, [ admet une limite finie en a et il_r)r(ll flz) = sgp f.

— Si f est minorée, [ admet une limite finie en b et lirrll) f(z) = irllff.
T—>

Proposition 10.
Soit (a,b) € RU{zxoo} tels que a < b et f :Ja,b[— R une fonction.

e Si f est croissante alors
— Si f est non majorée, f admet une limite en b et lirrll7 f(z) = +o0.
T—r

— Si f est non minorée, f admet une limite en a et lim f(z) = —oc.
r—a

e Si f est décroissante alors

— Si f est non majorée, f admet une limite en a et lim f(x) = +oo.
T—a

— Si f est non minorée, f admet une limite en b et hIIll) f(z) = —o0.
x—>

2 Continuité

2.1 Deéfinition

Définition 5. Soit f: ] — R et zp € I. On dit que f est

e continue en zg si lim f(z) = f(xg).
T—T0

e continue & gauche en xg si li<m f(z) = f(xg).
r<xg
T—T0

e continue a droite en g si 1i>m f(z) = f(xo).
T>x0
T—T0

Remarques:
e Si f est continue a gauche et a droite en un point, elle est continue en ce point.
e Si I = |a,b], on ne peut parler que de continuité & droite en a et a gauche en b.

e On a vu que si f admet une limite finie ¢ en xg, alors f(x¢) = ¢, f est donc continue en zg
si et seulement si elle admet une limite finie en xzg.
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Définition 6. Soit f : I — R, on dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de
1.

Remarque. Le programme se limite a la continuité sur un intervalle ce qui permet la définition
wntuitive de " f est continue si je ne léve pas mon crayon en tracant le graphe de f".

Exemples 7.
1. FEtudier la continuité de la fonction partie entiére.

0stx <0

1 sinon est-elle continue?

2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = {

sin

six#0

lsixz=0

, est-elle continue?

3. Soit [ la fonction définie sur R par f(x) = {

Proposition 11.

Le produit, la somme et la composée de fonctions continues est continue.

Le quotient d’une fonction continue par une fonction continue ET ne s’annulant pas est
continue.

Définition 7. Soient f et g deux fonctions, on définit deux fonctions max(f,g) et min(f,g) en
posant

max(f.9)e) = { TSI 290 et g g0y = { 907) 9 000 > 91)

g(x) sinon f(z) sinon

Remarque. Si f et g sont continues, max(f,g) et min(f, g) sont aussi continues. En effet, on
remarque que max(f,g) = f—2|—g + f;g et min(f, g) = f—21-g _ ‘f;g

De méme que pour les limites, on peut caractériser la continuité grace aux suites:

Proposition 12.
Soit f: I — Ret zg € I, si f est continue en xzq alors pour toute suite (a,) telle que a,, — xy,

f(an) = f(20).

2.2 Théoréme des valeurs intermeédiaires

Proposition 13.
Soit / un intervalle et f une fonction continue sur I, alors f(/) est un intervalle.

A cela ne signifie pas que c’est un intervalle de méme nature

Fzemple 8. Quel est l'image que | — m, [ par sin?



Théoréme 14 (théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f continue sur |a,b] telle
que f(a)f(b) <0, alors il existe ¢ €la,b] tel que f(c) = 0.

Corollaire 15.
Soit f une fonction continue ne s’annulant pas, alors f est de signe constant.

Corollaire 16.
Soit a < b tels que f(a) # f(b), alors pour tout y strictement compris entre f(a) et f(b), il
existe ¢ €la, b tel que f(c) =y.

Attention: je n’ai pas dit que ¢ était unique ce qui est évidemment faux. exemple: f =
cos,a = 0,b=27.

FEzxemple 9. Soit f : [a,b] — [a,b] continue, alors f admel un point fize.

2.3 Continuité sur un segment

Définition 8. Soit f: [ — R.

e Si l'ensemble f(/) admet un maximum, on dit que f admet un maximum sur / et on le note

max f(z) ou mlaxf

e Sil'ensemble f(I) admet un minimum, on dit que f admet un minimum sur I et on le note

Gup J(x) o min ]

Théoréme 17 (continuité sur un segment (Admis)).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue (sur le segment [a,b]), alors f est bornée ET atteint

ses bornes. Autrement dit, il existe (o, B) € [a,b]* tel que

Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(B),

ce que ['on peut aussi écrire

Im(f) = f(la, 0]) = [f(a), F(B)].

Ezemples 10.
1. Soit f:[0,1] — R continue telle que Vx € [0,1], f(x) > 0, alors il existe a > 0 tel que

Vo € [0,1], f(x) > a.

2. Soit f: R — R continue telle que lim f(x) =0= lim f(x), montrer que f est bornée.

T—+00 T——00



2.4 Fonction k-lipschitzienne

Définition 9. Soit f: I — R. On dit que [ est k-lipschitzienne si
V(z,y) € I?,|f(z) = f(y)| < klz—yl.
Si k €]0,1[, on dit que f est contractante.

Exemples 11.
1. f:xw |z| est 1-lipschitzienne.

2. Soit f une fonction contractante, | un point fize de f et une suite définie par w1 = f(uy,).
Montrer que (uy,)nen converge vers .

Proposition 18.
Une fonction k-lipschitzienne est continue.

2.5 Continuité de la bijection réciproque

Théoréme 19.

Soit f continue sur I et strictement monotone, alors f est injective. Elle induit donc une
bijection de I sur f(I), notons-la g. On a alors ¢g~' : f(I) — I continue, strictement
monotone et de méme monotonie que g.

Remarque. Si f est continue et injective, alors elle est strictement monotone. Le résultat est
hors programme mais on peut le montrer avec les outils de premiére année (cf td)

2.6 Prolongement par continuité

Si une fonction n’est pas définie en un point xg, on peut toujours la prolonger en imposant la valeur
en ce point. Toutefois, si la limite de f(x) quand x tend vers xz, existe et est réelle (ou seulement
la limite & gauche ou a droite si ¢’est une borne de 'intervalle de définition), alors en imposant
comme valeur cette limite, on obtient un prolongement de f, que I'on note f (ou parfois f, par
abus de notation) qui est continu.

Définition 10. On dit alors que f est prolongeable par continuité en posant f(zo) = lim f(z).

T—T0

On ne parle de prolongement par continuité d’une fonction qu’en un point ot elle N'est PAS
définie !!!

Eremples 12.
_ sinx

1. f(x) =

et —1

2. f:]0,+o0[,x —
x

1
3. Soit f:]0, +ool,z — —.
T



i

4. f:]0, 400, x > sin (l>

Définition 11. Une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle [a,b] s’il existe une
subdivision ¢ = a9 < a3 < ...a, = b de [a,b] telle que f est continue et admet un
prolongement continue sur [a;, a;1].

lai,aiyqg



