Correction du TD n 12

Correction 1 On calcule son taux d’accroissement en O :

f(z) = f(0) _ ch(z) -1

z—0 2 ’

2
et comme ch(z)—1 ~ — > onen déduit que le taux d’accroissement admet une limite

1
finie en 0, égale & 3 donc f est bien dérivable.

2
On peut également écrire un DL1 en écrivant le DL2 de ch: ch(z) =1+ % + o(x?),

donc f(z) = g + o(x). On en déduit que f est dérivable et, par identification, que

1
"(0) = =.
2
. e — eV —el ,
Correction 2 On a lim = lim = 1 donc lim f(x) = 0 et on peut
T— x y—0 z—0

prolonger par continuité en posant f(0) = 0. La fonction f est C! sur R* et pour
tout x € R*; on a:

Le premier terme tend vers 2, le second vers 1 donc lin% f'(z) = 1. D’aprés le
T—

théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que f est de classe C*.

Correction 8 1. La fonction f est dérivable sur R*. On calcule le taux

d’accroissements en zéro:

— f(0)

=lz| =0

donc f est dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 0.
On regarde maintenant si elle est de classe C!. On a :

2x sixz >0
—2r six<O0

i ={

donc Vz € R*, f'(z) = 2|z|. On a lin%J f'(z) = 0 donc f est bien de classeC®.
T—

Elle n’est pas deux fois dérivable car la fonction = — 2|x| n’est pas dérivable en

0.

2. La fonction g est dérivable sur R* en tant que composée de fonctions dérivables.
On calcule le taux d’accroissements en 0 et on trouve :

o) —g0) 1
x 1+ ||

— 1

donc g est dérivable en 0 de dérivée ¢’'(0) = 1.
On regarde maintenant si elle est de classe C'. On a :

1
— siz>0
1 2
ga)=1 +1$) _
m sixz <0
1
donc Vz € R*, ¢'(z) = ATl On a zli_r)%g’(z:) =1 donc g est de classe C!.
! —d(0 2 2
En revanche, elle n’est pas deux fois dérivable car 9'(z) ~9'(0) -t 2]
x (1 + |z|)?
n’a pas de limite en 0 puisque sa limite & gauche et sa limite & droite ne sont

pas égales.

Correction 4 La fonction f est dérivable sur R* comme composée et produit de
fonctions dérivables. En 0, on a :

f(z) — f(0) _sinzsing

T T

sinx

On sait que — 1 quand & — 0 car c’est le taux d’accroissement de sin en 0. On
sait, de plus, que sin% n’a pas de limite quand x — 0, ce qui montre que le taux
d’accroissement n’admet pas de limite quand x — 0 donc f n’est pas dérivable.

1 . .
Remarque. Pour montrer que x + sin — n’a pas de limite en 0, on peut considérer
x

les deuz suites x,, = L qui tendent vers 0 mais sin = = 1 et
2 n

L— 1.

Yn

1 _
2nm+ 5 et Yn = 2nmT—

sin

Correction 5 Soit f une fonction paire définie sur un ensemble symétrique A, alors
Ve € A, f(—x) = f(x).

On dérive cette égalité, on a :

Ve e A, —f'(—x) = f'(x).



La dérivée est donc une fonction impaire.
Soit f une fonction impaire définie sur un ensemble symétrique A, alors

Ve e A f(-z) = —f(z).
On dérive cette égalité, on a :
Ve e A, —f'(—x) = —f'(z),

c’est-a-dire
Vo e A, f'(—x) = f'(z).

La dérivée est donc une fonction paire.

Correction 6 1l faut d’abord que la fonction soit continue en x = 1. La limite &
gauche est lim,_,;- /= = 1 et & droite lim,_,;- az® + bz +1 =a + b+ 1. Donc

at+b+1=1.

Il faut maintenant que les dérivées & droites et & gauches soient égales:

lim,_,1+ ﬁ; = % et lim,_,1+ 2ax + b = 2a + b. Donc

1
2 b=-.
a + 5

1 1
Le seul couple (a,b) solution des deux équations est (5, —5)
Correction 7 1. On va tracer le tableau de variations de f. La fonction est
dérivable sur R de dérivée f' : x — —(22 4+ 2z)e®. On a lim f(x) =0
r—r—00

par le théoréme de croissances comparées et lir_’I_l f(z) = —oc. On a donc le
xr—r+00
T |—o0 -2 0 +oq
1 (x) - 0 + 0 -
0 1

.

tableau de variations suivant : f 1 —de—2
La fonction f est donc strictement croissante sur Rt donc injective. De plus,
F(RT) =] — 00, 1] donc g est surjective. Cette corestriction est donc bien bijec-
tive.

RN

— O

L est dérivable en tout z tel que g’ o g~ '(x) # 0. La

~1 n’est pas dérivable en g(0) = 1, elle est donc

2. La fonction réciproque g~
fonction ¢’ s’annule en 0 donc g
dérivable sur lintervalle | — oo, 1].

. 1)=1- — 00,1, (¢71) (z) = .
3. On a g(1) e et pour t;)ut z €] ool, L (g 1) (z) PRy On a
d -1/ 1— = = = ——,
one (97) (1 =) gogtl—e ¢g'(1)  3e

Correction 8 Pour que la fonction soit continue, elle doit étre continue en 1/2 car
elle est ailleurs par les théorémes usuels. On a :

lim g(z) = LiH; fQ2z—1) = lim f(y) = f(0)

T3 y—0F
et
lim g(x) = lim f(20) = lim f(y) = (1)
z—i z—i y—1-

2

il faut donc avoir f(0) = f(1).

1
On sait que f est dérivable en dehors de 7 Calculons la limite & gauche & droite

. 1
du taux d’accroissement en 5 On a:

o 9@ 02 fRr ) ) ) FO)

P x—1/2 eoit x—1/2 y—0+ y
et
.oogl@) —g(1/2) o f22) - f(Y) . fly) - fQ)
wlfg— v 1/2 _mL%— -1 ym e =W

on doit donc avoir f'(0) = f'(1).
On en déduit que f est dérivable si f(0) = f(1) et f/(0) = f/(1).

Correction 9 On commence par déterminer si f admet une limite finie en 0. Par
définition de la partie entiére, on a ’encadrement :

1 1 1
S-1< || <o,
T T T

z(1—1z) < flz) <z

d’ot, en multipliant par 22,

Par le théoréme d’encadrement, on sait que f admet une limite en 0 et que celle-ci
vaut 0 donc f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.

Pour savoir si son prolongement, que I’on note encore f, est dérivable, on étudie
le taux d’accroissement en 0. On a :

CELOENH]

T



D’aprés 'encadrement de la partie entiére, on a :

/(=)

T

1—a< <1

donc, par le théoréme d’encadrement, le taux d’accroissement de f en 0 admet une
limite finie en 0 égale & 1. Ainsi, le prolongement continu de f en 0 est bien dérivable
en 0.

Correction 10 On suppose par 'absurde que f’ n’est pas identiquement nulle. Il
existe alors a € R tel que f'(«) # 0. Comme f’ est continue, on peut trouver un
intervalle ouvert I, centré en «, sur lequel f’ ne s’annule pas. On a alors :

Ve el, f'(x)f(x) =0cet f'(x) £0

donc Va € I, f(x) = 0 ce qui montre que f est constante sur cet intervalle. Cela
implique que f’ est nulle sur cet intervalle ce qui est absurde. On a donc montré,
par I'absurde, que f’ est la fonction nulle.

Correction 11 Pour y = 0, on obtient f(0) = 0 puis en dérivant ’égalité f(x+y) =
f(z) + f(y) par rapport & x, on obtient :

Vy €R, [z +y) = f'(2).

On en déduit que f’ est une constante d’ot, comme f(0) = 0, f : z — azx. Ré-
ciproquement, une telle fonction vérifie bien ’égalité donc on a trouvé toutes les
solutions.

Correction 12 On sait que ¢ est continue sur [—1, 0] et o(—1)¢(0) < 0, on applique
le TVI entre -1 et 0: il existe ¢ €] — 1,0[ tel que ¢(¢) = 0. On applique maintenant
le théoréme de Rolle entre ¢ et 1: ¢ est continue sur [c, 1], dérivable sur ]c, 1] et
@(c) = p(1) = 0. Il existe donc d €le, 1] tel que ¢’'(d) = 0 donc ¢’ s’annule.

1
Correction 18 On a f continue sur [—1,0] et f(0) < 3 < f(=1). On applique le

1
TVI entre —1 et 0: il existe ¢ €] — 1,0[ tel que f(x) = 7

Par ailleurs, f étant continue, on sait que f([0,4o00[) est un intervalle. Il est non

borné puisque lir}ra = 400 et il contient 0 puisque f(0) = 0. On en déduit qu’il
xr—r+00
1

contient [0, 400 donc il contient le réel % Ainsi, il existe d > 0 tel que f(d) = 3

On a maintenant f continue sur [c, d], dérivable sur ]¢, d] et telle que f(c) = f(d) =
%. On peut appliquer le théoréme de Rolle : il existe e €]c, d[ tel que f/(e) = 0 donc
f! s’annule.

Correction 14 On suppose, sans nuire a la généralité, que g(1) < 0. On commence
par appliquer le TVI entre 1 et 2: il existe a €]1, 2[ tel que g(a) = 0.

e Onag(l) < @ < ¢(0) donc il existe a €]0,1[ tel que g(a) = @
9(1) (1)

e Onag(l) < 5 < g(«) donc il existe b €]1, « tel que g(b) = —=.

2
On applique maintenant le thm de Rolle entre a et b: il existe a1 €]a,b[C]0, o tel
que f'(ay) =0.

Ona

e g(a) < @ < ¢(2) donc il existe ¢ €]a, 2[ tel que g(c) = @
2 2

e g(3) << % < ¢(2) donc il existe d €]2, 3[ tel que g(d) = %

On applique le thm de Rolle entre c et d: il existe ¢; €], d[C]w, 3] tel que ¢'(c1) = 0.
Comme a; < a < ¢, on a bien a; # ¢;. On peut maintenant appliquer le thm de
Rolle entre a; et ¢ et on obtient un réel en lequel ¢” s’annule.

Correction 15 Soit (x,y) € R2. Si # = y, le résultat est clair. Sinon, par le
théoréme des accroissements finis, il existe ¢ strictement compris entre x et y tel que

t — t 1
arctan(z) — arctan(y) — arctan(¢) = '
T—y 14 ¢?

On a donc
arctan(z) — arctan(y)

r—y
Ceci étant vrai pour tout couple (z,y), on a 'inégalité souhaitée.

< 1.

Correction 16 On pose f : z +— /x. Alors Pencadrement se réécrit :

Fn+1) = f(n) fn) ~ fn—1)

mry-n TS

D’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe o, €]n,n + 1] et
Bn €]n — 1,n[ tels que

fin+1) = f(n)
(n+1)—n

f(n) = f(n—-1)

= f'(ay) et
On remarque, de plus, que la fonction f’ est décroissante. On a 3, < n < «a, donc

flan) < f'(n) < f/(Bn),

ce qui montre I’encadrement souhaité.



Correction 17 On pose f(x) = 7 on cherche & déterminer
o fO—m) - fsa)
6?10écrit
fA-2)-fA+2)  fl-2)-fA+a)
x N 1—-z)—(1+=z)

Par le théoréme des accroissements finis, on sait que pour tout x, il existe c, stricte-
ment compris entre 1 —z et 1 4+ x tel que

—f(1+2)
—(1+2)

= f(ca)

1 _s
On a f'(¢;) = —gCe 5 et f'(c;) est compris entre f/(1 —z) et f/(1+ x). Quand =
1
tend vers 0, f'(1 —z) et f'(1+ x) tendent vers f'(1) = —% donc, par le théoréme

1
d’encadrement, lin% fllez) = —% On en déduit que :
z—

lim

1 1 1 2
m—>05(\5/1213_ \5/1+ZZ?> _g

Correction 18 Soit z > 0, la fonction f est continue sur [0, 2z], dérivable sur |0, x]

2
donc, par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, 2x[ tel que M =
T
2z) — f(0
w = f’(¢). En multipliant par 2z, on a bien ’égalité souhaitée.
z —

Correction 19 Pour tout réel M > 0, il existe A > 0 tel que Vo > A f'(z) > M.
Soit maintenant x > A, alors, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe

€]A, z[ tel que LQ(A) = f'(c;). On a donc f(z) > f(A) + (x — A) f'(cy) et
T —
comme ¢, > A, on a f(x) > f(A)+ (x — A)M.
On sait que lir_’I_l f(A)+ (z — A)M = +oc0 donc, par le théoréme de minoration,
Tr—r+00
o /2) = oo

Correction 20 La fonction f est continue sur [0,1] car dérivable, dérivable sur
10,1[ et f(0) = f(1). On peut appliquer le théoréme de Rolle : il existe o €]0, 1] tel
que f'(a) = 0. Comme on sait que f” < 0, la fonction f’ est décroissante donc elle
est négative ou nulle sur [0, a] et positive ou nulle sur [a, 1].

Soit x € [0, ], alors, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe § €]0, x|

fe) = £(0) ; f(0) = f'(8). Comme f'(3) > 0,ona f(z)— f(0) > 0 donc

tel que Oet x>

f(z) > 0.

Soit maintenant = €]« 1], alors, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il
— f(1
existe v €]z, 1] tel que L{() = f'(v). Comme f'(vy) <
T _

f(x) — £(1) > 0 donc f(z) > 0.

On a montré que Vx € [0,1], f(z)

Oetz—1<0,0n a

> 0 donc la fonction f est positive.

Correction 21 1. Lafonction f; est de classe C™ en tant que produit de fonctions
de classe C™. On pose g1 : z — x et hy : x — e~ *. On va appliquer la formule
de Leibniz.

. Onag’lzleth>2,g§k):O.
e Onahj:x— —e* hy”:x— e *doncVk €N, hgk) = (—=1)Fh;.
On applique maintenant la formule de Leibniz: pour tout x € R,

i()

(n—k) ((E)
=0

1w)h§ () +ngj (x)h{" " (z) +
z(=1)"e " +n(— 1)"‘16_96:(—1) (x—n)e ™.

(@

2. La fonction fy est de classe C™ en tant que produit de fonctions de classe C™.
On pose gs :  + 22 et hy : & — e*. On va appliquer la formule de Leibniz.

. Onagé:x»—>2x,gg”:x>—>2eth>3,g§k):0_
o OnavkeN,h = h,.

On applique maintenant la formule de Leibniz: pour tout x € R,
x)h“”( )+ ngh(a >h<"‘“<a:> +
+ 2nz +n(n — 1)) e

Dy (@)

nin—1)

59 20" ()

”\O

2

l\?

g
3. La fonction f3 est de classe C™ en tant que puissance d’une fonction affine qui
est donc de classe C™.

On a f}: x> ak(ax +b)k=1 f37 12— a?k(k —
|

afén):xHa"

1)(a:c+b) k, on

(az + b)¥~" et pour n > k, f3 =0.

2 pour n <

(k —'n)!

4. On a fy de classe C™ sur R\ {1} en tant qu’inverse d’une fonction de classe C"
qui ne s’annule pas. On calcule ses dérivées successives:



1
o flix— e
2
” ’_)
e [Tyx 1-2)
®) . 3!
o [, 1 x— m
o VkeN, ¥ oy
v Ja (1— z)k+1
n n!
Onadoncfi )IHW
5. On remarque que f5 = 5]%, on a donc f5( e 5 = 2((1n_+$)7)1+2.
6. On a fs de classe C" sur R\ {—2} en tant qu’inverse d’une fonction de classe
_ 2a2
C™ qui ne s’annule pas. On a f§ : m, fe¥ x> ﬁ, fég) DT
—3la® et, par une récurrence immédiate, ¥k € N, £\ : (=1)"a"n!
(a,x + b)4 b p ) b 6 . (a,x + b)n+1 .
2
Correction 22 Posons f = arctan, on a f': x +— T2 et f7ix— — T +xx2.

Nous allons montrer, par récurrence sur n > 2 que, pour tout = € R,
(14 2?) arctan™ () 4+ 2(n — 1)z arctan™ =Y () 4+ (n — 2)(n — 1) arctan® =2 (z) = 0.

On fixe z € R, on commence par montrer que la propriété est vraie au rang 2 pour
initialiser.
On a:

—2x
. 2.1.x.
1+ 22 + . 1+ 22

la propriété est donc vraie au rang 2.
On suppose que la propriété est vraie au rang n, on a donc :

(14 22)

+0=0,

(14 2?) arctan™ () 4+ 2(n — 1)z arctan™ Y () 4+ (n — 2)(n — 1) arctan® 2 (z) = 0.
On dérive cette égalité, on obtient:
2z arctan™ (z) + (1 + 22) arctan™ ™V () + 2(n — 1) arctan™ V()
+2(n — 1)z arctan™ (z) + (n — 2)(n — 1) arctan™ Y (z) = 0,
soit, aprés simplification :

(1+2?) arctan™ ™ (z) + 2nx arctan™ () + (n — 1)narctan™ =V (z) = 0.

La propriété est vraie au rang n + 1, elle est héréditaire.

Par le principe de récurrence, on a montré que la propriété est vraie pour tout
entier n.

On souhaite maintenant calculer arctan(™ (0). En prenant 2 = 0 dans I'égalité, on
obtient :

arctan™ (0) + (n — 2)(n — 1) arctan™=2)(0) = 0,

donc
arctan™(0) = —(n — 2)(n — 1) arctan™=2)(0).

Par récurrence descendante, on a donc arriver a exprimer arctan(™(0) en fonction
de arctan®(0) ou arctan™(0) selon la parité de n.

e Si n est pair, comme arctan(® (0) = 0, on obtient arctan(™ (0) = 0.

e Si m est impair, on I’écrit n = 2p + 1, on a alors

arctan®>P*1)(0) = —(2p — 1).2parctan®~1)(0)

=2p(2p — 1)(2p — 2)(2p — 3) arctan(®>*~3)(0)
—2p.(2p —1)...(2p — 5) arctan(?P~5)(0)
= (—1)P2p! arctan™(0)

par une récurrence descendante. On a donc arctan®P*1) = (—1)P(2p!).

Correction 23 On a f'(z) =n(1+z)"!, f7(z) =n(n —1)(1 +z)" 2 et, par une
récurrence immédiate, f*)(z) =n(n—1)...(n —k+1)(1+z)" %, pour k < n. On
a donc le résultat souhaité.

1
1422

Correction 24 1. On le montre par récurrence sur n. On sait que f'(z) =

et

cos? arctan(x)
1
1 4—1‘can2 arctan(zx)

: 71'
cos arctan(z). sin (arctan(ac) + 5)

1422

La formule est vraie au rang 1. On suppose qu’elle est vraie au rang n et on
dérive la formule :



£ @)

~(n =t f(w) sin(f (2)) cos” 1 (F(z).sin (nfw) + ")

+(n — D!eos™(f(z))nf'(z) cos (nf(a:) + n—ﬁ)

2
n!f'(z) cos" 1 (f(z)) [— sin(f(x)) sin (nf(:z:) + n%)

+cos(f(z)) cos (”f(x) + %ﬂ

sur I;, 1 =1,2 est

22
{x>—>/\ie - ,)\iER}.
T

On cherche maintenant une solution définie sur R. On suppose qu’une telle solution
existe et on la note f. Il est clair que f |]Rjr est une solution sur R* de I’équation

donc il existe A\ € R tel que :

= nlf’(z)cos" (f(z)) cos ((n—l—l)f(x)—i—%) g
1 L
= i e (g@)sin (0 05w + ST Ve >0, f(z) = =
= nlcos"t(f(x))cos ((n +1)f(z) + %) De méme, f|r+ est une solution sur R* donc il existe Ao € R tel que :
car on a vu que f’(z) = cos? (f(z)) 2
Vo <0, fla) = 27
La formule est vraie au rang k + 1 donc, par le principe de récurrence, elle est v S\ = x

vraie pour tout entier n > 1.
P - On a supposé f solution, elle est donc dérivable, ce qui implique continue. Calculons

la limite & gauche et & droite de f en O:
2. D’aprés la formule montrée a la question précédente, on a : & /

f(n)(x) =0 - )\1@‘%
& cos™(f(x)) = 0 ou sin (nf(x) + 7) -0 lim f(o) = lim S
i "~ o ¢ 0
< sm (nf(x) + 7) = Ocar cosarctan(z) # Cette limite est finie si et seulement si Ay = 0. De méme,
nmw
& nf(;v)—l—?EOW] )\2€_§
nm lim f(z) = lim
= nf(:z:)zlmrfT, keZ 0~ t—0— T
& f(r)= k_ — : kez est finie si et seulement si A\ = 0. Il n’existe donc pas de solution, autre que la
2 n solution nulle, définie sur tout R.
& x=tan ———>, keZ
K 2 Correction 26 On note I} = R%, I = R*. On sait que I’ensemble des solutions
sin (2L _T de I’équation homogéne sur I;, i = 1,2 est :
5 g
& = , kel )
COS (k_ﬂ-_z) {ZE'—>)\Z'€_;7/\¢€R}.
n 2
& = —cotan k_ﬂ L keZ La fonction identité est une solution particuliére, I’ensemble des solutions sur I;,
];1 i =1,2 est donc :
& 2= —cotan | °X , k €]0,n— 1]car tan est m-périodique {:z: — /\Z-e_é +z,\ € R} .
n

On cherche maintenant une solution définie sur R. On suppose qu’une telle solution
existe et on la note f. Il est clair que f |Ri est une solution sur R% de I’équation

k
Les racines de f(™ sont donc —cotan (—ﬂ> pour k € [0,n — 1].
n donc il existe A; € R tel que :

Correction 25 On note I} = R%, I, = R*. On sait que I’ensemble des solutions Ve >0, f(z) = /\16_é + x.



De méme, f|r+ est une solution sur R* donc il existe Ay € R tel que :

Vo <0, f(x) = Aoe™F + .

On a supposé f solution, elle est donc dérivable, ce qui implique continue. Calculons
la limite & gauche et & droite de f en O:

lim f(z)= lim doe T + 1.
x—0— rz—0—

Cette limite est finie si et seulement si Ao = 0. En revanche,

li = i I 4r= R.
im f(z) Hm, e =z +x =0,V €

On suppose donc A\; € R et Ao =0 et on a f continue avec f(0) = 0. Nous allons
calculer la limite du taux d’accroissement en 07 et 0~ afin de déterminer si f est
bien dérivable en 0. On a :

fim B SO 20
rx—0— xr — 0 x—0— T — rx—0—
et . .
— f(0 e @ - f(0 e =
i L& =IOy eTr 122 JO gy AeE
r—0+ x—0 x—0t xT r—0+ x

Par croissance comparée, cette limite est toujours égale & 1, quelque soit A; € R. On
en déduit que les solutions de I’équation définies sur R sont les fonctions de la forme
N Ale_%—i—x s%;v}O

T sixz <0

Correction 27 On travaille sur un intervalle sur lequel (1 — z)? ne s’annule pas.

On note I; =] — oo, 1] et I3 =|1,4o00].
On remarque que :

2= _ 1 1
1-2)2 (1-2)2 1-2a

Ainsi, I’ensemble des solutions sur I;, pour ¢ = 1, 2 est :

On suppose qu’il existe une solution réelle f. Alors f|;, est solution sur I; donc il
existe \;, i = 1, 2 tels que :

1
el—x
Fa) =2 e =12

1—x

Par croissance comparée, on a :

1
AoeT-—=
lim 22 =0,
z—1t 1 —x
tandis que :
1
AeT-=
lim 22 = 400,
z—1- 1—=x

dés lors que A1 # 0. Si A\; = 0, en revanche, on a bien une fonction continue en 1.

Est-elle dérivable? On calcule le taux d’accroissement. On a :

im L& _ g,
x—1— T —
puisque f(z) =0,Vz <1 et
f(z)

im =0,
z—1t x — 1

par croissance comparée. L’ensemble des solutions réelles est donc ’ensemble des
fonctions de la forme :

joy - | A
xXr) = 0 —T

Correction 28 La fonction f est la composée de cos, dérivable sur R et de la
fonction racine carrée, dérivable sur R?, elle est donc dérivable sur R* . Etudions sa
dérivabilité en 0. On a

six>1
siz<1

(Vz)? 1

~ — = ——

T x 2’

cos+/x — 1

donc le taux d’accroissement en 0 admet une limite finie ce qui montre que f est

dérivable en 0 de dérivée —1.

On peut également calculer un DL : cos(y/z) = 1— g +o(x) donc f est bien dérivable
en 0.

Correction 29 La fonction h est dérivable sur on calcule le taux
—|z|

x(1+|z|)
celle & gauche vaut 1. h n’est donc pas dérivable en 0.

R*,

d’accroissements qui vaut et dont la limite & droite vaut -1 tandis que

Correction 30 La fonction f est la composée de = — In(1 + ), dérivable sur R%
et de la fonction racine carrée, dérivable sur R%, elle est donc dérivable sur R .
Etudions sa dérivabilité en 0. On a :

In(1 + /x) _ In(1+ Vz) 1

z \/E .ﬁ-




On reconnait le taux d’accroissement de x — In(1 + z), on sait donc que

lim In(1+ /) — lim In(14y) —In(1) 1
z—0+ N2 y—0 y—0
1
Comme lim — = +00, on en déduit que le taux d’accroissement de f admet une

z—0t /T
limite infinie en 0 donc f n’est pas dérivable en 0.

Correction 31 La fonction f est dérivable sur R* en tant que composée et produit
de fonctions dérivables. En 0, on a :

1
)10 _teny 1

La fonction cos est bornée et z tend vers 0 donc f est dérivable en 0 de dérivée nulle.

Correction 32 L’application f est strictement croissante donc injective. De plus,
on a:
lim f(z) =400 et

T—+00 zgr—noc f({,E) =%

donc, par continuité de f, Im(f) = R. La fonction f est donc bijective.
Sa bijection réciproque est dérivable si f’ ne s’annule pas ce qui est le cas. On sait,
de plus, que
—1\/ 1
0) = ———.
(f71) (0) 7o £ 1(0)
On a f~1(0) = 0 car f(0) =0 et, comme f’(x) =1+ 322 on a :
—1\/ 1
0)=——=-=1
(Y 0= o
Correction 83 La fonction f est C° sur R*.

e Comme sinus est bornée, lin% f(z) = 0 donc la fonction est prolongeable par
T—

continuité en posant f(0) = 0.

e Le taux d’accroissement est

Comme ci-dessus il y a une limite (qui vaut 0) quand z tend vers 0 car sinus est
bornée. La fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

e Sur R*, f/(z) = 2zsin(1/x) —cos(1/z), Donc f'(z) n’admet pas de limite quand
z tend vers 0. On en déduit que f' n’est pas continue en 0.

Correction 34 On pose g : x — f(x) — f(—x), la fonction est dérivable. Par
le théoréme des accroissements finis, pour tout x > 0, il existe ¢ €]0,z[ tel que

9(z) =¢'(c). Ona¢g'(z) = f(x)+ f(—z) donc 'égalité g(z) = xg’(c) est précisément

I’égalité souhaitée.

Correction 85 On pose f : x — 2" L et g : z — In(x). On veut appliquer la
formule de Leibniz, il faut donc calculer les dérivées successives de f et g.

eOnaf :zw (n—12"2 f 2~ (n—1)(n— 2)z"3 puis, pour tout
k€ [0,n—1] et tout z € N, fB(z) = (n — 1)(n —2)...(n — k)a" k"1 =

—1
%x""“l. On a, de plus, f(™ =0.
n — — :
1 1 2 3!
eOnag:z+— = [ — g® iz =t g® iz - puis, pour tout
COFE )

ke N g®) .z -
x

On applique maintenant la formule de Leibniz. Pour tout = € R,

(fo)™ (@) =" ()P (x)g" P ()

k=0

S ( (n—1)! )lxn_k_1,<—1>n-k-l<nk— E-D o
n—k—1) "

k=0
Y

k=0 _11'
= (n _ 1)'; 1) Z (Z)(_l)k

k=0

On sait que Z ()(=1)* = (14 (-1))" = 0 donc i () (=1)F = (Z (’;)(1)’“) —
k=0

k=0
(=1)™. On a donc

b
Il
=]

n—1)!
(Fo) W (@) = LR,
x
Correction 36 On pose h:x — (z2+1). On a b/ (z) = 2z, b (z) = 2 et hF) =0,
Vk > 3. On pose g : z +— €%, on a ¢*) = g pour tout k € N.
D’aprés la formule de Leibniz, pour tout z € R, on a :



()h®) (2)g" =P ()

=

=
o)

8
S~—

I
[

b
i
=]

[
M

()r™") (2)g(x)d’apreés ce qui précede |

-1
x)e” + nh/(x)e” + Mez

= (2% + 2nz + n(n — 1))e”

Il
> =
o

Correction 37 Onpose h: x> 22 onah’(z) =2z, h’(z) =2et h¥) =0, Vk > 3.

(n—k)!

On pose g: z— (14 2)", on a g¥(z) = (14 2)"~*. D’aprés la formule de

Leibniz, on a donc :

NE

f@) =) ()P (@) ()

=

|
=]

() n® (2)g" P ()

=0

B

2g(z) + 2ang'(z) + 2.2 g ()

=221+ 2)" 4+ 22n?(1 + )" L + n?(n — 1)2(1 + )"~ 2

Correction 38 On pose f : x + cos(z). On a f*)(x) = cos (x + l%r) On utilise
la formule de Leibniz :

W gy = S (M) £0 (g)er — =S (™ L

g\ (x) ;<k>f (x)e ekz_o(k)cos(x—i— 2).

Correction 39 Posons f. : © — x”. Pour tout entier r et tout k& < r, on a

(k) _ ’I”!
fr(z) = =)

"% d’aprés Pexercice ??. On a donc :

=S AE @) £ (@)

En utilisant les deux expressions, on en déduit que :

zn: <n>2 ~ (2n)!
r (n})?
Correction 40 On écrit
1 1 1
22-1 2xz-1) 2(x+1)

1
On pose h: x — 1 et g:x— P Les deux fonctions sont dérivables. On a
x

() = —ﬁ, ) (z) = @ _2 O et h®)(z) = — @ _6 - Par une récurrence
immédiate, on a :
—1)"n!
B (g — D
(z) (z — 1)nt1
De méme, on a
() () = "
9" (z) (x + 1)+t
On en déduit que :
—1)"n! (=1)"n! (“D)"((z+1)" + (z—1)")
S 0, f) (z) = & _ .
2 0.1 @) = s a1 2(22 — 1)nt1
. | a,b] — R .
Correction 41 On pose g : { o (f@) - f@) e La fonction g est

de classe C! et on sait que g(a) = g(b) donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe
¢ €la, b] tel que ¢’(¢) =0. On a:

g'(c) = (f7(c) = f(c)) €.

Comme €€ # 0, on a nécessairement f”(c) = f(c).

Correction 42 On considére la fonction g(x) = f(a + tanz) définie sur [0, g [
On a lim g(xz) = lim f(y) = f(a) donc g est prolongeable par continuité en — en

=5 Yy—+00o 2
posant g(3) = f(a).

La fonction g est alors continue sur [0, Z], dérivable sur |0, %[ et g(0) = f(a) =

g(%). D’aprés le théoréme de Rolle, il existe v € ]0, g{ tel que ¢’(y) = 0. Or

g'(x) = (1 + tan® ) f'(a + tan x) donc f'(a + tanvy) = 0. En posant ¢ = a + tan-y,
on a bien l'existence d’un point d’annulation de f’.



Correction 43 Supposons qu’il existe m; < mg tels que f(mq) = f(m2) = 0. Si
f est constante entre m; et mo, alors f’ s’annule sur Uintervalle Jmy, mg[. Sinon, il
existe mg €]mq, ma| tel que f(mg) # 0.
e Si f(mg) > 0. Alors, par définition de lir}rl f(z) = 400, il existe A > 0 tel que
xr—r+00
Vo > A, f(z) > f(mo). On applique maintenant le TVI entre m; et mg, entre

fmo)

On applique ensuite Rolle deux fois afin d’obtenir deux points d’annulation de
la dérivée.

mg et mo puis entre mo et A+1, on obtient trois antécédents distincts de

e Si f(mg) < 0, on applique le TVI entre 0 et mq, entre m; et mq et entre mg

f(mo)
2

Rolle deux fois afin d’obtenir deux points d’annulation de la dérivée.

et mo, on obtient trois antécédents distincts de . On applique & nouveau

Dans tous les cas, on a montré que f’ s’annule au moins deux fois.

Correction 44 Pour tout € > 0, on sait qu’il existe A > 0 tel que Vo > A, |f/(z)| <

fx) = f(A) _ o,
T oA f'(ca).

€. On sait également, que pour tout x > A, e, €]A, x| tel que

Pour tout x > A, on a donc ¢; > A et w < €. On écrit maintenant
f@) _ f@) - fA)+fA) _2-Af@)-(4)  f(A)
r x oz x—A z

D’apres l'inégalité triangulaire, on a

)| 2= =S 1)

<
x x —

T — . -
< 1, le premier terme est majoré par €, pour tout x > A.

f4)

Comme

On choisit A’ tel que Vz > A’, < €. Pour tout x > max(A, A’), on a alors

< 2e,

/=)

ce qui montre que lim L = 0.
r— 400 xT

Si lim f'(z) =1, on pose g:x+ f(x)—lz. On a alors ¢’(x) = f'(z) — I donc

T—r+00
liIf ¢'(x) = 0. D’aprés ce qui précéde, on a donc

lim M =0,
r— 400 X

x x x
Or &) = M — [l donc lim M = [ ce qui montre que le résultat reste vrai si
T T r—+o0 I

la limite est non nulle.

h
Correction 45 On pose f: x +— w La fonction est dérivable sur R* et pour
x
xch(z) — sh(x)

tout « £ 0, f'(z) = 5 . En explicitant les expressions de ch et sh, on

X
obtient :
by (=1 4+ (x4 1)
f (:E) - 2.’[]2 9
/ (‘T B 1)ew 5 N P
et, pour x > 0, on a f'(x) > TR Pour tout x > 0, d’aprés le théoréme des
T
accroissements finis, il existe ¢, €]z, x + 1] tel que f(z+1) — f(x) = f'(cy). D’apres
T 1 e .1 .
ce qui précede, on sait que f'(c;) > (e 5 2)6 . Utilisons maintenant I’encadrement
cll)
. (cz — 1)ec= .
de ¢, pour minorer —om On sait que ¢, €]z, z + 1] donc :
(x—1)e* < (cp —1)e < ((x+1) —1) e et ! < ! !
* 2(x +1)2 " 22 " 222

On en déduit que, comme toutes les quantités sont positives :

(cz —1)e®  (x—1)e”
2c2 2(x +1)%’
d’ou : ( )
r—1)e*
fex) > m,
ce qui est équivalent & :
(x —1)e*

f($+1)—f($)>m-

11 suffit maintenant d’écrire
(x—1)e* e (x—1)x
2 +1)2 22 (x+1)2°

—1). ¢
(z—1z —let lim — = —+00 par le théoréme de croissances
z—+o00 21

z—+oo (x4 1)32
comparées. Par le théoréme de minoration, on en déduit que lir_’l_l flz+1)—f(z) =
T—r—+00

—+00.

On sait que



Pour tout = > 1, on a wch(z) — sh(z) = ch(z) — sh(z) > 0 donc f'(z) > 0 et f est
croissante sur [1,4o0[. On a donc, pour tout = > 1, f(c;) = f(z). Or

_ez+e’z_f o
f@)=——=—(0+e™)

donc lir}ra f(z) = +o0 par croissances comparées. Par le théoréme de minoration,
Tr—r+00

on en déduit que Erf flz+1)— f(z) = +o0.

Correction 46 On suppose par I'absurde que [ # 0. Quitte & prendre —f, on
peut supposer | > 0. Par définition de la limite, il existe M > 0 tel que pour tout

=M, f'(z) > % On écrit f(x) = f(z) — f(M) + f(M). D’aprés le théoréme des

accroissements finis, il existe ¢, > M tel que w = f'(¢z). On a donc :
fay =TI ¢ aypany
= f(ce) (@ — M) + f(M)
> é(:z: — M)+ f(M)car ¢, > M

l
On a lir}Ll E(z — M)+ f(M) = +oo car | est strictement positif. Par le théoréme
xr—r+00
de minoration, on obtient que lirf f(x) = 400 ce qui est une contradiction avec
xr—r+00

le fait que f est bornée. L’hypothése [ # 0 est absurde, on a donc ET f(x)=0.

Correction 47 Comme [’ est positive, on sait que f’ est croissante. Supposons
par l’absurde qu’il existe a € R tel que f/(a) # 0.
e Si f’(a) > 0 alors pour tout x > a, il existe ¢, €]a, x| tel que :

f(fE) — f(a) _ f/(cm)-
T —a
Par croissance de f’, on a alors
f'(a) < f(JJ) - f(a’)7
T —a

ce qui implique
f(@) > fa) + (z —a)f'(a)
car (x —a) > 0. Or f’(a) > 0 donc

lim (z —a)f'(a) =+

r——+o0

et, par le théoréme de minoration, on a lim f(z) = 400 ce qui contredit le fait

r—+00
que f est bornée.

e Si f’(a) < 0 alors pour tout z < a, il existe ¢, €]z, a[ tel que :

flx)—fla) _
BEETIREA
Par croissance de f’, on a alors
f’(a) > f(ll?) : f(a’)7
T —a

ce qui implique
f(@) < fla) + (z — a)f'(a)

car  —a > 0. Or f/(a) < 0 donc

lim (z —a)f'(a) = —c0
T—r—00
et, par le théoréme de majoration, on a lim f(z) = —oo ce qui contredit le fait
T—>—00

que f est bornée.

On a montré, par 'absurde, que f’ est nulle donc f est constante.
Correction 48 Soit n € N*. On va montrer tout d’abord que :
vt €]0, 1, |f™ ()] < ¢ = vt €]0, 1], |f "V ()] < £,

Soit donc t €]0, 1], alors, d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢; €

10, ¢[ tel que m = f"(¢;). Or:

| (¢;)] < ¢; < t. On en déduit que :

(n—1)
L),

d’ou [f(»=V(t)| < t>. En appliquant le méme raisonnement a f("~2) on en déduit
que :
vt €]0, 1], |2 ()] < 5.

Par récurrence descendante, on peut affirmer que pour tout entier n € N* et tout
t €]0, 1], [f()] <t

Pour tout t €]0,1[, on fait tendre n vers 400 et on obtient f(¢) = 0. La fonction
f est donc nulle sur |0, 1] et comme elle est continue en 0 et en 1, elle est nulle sur
tout le segment [0, 1].



