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Devoir d’entrainement 6.

Exercice 1 (commun).
Trois joueurs A, B et C s’affrontent au Paintball. Le jeu se déroule en une succession d’affrontements de
la fagon suivante, jusqu’a élimination d’au moins deux des trois joueurs :

— Tous les tirs du tournoi se passent de la méme maniere et de facons mutuellement indépen-
dantes.

— Lorsque le joueur A tire, la probabilité pour qu'’il atteigne son adversaire est égale a 2/3.

— Lorsque le joueur B tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 1/2.

— Lorsque le joueur C tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 1/3.

— Lorsque I'un des joueurs est touché, il est définitivement éliminé des affrontements suivants.

— A chaque affrontement, les joueurs non encore éliminés tirent simultanément et chacun d’eux
vise le plus dangereux de ses rivaux non encore éliminés (ainsi, lors du premier affrontement, A
vise B tandis que B et C visent A).

Pour tout entier n € N*, on considere les événements suivants :

— ABC, : " Alissue du n®™e affrontement, A, B et C ne sont pas encore éliminés. "

— AB,,: " Alissue du n®™® affrontement, seuls A et B ne sont pas encore éliminés. "
(On définit de facon analogue BC, et AC},)

— Ay :"Alissue du n®™® affrontement, seul A n’est pas encore éliminé "
(On définit de facon analogue B, et C;,)
— 0, : " Alissue du n®™¢ affrontement, A, B et C sont éliminés "
On remarquera que ABCy est I’événement certain, et ABy, ACy, BCy, Ag, By, Cp et 0p I'’événement im-
possible @.

PARTIE I : Le premier affrontement
On désigne par R, (respectivement Rg et Rc ) 'évenement : " A (respectivement B et C) réussit son
premier tir ".

1. Calculer P(Rg U R().

2. (a) Montrer que la probabilité pour qu’'au premier affrontement " A rate son tir " et " B ou C
réussissent leur tir " est égale a 2/9.

(b) Déterminer de méme la probabilité pour qu’au premier affrontement " A réussisse son tir " et
" B ou C réussissent leur tir ".



PARTIE 11 : Probabilités conditionnelles

3. (a) Montrer que (ABCp),en est une suite décroissante d’évenements, c’est-a-dire que : Vn € N,
ABC,;1 € ABC,,

(b) En est-il de méme des suites (BCp) nen €t (AC)) nen ?

(c) Expliquer pourquoi C ne peut pas étre le premier a étre éliminé. En déduire P(AB;,) pour tout
neN.

4. Soit n e N.
(a) Justifier que Pypc,(ABCp41) =1/9

(b) Compléter le tableau suivant :

Vv On+1 An+1 Bn+1 Cn+1 ABn+1 BCn+1 ACn+1 ABCn+1
Papc, (V)
Pac, (V)
Pgc, (V)

(c) Expliquer en quoi ce tableau permet de vérifier la cohérence de vos résultats.

PARTIE III : Suite du tournoi

5. Pour tout ne N*, on note U, I'événement : "le tournoi n’est pas terminé a 'issue du n®™¢ affron-

tement".
(a) Calculer P(Uq)
(b) 1i. Pour n =1, calculer P(ABC;n ABC>nN...Nn ABC,).

ii. En déduire al’aide de la question 3 la valeur de P(ABC,) pour tout n € N.

(c) Pour n =1, on pose
— Epn=ACIiNAGN...NnAC, et
— Vkel[l,n-1]],
Exn=ABCiNABCyN...NnABCNACi41 N ACis2N...NAC,

(d) i. Calculer P(E,,), Vkel[0,n—1]letn=1.
ii. Exprimer AC,, en fonction des Ey , pour k€ [[0,n—1]]etn = 1.
2 n n
iii. En déduire que P(AC,) =2 ((5) - (5) ) pour n € N en utilisant la question 5(b)ii

(e) Pour n =1, on pose maintenant
— Fo,=BCinBCyNn...nBCy et
— Vke[l,n-1]],
Fi.n=ABCiNABCyN..NABC,NBCis1 NBCii2N...NnBCy

i. Calculer P(Fy ), pourtout k€ [[0,n—1]letn=>1.
ii. En déduire P(BC,), pour tout n € N.
(f) Alaide des questions 5(b)ii, 5(d)iii et 5(e)ii, en déduire que

Yn=1,PU,) =1/3)"+2((2/9"-(1/9").

6. Pour tout n € N*, on note GA(n) 'événement : "A gagne le tournoi a I'issue du n®™¢ affronte-
ment".

7. (@) calculer P(GA(1)).



(b) Pour tout n = 2, exprimer GA(n) en fonction de AC,,_; et de A,,.
En déduire que :
VneN*, P(GA(n) =42/9)" (1-1/2)")

8. (a) En s’inspirant de ce qui précede calculer, pour tout ne N*, la probabilité que B gagne le tour-
noi a l'issue du n®™¢ affrontement.

(b) Déterminer enfin, pour tout n € N*, la probabilité que C gagne le tournoi a l'issue du peme
affrontement.

Exercice 2 (sujet 2).

Pour tous réels a < b, une subdivision de [a, b] est une liste de réels du type (s1, $2,..., Sp), oll n est un
entier naturel supérieur a 2 quelconque, et

On notera .#(a, b) I'’ensemble des subdivisions de [a, b]. Pour toute subdivision s € .¥(a, b), on note £(s)
la longueur de s, de sorte qu’on a toujours :

0(s)=22, s=(51,82,...,S¢(5) , S1=a et Spi=b

Si f est une fonction réelle définie sur [a, b] et s € #(a, b), on appelle variation de f selon s et on note

vr(s) le nombre :
l(s)

ve() = |f(s) = fsiz)|
i=2
Sil’ensemble
Ar(a,b)={vs(s) | se S (a,b)}

est majoré, on dit que f est a variation bornée sur [a, b], et on définit la variation de f sur [a, b] comme
étant le nombre
V¢(a, b) = sup («Zf(a,b)).

Le principal objectif de cet exercice est de montrer I’équivalence (E) suivante, pour tous réels a < b
et toute fonction réelle définie sur [a, b] :

. . f estla somme d'une fonction
f est avariation bornée sur [a, b] < ) , . ..
(g) |\ croissante et d'une fonction décroissante

Dans toute la suite, on fixe a < b deux réels.

1. Sur les fonctions monotones.

(a) Montrer qu'une fonction croissante sur [a, b] est a variation bornée sur [a, b], et déterminer
ce que vaut sa variation sur [a, b].

(b) Montrer que la somme d’'une fonction croissante et d'une fonction décroissante (sur [a, b])
est a variation bornée sur [a, b].

2. Sur les fonctions de classe €. Dans cette question, on considere une fonction f € € L(a, b],R).
(a) Justifier que f’ est bornée sur [a, b].

(b) En déduire que f est a variation bornée sur [a, b].



3. Preuve deI'équivalence (E). Soit f une fonction a variation bornée sur [a, b].

(a) Justifier que de facon générale, si 28 est une partie de R non vide majorée et M est un réel, on
al’équivalence :
sup(B) <M < (Vbe%B,b<M)

(b) Montrer que f est a variation bornée sur tout segment [c, d] inclus dans [a, b], et qu'on a:
Vi(e,d) < Vi(a,b)
(c) Soit x < y < z trois réels de [a, b]. Etablir la relation de Chasles :
Vi(x,2) = Ve(x,y) + Vi(y, 2)
On pourra, pour montrer 1’égalité, démontrer séparément les inégalités < et =, a 'aide de la

question 3a.

(d) Soit g la fonction définie sur [a, b] par g(x) = V¢(a, x). Montrer que les fonctions g et g — f
sont toutes les deux croissantes.

(e) Conclure sur I’équivalence (E).

4. Variation d’'une fonction continue. Lobjectif de cette question est de montrer qu'une fonction
continue sur un segment peut ne pas étre a variation bornée sur ce segment. On pose pour cela
la fonction f définie sur [0, 1] par:

l .
Fl) = { (\)/Ecos(x) si x €]0,1]

six=0

(a) Montrer que f est continue sur [0, 1].

(b) On pose, pour tout ne N*, u, = # Montrer, pour toutn =2 :

> |fluwd - fu| > =Y. -
(up) — flug-1) |z —= ) —
k=2 VT i Vk
n
(c) Al'aide d’'une minoration simple, montrer: ) — —,_ o +00
k=2

(d) Conclure.

Exercice 3. (sujet 1)
In(x)

Soit f la fonction x — T
x p—

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1. On note encore f son prolongement continu.
2. Montrer que f est dérivable sur R} et donnez I’équation de la tangente en x = 1.

3. Quelle est la position locale de la tangente par rapport au graphe de la courbe?



Exercice 4 ((sujet 1)).

Soit n € N*.
Soit f € Z([0,1],R) une fonction continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] telle que f(0) =0et f(1) = 1.

1. Montrer que :
k-1 k[ 1, k k-1
[ f(xk):f(;)_f(—)-

Vkell,nll,Ixx e |—,—|, —
n o nln n

2. Montrer qu’il existe x1,...,x, €Rtelsque0<x; <xp<---<x,<let:
n
!
Y f(x) = n.
k=1

1. On considere la fonction f : { Ry : 2|R+ p
(@) Montrer que f est k-lipschitzienne sur R, avec k < 1. On précisera la valeur de k.
(b) Montrer que f admet un unique point fixe a sur R;, que 'on déterminera.
(c) Soitla suite (1) ,en définie par ug =1letVneN, uyy = f(uy).
i. Montrer que pourtout n €N, |u,+; —al < klu, —al.

ii. En déduire que (u;),en cOnverge vers a.



Correction du devoir d’entrainement n 6

Exercice 1 1. Ona:
P(RpURc) =P(Rp) + P(Rc) — P(RgN Rc) = P(Rg) + P(R¢c) — P(RB)P(Rc)

car les évenements sont indépendants. On a donc

P(RyUR) =L+ 1.2
B=RC 57376 3

Il est impératif de dire que les évenements sont indépendants pour justifier le passage "proba de

"o onmn

Uintersection" a "produit des probas"
2. (a) On cherche a calculer P (E AN (RgU Rc)) .Anouveau, les événements sont indépendants donc

_ _ 1 2 2
P(RAn(RBuRC)):P(RA)P(RBuRC):gx5:5.

On retrouve bien le résultat demandé.

(b) Oncherche a calculer P (R4 N (Rp U Rc)). On utilise, a nouveau, le fait que les évenements sont
indépendants. On obtient :

P(RaN(RpURc)) =P (Ra) P(N(RpURCc)) =

wiln
Wil
O |

X

4
La probabilité recherchée est g

3. (a) Soit n € N*. Si ABCy41 est réalisé, aucun des trois joueurs n'a été éliminés au (n + 1)-iéme af-
frontements, ce qui signifie qu’aucun des trois joueurs n’étaient éliminés au n-ieme tour donc
I'évenement ABC,, estréalisé. On a donc bien ABC,,;1 < ABC,,, la suite est donc décroissante.

Attention!!! Montrer que P(ABC,+1) < P(ABC,,) ne garantit pas l'inclusion, on a seulement
Uimplication dans Uautre sens.

(b) La situation est différente pour les suites (BCy) sen €t (ACy,) nen- En effet, si deux joueurs ne
sont pas éliminés au (n+1)-ieme tour, cela ne signifie pas qu’ils n’étaient pas trois au tour pré-
cédent. On n'a donc pas nécessairement BC,+; < BC,, on ne peut rien dire de la monotonie
de ces suites.

(c) On sait que tant que les trois joueurs sont actifs, A tire sur B et B tire sur A donc, a priori, C
ne peut étre éliminé 1 Onadonc P(AB,) =0,VneN.

4. (a) On suppose que ABC,, est réalisé, alors la probabilité que ABC, soit réalisé est égale a la
probabilité que les trois joueurs ratent leur tir. On a donc
Pagc,(ABCpi1) = P(RANRE N RC).

Les événements R4, Rp et R¢ sont indépendants car R4, Rp et Rc le sont donc
_ — — — 112 1
P(RANnRgNRc)=P(RA)P(R)P(Rc = 555 = 5

. 1
On a donc bien Pypc, (ABCy41) = 5

1. bon, 1a on pourrait se demander si C ne peut pas étre atteint par un joueur qui ne le vise pas et rate son tir mais
visiblement, celui qui a concu le probleme n’a pas envisagé cette possibilité :-)

6



(b) On calcule les différentes probabilités.

* On avu, ala question 3c, que le joueur C ne peut pas étre le premier a étre éliminé, on en déduit
que
Pagc, (0y) = Pagc,(An) = Pagc, (Bn) = Papc, (ABy) = 0.

Calculons Pypc,(Cr+1). Celarevient a calculer la probabilité de I'évenement R4 N (Rp U Rc). Nous
avons déja calculé cette probabilité, elle vaut

4
Pagc,(Cpi1) = Y

Pour calculer la probabilité Pspc,(BCy+1), il faut calculer la probabilité de I'évenement Ran
(Rp N Rc) et, a nouveau, on a déja calculé cette probabilité, elle vaut

2
Papc,(BCpi1) = g

Pour calculer la probabilité Pspc, (ACy+1), il faut calculer la probabilité de I'évenement R4 NRzN
Rc. Les évenements étant indépendants, on a

X

2 2
X —=—,
3 9

wil N
SR

Papc,(ACps1) =
On peut ainsi remplir la premiere ligne du tableau.

* On veut maintenant calculer la probabilité sachant AC,,. Si seuls A et C sont encore en jeu,
toutes probabilités impliquant la présence de B au n + 1-ieme tour sont nulles donc

PAC,, (Bn+1) = pACn (ABpi1) = PACn (BCpy1) = pACn (ABCp41) =0.

Calculons la probabilité P,c, (0,+1). Cela revient a calculer la probabilité de R4 N Rc et, comme
les événement sont indépendants, on a

Pac,0pi1) = - x - =

2
3

wilN
W

Calculons la probabilité P4c,(A+1). Cela revient a calculer la probabilité de R4 N Rc et, comme
les évenement sont indépendants, on a

PACn (Ap+1) =

X

Wl
wiln
O |

Calculons la probabilité P4c,(Cy+1). Cela revient a calculer la probabilité de RaNRc et, comme
les évenement sont indépendants, on a

1
X — = —,
3 9

W —

PAC,, (Cn+1) =

Enfin, pour calculer P4c,(AC,1), on calcule la probabilité de R4 N Rc. On a donc
2
Pyc,(ACp1) = g

« On veut maintenant calculer la probabilité sachant BC,,. Si seuls B et C sont encore en jeu,
toutes probabilités impliquant la présence de A au n + 1-ieéme tour sont nulles donc

Ppc, (An+1) = Ppc, (ABn+1) = Ppc, (ACy41) = Pac, (ABCpy1) = 0.
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Calculons la probabilité Pgc,(0,+1). Cela revient a calculer la probabilité de Rg N Rc et, comme
les événement sont indépendants, on a

Poc (021) 1 1
= =X == —,
BC,\Yn+1 273 6

Calculons la probabilité Ppc,(By+1). Cela revient a calculer la probabilité de Rg N Rc et, comme
les évenement sont indépendants, on a

X

Wil
|

3"

N =

Pgpc, (Bp+1) =

Calculons la probabilité Pgc,(Cy+1). Cela revient a calculer la probabilité de Rp N Rc et, comme
les évenement sont indépendants, on a

X

1
5

DN | =
W =

Pgc, (Cpy1) =
Enfin, pour calculer Ppc,(BCy+1), on calcule la probabilité de Rgn R_C On a donc

1
Ppc,(BCps1) = 3

On a donc le tableau suivant :

vV 0n+1 | An+1 | Bn+1 | Cnv1 | ABpy1 | BCpy1 | ACyi1 | ABCyy
Pisc. (V)| 0 0 0 4 0 2 2 L
ABCn 9 9 9 9
P (V) | 2 4 0 L 0 0 2 0
ACn 9 9 9 9
Ppe (V) | 1 0 L L 0 L 0 0
BCn 6 3 6 3

(¢) On remarque que la somme sur chaque ligne donne 1, ce qui montre que les résultats que
nous avons trouvés sont cohérents car I'’ensemble des événements des différentes colonnes
forme un systeme complet d’événements.

5. (@) On sait que A tire sur B et les deux autres tirent sur A. Le tournoi sera donc terminé si seul
C reste en jeu. La probabilité pour que le tournoi soit terminé est donc égale a la probabilité

pour que A et B soient éliminés ce qui correspond a la probabilité P(C;) = Papc,(C1) = g

5
On en déduit que P(U;) =1 - Papc,(C1) = 3

(b) i. On utilise la formule des probabilités totales :

P(ABCi;NnABCyn...nABC,)
= P(ABC1)Papc,(ABC))...PaBcin..nABC, , (ABCp).

1
On a P(ABC)) = P (RA AR,N RC] = 5 et Pascin..nasc,, (ABCY) = Pasc,, (ABCy) pour tout

1
k € [[1, n]l. Toutes les probabilités conditionnelles sont donc égales, d’apres le tableau, a 9"



(c)
(d)

Onadonc:

1 n
P(ABCinABC;n...NnABCy) = (5) .

Clest la qu’'on commencé les formules folkloriques avec des produits de probas qui ne corres-
pondent ni a la formule des probas composées, ni a celle du produit des probas d’événements
indépendants (on ne sait pas du tout si les ABCy. le sont et, de fait, ils ne le sont pas!!!

ii.

On avu ala question 3 que la suite (ABC,,) sen est décroissante. On a donc

ABCiNABCyN...NnABC,, = ABC,,.

1
On adonc P(ABC,,) = gn°

question a beaucoup de points :-)

I.

ii.

On applique, a nouveau, la formule des probabilités totales.

P(Eo,n) = P(AC1).Pac, (ACy) ... Pacin...nac,-, (ACy).

— — 2
On a P(AC)) = P(R4NRgNRe) = 9" Les probabilités conditionnelles suivantes corres-

2
pondent a Pac,(ACp41) = 9
On adonc

2 n
P(Eo,n)=(§) .

Soit k€ [[1,n—1]], alors

P(Eg,n)
P(ABC4).Pagc,(ABCy)...Pagcin..naBC  (ABC)Pagcin...naBc, (ACk41) ...

- PABCIN...n ABCLnACks 1 N..n AC,_1 (ACH)
P(ABCy).Papc,(ABC,)...Pagc, (ABCy) Papc (ACk+1) ... Pac,_, (ACy)

[5G

Cette formule étant valable pour k = 0 d’apres le calcul fait au début de la question, on a:

X...X

woin

XX

[S=11\S)

O
O

1 k 2 n—k
Vke [[O,n—l]],P(Ekyn):(g) (5) .

Sialissue du n-ieme affrontement, il ne reste que A et C, cela signifie que B a été éliminé
au cours d’'un des affrontements précédents. On a donc:

n-1

AC, = | Exn-
k=0



iii. Les événements étant incompatibles, on en déduit que la réunion est disjointe donc :

n-1q k 2 n—k
PEw =Y (=] |2
(Ekn) ];)(9) 9
“ls) =15 )
2 nn-1 1 k
o) &z
k=0 1
_(2)
9 1-3
5| =2x(1-7]
=(—-] x2x|1——
9 21
=2(() (s
~"W\9 9

On retrouve bien le résultat donné dans I'énoncé.

(e) i. Onprocede comme dans la question précédente.
Ona
Fo'n :Bclm...nBCn.

On utilise la formule des probabilités totales :

P(Fy,n) =P(BCy)Ppc,(BCy)...Ppcyn..nBC,_, (BCy)
= P(BC1)Ppc,(BCy)...Pagc,_, (BCy)

2 1 1
==—X=X...=

9 3 3

2 ln—l
-5l

Pour ke [[l,n—1],ona:

P(Fn)
= P(ABCy)Papc,(ABC,)...Pagcin..naBC,_ (ABCK)Pagcyn..nABC, (BCrs1) . ..

..-PABCIN..nABCLNBCpy,...BCy_1 (BCh)
= P(ABCy)Papc,(AB(G,)...Pnapc,_,(ABCr)Papc, (BCky1).... Ppc,_, (BCy)
1 1 2 1 1

= —X,,..X=—X—=—X—=—X,,,—

9 9,83
=566
A nouveau, on se rend compte que cette formule est valable pour k € [[0, n — 1]].
ii. On écrit BC, = :L_J; F . Les évéenements sont incompatibles donc
n-19 (1 n—k-1
P(BC,) = )

T

=}

Qo |

Q0|

N —
Ey

—_——

W =

ol
Q| =

S

|

—_

S :|
—o —
—_——

S
|
—

S
|
—
[l ]|
| ©
|>—‘UJI»—I
N —
>

Wl Wl W|H~
—_—

—
I

w
N

|,_,m.|[\: O O]

Il
w
3
—_—
[—
|
w
:|’_‘
N —
Il
w
:|p_aw|>—l
I
©
:|’_‘

—
(=)



(f) Onremarque que le tournoi n'est pas terminé a l'issue du n-iéme affrontement s’il reste deux

ou trois joueurs encore en jeu. On sait que C ne peut étre le premier éliminé, on a donc
U, =ABC,,UBC, U AC,,.

Les évenements sont incompatibles, la probabilité de U,, est donc la somme des probabilités.
En utilisant les résultats des questions précédentes, on obtient :

) el

Plup) = — +2
ce qui est précisément le résultat donné dans I'énoncé.

9

6. question bonus

7. (a)

(b)

8. (a)

(b)

"GA(1)" estréalisé si B et C sont éliminés au cours du premier affrontement ce qui est impos-
sible car personne ne tire sur C. On a donc P(GA(1)) =0.

On sait que C ne peut étre le premier éliminé donc si A gagne, cela signifie qu’il était seuls
avec C au tour précédent et qu’il a éliminé C. Autrement dit,

GA(n) = ACy-1N Ay
On en déduit que

2 n-1 1 n—1 4
P(GA(n)) :P(ACn_l)PACn_l(An):2((_) _(_) )X§

O N

=4

=4

Il
S
IOl NO|
S
—_—
[S—
| —_——
[\ —
N —
DN | =
N —
S
P ———

On retrouve la probabilité donnée dans I'énoncé.

On procede de méme en remarquant que si B gagne, il était seul avec C au tour précédent.
On adonc:
1 n—-1 1 n—1 1
P(GB(n)) =P(BCy-1)Ppc, ,(Bn) = ((5) - (5) ) x 3

1\" 1\"
R
3 9
La probabilité que B gagne le tournoi a l'issue du n-ieme affrontement est
1\" 1\"
P(GBn)=|=] -3|=] -
@sm=(5] s3]
Pour ce qui est de I’évenement GC(n), il y a plusieurs cas possibles. En effet, C peut gagner

apres avoir été seul avec A ou B ou bien, il peut gagner alors que les trois joueurs était encore
présents et A et B se sont touchés mutuellement.

Autrement dit GC(n) = (ABC,,_1nC;) U (AC,,-1NnCy) U (BC,,-1NCy). Les évéenements sont
incompatibles, on a donc

P(GC(n))
= P(ABCyu-1)Papc,_,(Cy) + P(BCy-1)Ppc,_,(Cy) + P(AC,-1)Pac,_, (Cp)

- Sl
NI
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La probabilité que C gagne le tournoi a I'issue du nieme affrontement est
1(1\" 1(1\" (2\"
PGCm==|=| +=[=] +[5] .
213 219 9

4
On vérifie que pour n = 1, on obtient 5 qui correspond a la probabilité P4pc,(Cy).

Exercice 2 1. Sur les fonctions monotones.
(a) Soit f une fonction croissante sur [a, b]. Soit s € .#(a, b). On a:

2(s)
vr(s) = ZZ |f(si) = fsiz)|

0(s)
= Z f(si)—f(si-1) (car pour tout i, f(s;) = f(s;—1), par croissance)
i=2

= f(Ses)) — f(s1) (par télescopage)
=fb)-f(a)
Ceci étant vrai pour toute subdivision s € #(a, b), cela prouve que I'ensemble «/¢(a, b) est

I'ensemble a un seul élément : </r(a, b) = {f(b) — f(a)}. Il est donc bien majoré (f est donc a
variation bornée), et sa borne supérieure vaut :

Vi(a,b) = f(b) - f(@)

Certains ont majoré (pour cette question ou une autre) chaque terme de la somme par (b— a)

et ont donc écrit
vr(s) < () -1b-a).

C’est vrai mais cela ne permet pas de conclure que v¢(s) est majorée car votre majorant dé-
pend de [(s) qui peut tendre vers I'infini

(b) Soit f une fonction définie sur [a, b] de la forme f = g— h, ou g et h sont deux fonctions
croissantes sur [a, b]. On a alors pour tout s € #(a, b) :

0(s)
ve(9) = |f(s)— fsiz)|
i=2

l(s)
=Y |(glsn) - g(si-)) = (h(s) = h(si-1)|
i=2

2(s) 2(s)
< Z |g(si) - g(si_1)| + Z |h(s;) — h(s;_1)] (ineg. triang. et lin. de la somme)
i=2 i=2

< g(b)—g(a) + h(b) — h(a) (question précédente)

Ceci étant vrai pour toute subdivision s € #(a, b), cela prouve que I'ensemble «/¢(a, b) est
majoré. Donc f est a variation bornée sur [a, b].

Attention, la somme d’une fonction croissante et d'une fonction décroissante n’est pas mono-
tone!!

2. Sur les fonctions de classe €.

(@) fe€<%€'(la,bl,R) donc par définition, f’ est continue sur [a, b], qui est un segment de R. Donc
par le théoréme de continuité sur un segment, f’ est bornée sur [a, b].

(b) Voici deux méthodes possibles.
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» Méthode 1. Soit M = 0 un majorant de | f | Par I'inégalité des accroissements finis, on sait
que f est M-lispschitzienne sur [a, b]. Donc pour tout s € #(a, b) :

l(s)
vr(s) = 22 | f(si) = fsi-1)]
i=
2(s)
<) Ml|s;—si_1l (f est M-lispschitzienne)
i=2
l(s)

<M) si—si-1  (pourtouti, s; > si_1)
i=2
<M(b-a) (par télescopage)
Ceci étant vrai pour toute subdivision s € #(a, b), cela prouve que '’ensemble /¢ (a, b) est

majoré. Donc f est a variation bornée sur [a, b].
» Méthode 2. Pour tout s€ .#(a, b) :

£(s)
ve(s) =Y |f(si)— flsiz1)]
i=2
l(s) Si
- Z f 1o dt' (formule du crochet)
i=21YSi-1

0(s) prs;
<) |f/(0)| dr  (ineg. triangulaire)
i=2

=2 Si-1

b
< f |f'(n)|dt  (relation de Chasles)
a

Ceci étant vrai pour toute subdivision s € #(a, b), cela prouve que I'ensemble </r(a, b) est
majoré. Donc f est a variation bornée sur [a, b].

Certains m’ont dit que f bornée impliquait f a variations bornées ce qui est évidemment faux
puisque toute fonction continue sur un segment est bornée (et que vous montrez a la fin qu'une
fonction peut étre continue mais pas a variations bornées). C’est un exemple d’interprétation de
la définition de "variation bornée" : n'interprétez pas les définitions données, collez a ce qui vous
est donné.

. Preuve de I'équivalence (E).

(a)

(b)

Fixons #8 une partie de R non vide majorée et M € R.
Limplication (=) est claire, car si sup(%8) < M, alors pour tout be Bona:

b<sup(®B)<sM

Réciproquement, supposons que pour tout b € 98, b < M. Alors M est un majorant de . Or,
sup(48) est par définition le plus petit des majorants de 8. Donc sup(98) < M.
L'équivalence est montrée.

Remarque : pour la réciproque, on pouvait aussi utiliser le fait qu'il existe une suite (by) nen
d’éléments de 9B telle que by, — ,— o0 SUP(DB). Dans ce cas, le passage a la limite n — +oo dans
l'inégalité large b, < M donne sup(98) < M. La question n’était pas tres difficile mais vous
'avez souvent rédigé comme des sagouins, vous avez donc perdu des points.

Soit ¢, d deux réels tels que a < ¢ < d < b. Soit s € #(c,d) une subdivision de [c, d]. Notons
n:=/¢(s), de sorte que s = (¢ = s1,..., S, = d). Formons alors une subdivision ¢ de .#(a, b) de la
facon suivante :
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e [1:=a
o Iy:=3S], I3:= S, etcjusqu’a t,4+1 := S,, ou autrement dit pour tout i € [2,n+ 1], t; := s;—1
® Iyi2:=b

On aalors:

vp(s) = ;!f(si) — f(si—1)|

n+l1

= Z |f(tk) - f(tk_1)| (chgt d’'indice k=i +1)
k=3

n+2
< Z | [t —f( tk_1)| (rajout de 2 termes positifs)
k=2

< Uf(t)
< Vy(a, b)

Cette majoration (par une constante) étant vraie pour toute subdivision s € .#(c,d), cela
prouve que I'ensemble «/¢(c, d) est majoré. Donc f est a variation bornée sur [c, d].

De plus, puisque tous les éléments de </f(c,d) sont inférieurs au réel V¢(a, b), on a par la
question précédente que la borne supérieure de </¢(c, d) est elle-méme inférieure a V¢ (a, b).
Autrement dit : V¢(c,d) < Vy(a, b). Beaucoup d’entre vous m'ont écrit A¢([c,d]) = A¢(la, b))
car [c,d] < [a, b]. La encore, c’est une interprétation erronée des définitions données.

(c) » Montrons I'inégalité V¢ (x,z) < V¢(x, y) + V¢(y, 2).
Soit s € #(x, z), mettons s = (s1,..., S,), avec s; = x et s, = z. Comme y €]x, z], il existe un
indice p € [[1, n]] tel que s, < y < s,. On pose alors deux subdivisions :

t:(sly---;sp—ly)/)ey(x;_)/)

et
u=(ySp,---»$n) € L(y,2)

Alajonction des deux subdivisions, on a par inégalité triangulaire :

|f(sp) = Fsp-D| < |fsp) = FW|+|f ) = fsp-1)|

Donc en ajoutant de part et d’autre de 'inégalité les termes | f (s;) — f(si—1) | pour i € [[2, n]]\
{p}, on obtient :
vf(s) < vf(t) + vf(u)

Or, vy(t) < Vi(x,y) et ve(u) < Vi(y,z). Donc:
vr(s) < Ve(x, 1)+ Vi(y, 2)

Cette inégalité étant vraie pour toute subdivision s € .#(x, z), cela montre que tous les
éléments de /¢ (x, z) sont inférieurs au réel V¢ (x, y) + V¢ (y, z). Par la question 3a, le sup de
cet ensemble o/¢(x, z) est donc lui-méme inférieur a V¢(x, y) + V¢(y,2). D'oli:

Vix,2) < Ve(x, )+ Vi(y, 2)

» Montrons I'inégalité Vi(x,2) = Ve(x, y) + Vi(y, 2).
Soit 1 € & (x, y), mettons t = (f,..., I;), et u € ¥ (y, z), mettons u = (uy,..., U,,). Posons:

S:=(f,.., iy, ULy ey Uy)
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Il s’agit d'une subdivision de [x, z]. De plus:
ve(S)=vr()+vr(w)
car a la jonction, le terme |f(u1) - f(tn)| est nul (il s’agit de |f(y) —f(y)|). D’otu:
vf(t) + vf(u) < Vf(x, z)
Or, en fixant u et en constatant que cette inégalité, qui peut étre ré-écrite ainsi,
ve(t) < Vy(x,2) —vr(u)
est vraie pour toute subdivision ¢ € .#(x, y), on a par la question 3a:
Vi(x,y) < Vi(x,2) —ve(u)
Puis en écrivant cette méme inégalité sous la forme
ve(w) < Vi(x,2) = Vi(x, y)

et en constatant qu’elle est vraie pour toute subdivision u € .#(y,z), on a par la ques-
tion 3a:

Vi(y,2) < Vi(x,2) = Vi(x, y)

D’ou finalement : | V¢(x,2) = Vr(x, y) + V¢(y,2) |

Finalement, les deux inégalités encadrées montrent bien la relation de Chasles voulue. At-
tention au passage aux sup bien trop rapide chez certains! Vous risquez d’écrire des choses
fausses en allant trop vite.

(d) Montrons que g est croissante. Soit x < y deux réels de [a, b]. Alors [a, x] < [a, y] donc g(y) =
g(x).
On a bien montré que g est croissante.

Montrons maintenant que g — f est croissante. Soit x < y deux réels de [a,b]. On a:

E-NY-E-NW=(8W-gx))-(F»-f)
= Vi, ) = (f - f(0)

Or, la quantité | f(y) — f(x)| est la variation de f selon la subdivision a deux points s := (x, y)
(subdivision de [x, y]). Donc par définition de V¢(x, y), on a |f(y) - f(x)| < V¢(x,y) etdoncen
particulier f(y) — f(x) < V¢(x,y). D'ou:

Eg-NY-E-NHx=0

Ce travail montre que g — f est croissante.

(e) On écrit alors

f= & +U-8
croissante décroissante

ce qui prouve que f estla somme d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante.
Ce travail étant valable pour toute fonction a variation bornée sur [a, b], on a montré I'impli-
cation (=) de I’équivalence (E).

Limplication (<) a été démontrée a la question 1b. L'équivalence (E) est donc bien démon-
trée.

4. Variation d’'une fonction continue.
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(@)

(b)

(©

(d)

Exercice 3

f est continue sur ]0, 1] comme produit et composée de fonctions continues. Reste a montrer
la continuité en 0. Or :

|f(0] < VX =100

Donc par encadrement, f(x) —,—00, et 0 est bien la valeur de f(0). f est donc aussi continue
en 0. C’est trées dommage de perdre un point parce qu’on a oublié de traiter le cas ]0, 1].

Soit n € N*. Pour tout k € [[2, n]] :

Flug) = —— cos(kn) C*
Up) = cos(km) =
vk vk
Donc .
_ _|E&=D (= k-
|f ) = fluk-1)| = = \/W
=k x| 1
Vin | Vk-Dx
I
B
Viknr = Vk-Dzm
2 1 1
Ve M TEooaC m)
n n
D’otl1, en sommant ces inégalités sur k € [[2, n]] : Z |f(uk) —f(uk_1)| Z 7
k=2 k=2
Pour tout k € [[2, n]], ﬁ % donc par sommation :
n n \/_
—=n-1x—== -—
2 kzz NG \/_ \/ﬁ

Or,v/n —ﬁ — n—+o00 +00 donc par minoration, Z — ——+00 +00. Beaucoup ont minoré par

k=2
n

Z —. Un seul a montré qu’elle tendait vers +oo

k=2

Soit n = 2 un entier. Posons la subdivision de [0, 1] suivante :
S(n) = (0) Up, Up-1,..., U1, ]-)

Ona

vr(s") = |fun) = FO]+ Y | fun) = -] + | f ) = FQD)]
——— =2 —_—

=0 =0

Z | f ) = f(ug-1)|
2 n
Z

Comme ZZ:Z ﬁ — n—+0o +00, ON a par minoration vf(s(”)) — n—+00 +00. Cela montre que
I'ensemble «/¢(0, 1) n'est pas majoré, et donc que f n’est pas a variation bornée sur [0,1].

Beaucoup m’ont simplement dit V¢([a, b]) tend vers +oo. Sachant que c’est ce que 'on cherche a mon-
trer, il serait bon de s’assurer que vous avez compris I'exemple qu’on vous a fait étudié et que vous avez
vérifié que, effectivement, ca montrait que f n’était pas a variation bornée.

1. Onaln(x) =In(1+(x-1)) TX- 1donc lin% f(x) = 1. On peut donc prolonger par conti-
X—

nuité f en posant f(1) = 1.
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2. OnvacalculerunDLde fen1.Onpose x=1+h.On a

In(x) Ind+h) 1 h? K

= =—|h—-—+—+0(x°
P o (e B A CR
donc )
-1 -1
f(x)=1—(x ), bl +o((x-1)?).
2 3
On en déduit que f admet un DL1 en 1 donc elle est dérivable. De plus, I’équation de la tangente
— 1 3 —
esty=1- (x2 ) :—x.

On peut aussi déterminer la limite du taux d’accroissement (mais il faudra travailler a nouveau
pour la question suivante).

Ona
fO-fO) _Inx)-Gx-1
x—1 (x—1)?
1 -(x-1) InQ1 -h
Onpose h=x—-1,0na nx) - x ): n( + 1) .On adonc
(x—1)2 h?
Inx)-(x-1) .. InQ+h)-nh 1
————=lim——=—-.
x—0 (x—1)2 h—0 h? 2
1
On en déduit que f est dérivable en 1 et /(1) = ~3 L'équation de la tangente en 1 est donc

1
y=fO+fMHx-1=1- E(x —1) et on retrouve le méme résultat.

(x—l)) (x—1)?
2 3

3. On avu avec le DL2 de f que f(x) — (1 + donc, localement, le graphe de f est

au-dessus de la tangente.
Attention, c’est un résultat local! Ne me dites pas que c’est toujours positif

Exercice 4 1. (a) Pourtoutk € [[1, n]],la fonction f est continue sur

, E ] , dérivable sur
n n

_—

d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe donc xj €

Akl

tel que

= f(xp),

c’est a dire :

7o) (5 = o

n n

Certains m'ont cité les hypotheéses entre0 et 1 ce qui n'a pas de sens car on applique le TAF entre
k-1 k
— et —.
n n
(b) D’apres la question précédente, les réels xi,..., x;, trouvés vérifient

1 2 n-—
O0<x1<—<Xp<—<..<xp1<—<x,<1
n n n

(%) —lf(%)

doncon abien0< x; < x2 <--- < X, < 1. On somme les égalités = f'(xx) pour

(f(g)‘f(k_l))=éf’(xk).

kvariantdelan.Ona

n
nkg —

1
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2. (a)

(b)

(©

(d)

On reconnait une somme télescopique, on a donc

i flx)=n(f1) - fO)=n.
k=1

On a bien I'égalité souhaitée.

Globalement tout le monde a compris ce qu'il fallait faire mais c’est vraiment rédigé avec les
pieds. Pensez notamment a bien montrer TOUT ce qu'on vous demande (notamment les x;
ordonnés)

1
Pour tout x € Ry, f’'(x) = ——= donc pour tout x =0,
Neww

1
! 2 .
(x)| € ——=. On en déduit que f est
X+2 ! | 2V2 que f

k-lispchitzienne avec k = ——. On peut aussi choisir k = 5 sion veut se simplifier les calculs.

2V2

Onrésout f(x) =x:
fX)=xeoVvx+2=xox=20ux=-1

On a bien montré que f admet un unique point fixe positif, égal a 2.

Certains ont perdu du temps a montrer que | sannulait un unique fois avec un tableau de
variations... perte de temps

Pour tout neN, on a

ltp1 =21 =|f(un) - fQ2)] car f(2) =2

< k|u, —2| car f est k-lipschitzienne
Par une récurrence immédiate, on a
vneN,|u, -2l <k"uy-2l,

et k € [0,1[ donc k™ — 0. Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que lir+n (up,—2)=0
n—+oo
donc u,, — 2.
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