Correction du TD n 15

L Onad, = 5 (i FX5= 3 (D) (=i)kXF = 3 () k-

Correction 1

(—i)"®)X*. Pour k = n, le coefficient devant X™ est nul; pour k =n — 1, le
coefficient est 2ni # 0 donc le terme dominant de A™ est 2niX" 1.

2. On remarque que le terme dominant de Q, = (X2 + 3X — 5)" est X?", le
terme dominant de @', est donc 2nX?"~1, celui de QP est 2n(2n — 1) X2
et par une récurrence descendante, on obtient que le terme dominant de P, est
2n(2n —1)...(n+ 1)X™ autrement dit %X"

Correction 2 Soit P(X) = Za,ka un tel polynéme. On a alors P(—X) =

k=0
n

Z ar(—1)*X* donc, par unicité de I’écriture :
k=0
VEk € [0,n], ar = (—1)*ay,
= n
ce qui impose a = 0 pour tout k impair. On a alors P = Z az; X% avec m = {§J
=0

m
En posant Q = Z az; X7, on a bien Q(X?) = P(X).
§=0
Correction 8 1. Soit y une solution polynomiale de I’équation de terme dominant
a,z". Le terme dominant de xy” est n(n — 1)a,z" !, celui de 2zy’ est 2na,z"
donc le coefficient devant 2™ du membre de gauche est (2n—3)a,,. Il est non-nul,
c’est donc le coefficient dominant, il faut par conséquent chercher une solution
sous la forme d’un polynéme de degré 3. On cherche y sous la forme az3 4 bz? +
cr +d. On a y' = 3ax? + 2bx + c et y” = 6ax + 2b. La fonction y est solution
si et seulement si

—3az® — 3bz? — 3cx — 3d = 2 + 227 — 2.
Par unicité des coefficients, on identifie :
3a =
6a+b =
2b—c =
—3d =

|
(el Nl )

ce qui impose a = %, b=0=cetd= % donc le seul polynéme solution est

z® + 2,

3 T3

2. Le polynome nul est solution. Cherchons le degré d’une solution non nulle. On
regarde les termes dominants de chaque terme. Si y est de terme dominant a,,z",
alors zy” est de terme dominant n(n —1)a,z" ! et 2zy’ est de terme dominant
2na,x™. Pour obtenir un polyndéme nul, on doit donc avoir 2na, — 8a, = 0
doit n = 4. On pose y = asX* + a3 X? + ax X% + a1 X + ag. On a ¢y =
dasz3 + 3azx? + 2a9x + a1 et vy’ = 12a422 + 6asx + 2a.. La fonction y est
solution si et seulement si

(12ay4 — 2a3)2® + (6az — 4az)z* + (2a3 — 6a1)x — 8ag = 0,

ce qui est équivalent &

120,4 - 20,3 = 0
6a3 - 40,2 = 0
2a2 — 6a1 =0
—8@0 = 0
puis & :

apg = 0

a; = 3a4

agy = 9a4

as = 6(14

Les solutions sont donc de la forme :

P = ay(z* +62° +92° + 32),a4 € R
1. Posons g :  — 2™ et h:  — (z — 1)™. On sait que pour tout
(n%!k)!x”_k et h("=F)(z) = Z—:(:z: L
formule de Leibniz, on a :

@ =3 (1)

k=0

Correction 4

kE < n,onag®) = D’aprés la

n! -
v k(n—k)!(z_l)k:kg

0

<Z>2n!z”_k(z— 1)k,

Tous les termes de cette somme s’annulent en 1 sauf pour £ = 0. On en déduit

que
2
L,(1)= (7(:) n! =nl.

2. Pour déterminer le terme dominant de L,,, on remarque que celui de P, est X?2™.
(2n)! xn

n!

En le dérivant n fois, on obtient le terme dominant de L,, qui vaut



n
Correction 5 Le polynome P s’écrit aH (X — ag). Pour tout 5 € [1,n], on pose

k=1
J
Pi(X) = H (X — aj). On va raisonner par récurrence sur j < n. Si j = 2, on a
k=1
/ P(X)
Py(X) = a(X —a1)(X —az) et Py(X) = (X — az2) + a(X — a1) donc Py(X) =
2
1 1
+ . Le résultat est donc vrai pour j = 2. On suppose donc que :
X — aq X — a9
J
=y
Pi(X) =X —a
et nous allons montrer que
j+1
P9 44 1
Pia(X) &=X-a
Pour cela, on écrit Pj1(X) = (X — aj11)Pj(X), alors P} (X) =

Pj(X) + (X — aj41)P}(X). On a donc :
Pi(X)

J

Pji1(X)

_ B (X)) + (X~ aj41) Pj(X)

J

(X —aj1) Pi(X)
1 X)

4
J

P;(X)

X - aj41

1 |
= + ar hypothése de récurrence
X — a0 ZX—akp P
J+ b1

Le résultat est vrai au rang j + 1. Par le principe de récurrence, il est vrai pour
tout j < n donc pour n.

Correction 6 On sait que le reste de la division euclidienne de X* + X3 4+ aX?2 +
bX + 2 par X2 + 2 est de degré au plus 1, il est donc de la forme aX + 3 avec
(a, B) € R2. 1l existe donc Q € R[X] tel que :

X' X4 aX?+bX +2=Q(X)(X?+2) +aX + 8.
Pour X = i+v/2, on obtient
4—2iV2 4 2a 4 ibV2 + 2 = aivV2 + B.

On identifie les parties réelles et imaginaires, on trouve @« =b—2 et =6+ 2a. Le
reste vaut donc (b — 2)X + (6 — 2a). Il est nul si et seulement si b =2 et a = 3.

Correction 7 1. OK

2. On sait que pour tout n € N; il existe un polynéme @Q,, et deux réels a,, et b,
tels que

X" = (X = 3)(X +3)Qu(X) + an X + by.

En évaluant en 3 et —3, on obtient le systéme suivant

3a, +b, =3"
—3a, + b, = (=3)"
o . . 3"+ (-3)" .
En additionnant les deux lignes, on obtient b, = — S en faisant la

différence on obtient a, = % donc X" = (X — 3)(X + 3)Q(X) +
1 1
£~ (X + 2@+ (-3)")

3. Soit n € N, alors
or (M —3I3)(M + 3I3) = (0) d’aprés la premiére question, on a donc

M" = a, M + b, I,

3" 4+ 5(—3)"  (=3)"—3"  (=3)" —3"
Coi M — Caf o3 (arras (9w
B (3 (3t s 53t

6 3 6

Correction 8 On remarque que 0 et 2 sont racines du polynéme donc X (X — 2)
divise bien ce polynome.

Correction 9 On sait que le reste est de degré au plus 1, il s’écrit a X + b avec a
et b réels. On a donc :

(X sinf+cosf)” = (X2 +1)Q(X) +aX +b

En évaluant pour X = i, on obtient ai +b = (isinf + cosf)” = e? donc, en
identifiant les parties réelles et imaginaires, a = sin(nf) et b = cos(nf).



Correction 10 1. Ona X(X% 1)+ X" —1=X"t1d X" 4 X" - 1=X" 1.

On écrit :
X1 = (X419
qg—1
— (Xd _ 1)2 (Xd)qu—l—k
k=0 .
q—1
=(X1-1)) xdk
k=0
Ainsi,
q—1
X" —1=(x%-1) (XTZX””“> + X" -1,
k=0
avec deg(X" — 1) < d donc, par unicité de la division euclidienne, le quotient
q—1
vaut XTZ X9 et le reste vaut X" — 1.
k=0

2. On raisonne par équivalence :

X% —1 divise X® —1 < le reste de la division euclidienne est nul

S X'—-1=0
<:>7’:O )
Sn=qd

& d divise n
d’ou I’équivalence souhaitée.

Correction 11 On remarque tout d’abord que @Q = 0 <& P = 0 par intégrité de
C[X].

On suppose par 'absurde que les polynémes P et () ne sont pas nuls. En évaluant
en X = 1, on obtient P%(1) = 0 donc 1 est racine de P. Cela implique que (X — 1)
divise P. On peut donc trouver P; € R[X] tel que P = (X — 1)P; d’on

P?=(X - 1)’Pf = (X - )Q*(X),

ce qui implique
(X — D)P? = Q*(X),

puis Q(1) = 0. Notons a la multiplicité de 1 en tant que racine de P et b la
multiplicité de 1 en tant que racine de Q. Il existe alors A et B tel que

P=(X—-1)%Aet Q= (X —1)"B.
On remplace dans ’égalité, on obtient :

(X —1)%24% = (X —1)(X —1)*B?,

soit encore
(X _ 1)2aA2 _ (X _ 1)2b+1BZ(X),

avec A(1) # 0 et B(1) # 0. La multiplicité de 1 en tant que racine de (X —1)2% A2 est
2a, sa multiplicité en tant que racine de (X —1)2**1B2(X) est 2b+1 donc 2a = 2b+1
ce qui est impossible.

On peut également et c’est bien plus rapide, regarder leurs degrés (en les sup-
posant, par ’absurde, non nuls). On a alors 2deg(P) = 2deg(Q) + 1 ce qui est
absurde donc les deux polynémes sont nuls.

Correction 12 On ordonne les racines de P: a1 < as < ... < a, ou n = degP et
on applique ensuite le théoréme de Rolle entre chaque racine. On trouve que :

Vi € [1,n — 1], 3b; €lai, ais1[, P'(b;) = 0.

Comme on a by < by < ... < b,_1, on a n — 1 racines distinctes de P’ qui est un
polynéme de degré n — 1 donc il est scindé & racines simples.

Soit a une racine de P? 4+ 1. On a P%(a) + 1 = 0 donc nécessairement a € C \ R.
Si a est une racine d’ordre au moins 2, elle est également racine du polynéme dérivé.
On a donc P(a)P’(a) = 0 ce qui signifie que a est racine de P ou de P’ or on a
montré que ces deux polynémes avaient toutes leurs racines dans R, a ne peut donc
pas étre racine de P ou de P, elle est donc racine simple du polynéme P? + 1.

Correction 13 On pose Z = X3. Les racines de Z2 + Z + 1 sont e 5", les racines
2i(3k+1)m
=e 9 et le

2imw | 2ikw
+ 3

de X6 + X3 4+ 1 sont e**"+*3* pour k € [0,2]. On a e+
polyndéme est unitaire donc :

2 » ‘
X0 X1 =T (x = ™) (x =57,
k=0

Explicitons ces racines :

irm

e, r e {-2,2,4,8,10,14}.

Il faut maintenant déterminer lesquelles sont conjuguées. On a e~ 5" = e'5" et

_ 8im 2im dirm 8im

e~ %" = ¢"%" donc les racines de X6 + X3 + 1 sont et 5 e= %" et =
permet d’écrire la factorisation sur R[X]:

6, v (o okir
XO4+ X041 =[] (X% —2c0s( == ) X +1).

k=1

Correction 14 On montre facilement que i est racine. Comme P est & coefficients
réels, on sait que —i est aussi racine de P donc P est divisible par X2 + 1:

Xt 2X3+6X% - 2X +5=(X?+1)(X* - 2X +5)



Il reste & déterminer les racines du polynéme X2 —2X + 5 qui sont 1+ 2i et 1 — 2i.

On a donc la factorisation sur C[X]:
X X3 46X2 42X —5=(X —i)(X +i)(X —1—2i)(X —1+2i0)
et celle sur R[X]:
Xt - X4 6X? 42X —5=(X?+1)(X?-2X +5)

Correction 15 On écrit )
(X2 412+ (X2 - X —1)? (iX?—iX —1i)
(X2 +14iX? —iX —1i)

X2 +1)2—
+1—ZX2+ZX+Z)

e
Déterminons les racines de ((1 — z)X 2 +iX + (i + 1)); leurs conjugués seront racines
de ((14i)X? —iX + (—i+1)). Pour cela, on calcule de discriminant A = —9, les

racines sont donc (1 — 1) et

-1+ —-1—1
2 72

(1—1),(1+1),

Enfin, on regroupe les racines conjuguées pour avoir la factorisation sur R[X]. On
a (X -(14+)X -(1-19) =X2-2R01+)X +]|1+i> = X2 —2X +2 et

—1+i 14\ o, —1— i—1]?
(x- ) (x- =) —xr o (T x+

2
d’ot, comme le polynéme a pour coefficient dominant 2 :

1
=X2+X+§

(X2+1)2H(X2-X-1)? =2 (X? - 2X +2) <X2 + X + %) = (X*?-2X +2) (2X7* A

Correction 16 On sait que les racines 7-iémes de 3 sont les complexes de la forme
\7/_

Une seule de ces racines est réelle, pour k =
conjuguées. Précisément, on a :

2zk7r

,k € ]0,6].

0. Les autres sont deux & deux

o 3 =1

101k7r
L] \/_

(1-)X2+iX +(i+1) (1+9) X2 —iX + (—i+

o ot /37 =

La factorisation sur R[X] est donc :

P(X)

:(X—(/ﬁ)f[()(2

2k
—2\7/§COS$+\7/§>.

Correction 17 Le polynome P — @Q admet une infinité de racines, il est donc nul.

Correction 18 On note Q = P — X et f la fonction polynémiale associée a P.
On remarque que « est un point fixe de f si et seulement si « est une racine de
Q. Or Q est de degré n, il admet donc au plus n racines distinctes.
On a montré que f admet au plus n points fixes.

Hzrrection 19 Si P est nul, il satisfait ’équation. Sinon, notons n son degré. Le
degré de P(X?) est 2n, celui de (X2+1)P(X) est n+2, on doit donc avoir 2n = n+2
ce qui imposen = 2.

Pour X =1 dans 1’égalité, on obtient P(—1) = 0 donc —1 est racine de P.

Pour X = —1 dans ’égalité, on obtient P(1) = 0 donc 1 est racine de P.

Comme on a montré que P est de degré 2, il est de la forme \(X? — 1). Re-
ciproquement, tout polyndme de cette forme vérifie I’équation donc ’ensemble des
solutions est

{AMX? —1),\ €R}.

Correction 20 1. Soit z une racine de P, alors P(z) = 0 et, par suite, P(z?) =
P(2)P(z + 1) = 0 donc 2? est racine de P. Montrons par récurrence sur k que
22" est alors racine de P pour tout k& € N. Nous venons de faire I'initialisation,
sulpposons que c’est vrai au rang k, alors

P2 = P((:2)?)

k+1 . 2 P k
donc 22" est racine de P. On a montré, par récurrence sur k que : Vk € N, 22
est racine de P.

P2 P2k —

1) =0

2. Le polynome P est non-nul, il admet donc un nombre fini de racines. Or, d’aprés
. ’ . . k 2.

la question précédente, on a vu que si z est racine, {22,k € N} est également

inclus dans ’ensemble des racines de P. Cet ensemble doit donc étre fini, il

= 22 . Quitte & permuter k et &/, on

k! K/
2 22

existe par conséquent k # & tel que 22"

k—k'
peut supposer k> k/, on a donc 22 4

PL

z¢ =0ou
k—k'

22 =1

. k
Dans le premier cas, |z| = 0, dans le second, |z|?

ce qui est équivalent

" —1 donc |z| = 1.



3. Soit z une racine de P, alorson a P ((z +1)?) = P(z+1)P(z) = 0 donc (z+1)?
est racine de P.

Nous allons montrer que les seules racines possible de P sont j et j2 avec j =
247 . . .

e 3 . On sait que si z est racine de P, alors z est de module 0 ou 1 et, comme

(2 +1)? est racine de P, le module de (z + 1)? (donc celui de (z + 1) doit étre

O0ou 1.

e Si z = 0 est racine de P, alors (0+1)? = 1 est racine de P donc (1+1)? =4
est également racine de P or 4 n’est pas de module 0 ou 1, il ne peut donc
étre racine de P. Par conséquent, 0 ne peut étre racine de P.

e Si 2 est racine de P et (2 + 1)?| = 0, alors z = —1 est racine de P donc
(—1+1)% = 0 aussi or on vient de montrer que 0 n’est pas racine de P.

e On sait désormais que si z est racine de P, alors nécessairement |z| = 1
et |(z+ 1) = 1 soit |z + 1] = 1. Posons z = z + iy avec = et y réels.
Alors 2% +y*> =1 et (z+ 1)? + y? = 1 ce qui impose z = —1 et par suite
y=—2L dot z = —1 +i¥3 = F¥
Les seules racines possibles de P sont donc j et j2.

e Le polyndéme P étant & coefficients réels, la multiplicité de j en tant que
racine de P est la méme que celle de j2. Notons-la &, on a alors

P(X)=MX - )FX - ) = AMX2+ X +1)F
et comme P est unitaire, P est une puissance de X2 + X +1

Correction 21 1. Notons d le degré de P. Le polynéme P étant unitaire, le
terme dominant de nP est nX9, celui de (X + 1)P’ est dX?. On a donc n =d
et le terme dominant de P est X™.

2. On écrit P(X) = Y apX*, alors P'(X) = Y kapX*~1. On a donc

n

k=0 k=1
(X+ 1P =nP& (X+1) kapXh !
k=1
=n Y apXF & Y kap Xk + Y kapXF!
k=0 k=1 =1
=n ap Xk
k=0

On fait un changement d’indice dans la deuxiéme somme du membre de gauche
pour avoir des X* (et non pas des X*~1):

n—1 n—1

ZkakX]ﬁl = Z(i + Dai X' = Z(k + Dag X
k=1

i=0 k=0

d’ou
n n—1 n
(X+1)P' =nP &Y kaX"+> (k+Dag X =nd apX*
k=1 k=0 k=0
n—1
< (a1 —nao) + (Z(kak + (k+ 1)ak+1 — nak)Xk> + (na, —na,) X" =0
k=1

Un polynome est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls, on a donc

a1 —nag =0
kap + (K + Dag41 — nag,Vk=1.n — 1

. D’aprés la question précédente, pour tout k € [1,n — 1], on a :

n—k  (n—k)(n—-k+1)
k+1k~ (k+ Dk

Qg1 = Qk—1

e,t par une récurrence immédiate,

n—k)n—k+1)...(n—1)

Ghtt = (k+ k... 1 “
_ (n—k)(n—k+1)...(n—1)na
(kb +1k .1 0
TS
:(kil)ao

Ainsi, on a

P(X) = Zn: (:) aoX* = ap (X +1)"

k=0

. On remarque tout d’abord que, de maniére générale, si a est racine d’ordre k

d’un polynéme non-nul, alors a est racine d’ordre k — 1 de P’. Cela découle
immeédiatement de la caractérisation avec les dérivées. En effet, si a est racine
d’ordre k, alors P4 (a) = 0, Vi < k et P*)(a) # 0. Comme (P')0) = PU+D),
onaVi<k—1,(P)(a)=0et (P)*V(a)=P*(a)#0.

Supposons par ’absurde que P admette une racine a différente de -1 et notons
k sa multiplicité. Alors (X —a)¥ divise P et (X —a)*~! divise P, il existe donc
Q(X) et T(X) tel que P(X) = (X —a)*Q(X) et P'(X) = (X —a)" 1T (X) avec
Q(a) #0 et T(a) # 0. En injectant dans 1’égalité vérifiée par P, on obtient

(X —a)*Q(X) = (X —a)* 1(X + )T(X)
& (X -a)QX)=(X+1)T(X)
= (a+1)T(a)=0



ce qui est impossible. On a donc montré par I’absurde que 'unique racine de
P est -1, ce qui assure que P s’écrit comme le produit d’une constante et du
polynome (X + 1)".

Correction 22 1. On écrit

X(X2-1)=X(X-1)(X+1)

et
X241=X4+X-(X-1)=X(X+1)— (X -1),
donc
X2 +1 1 1
XX-1DX+1)  X-1 X(X+1)
1 X+1-X

TX-1 X(X+1)
1 1 1

X-1"'X+1 X

On peut aussi, bien entendu, chercher (o, 8,7) € R tel que

X?2+1 « B8 v
XX2-1) X X 1 X+1U

mettre au méme dénominateur le membre de droite puis identifier les coefficients
du numérateur.

2. On commence par écrire X° +2X2 - X —2 = (X — 1)(X +1)(X +2). On
cherche «, 3,7 réels tels que

a B LY 3X2+3
X—-1 X+1 X+2 X-DX+D)X+2)
Par substitution, on trouve « =1, § = -3 et v = 5.
5 X +1 3
X244 X244

Correction 23 1. On pose u = sint, on a du = cos tdt donc

/”” cos® t 4 cos®
sin®t + sin* ¢

sin x a2 _22)\2
t*/ (1—wu®)+ (1 —u?) du.

u? 4+ ut

On écrit
(1 —u?) + (1 — u?)?
u? + ut

22— 3u? + u?
u2(u+1)
ut +u? + 2 — 4u?
u?(u? 4+ 1)
2 — 4y?
u?(u? +1)
2 4 2u? — 6u?
u?(u? + 1)
1 6

=1 e
+u2 u?2 4+ 1

On en déduit que

(] 0?) 4 (1 u?)?
/ du

u? + ut

sin x 1 6
/ +uQ u2—|—1.u

1
= {u — — — 6arctan(u)
u

= sin(z) — — 6arctan(sin z)

sin(x)

2. On pose u = cost, du = —sintdt et

~COS T 2_1 ~COS T 2
:/ 4 du = uflduzcosw
. 1+u . 2

T gindt
/ BLL LY
J 1-4cost

Correction 24 On remarque que le terme dominant de Q, = (X2 + 3X — 5)" est
X2 le terme dominant de Q’, est donc 2nX 2"~ celui de QP est 2n(2n —1)X?2n=2
et par une récurrence descendante, on obtient que le terme dominant de P, est
2n(2n —1)...(n+ 1)X™ autrement dit @)t xn,

n!

— COST™

Correction 25 1. On pose la division euclidienne, on trouve X7 —2X + 1 =
(XP4+ X3+ X)(X?-1)— X +1.

2. On pose la division euclidienne, on trouve 3X°+4X%2+1 = (X2+2X +3)(3X3 —
6X%+3X +16) — 41X —47.

Correction 26 On sait que le reste de la division euclidienne de P par X2 —3X +2
est de degré au plus 1. 1l existe donc Q € R[X] et (a,b) € R? tels que :

P(X)=Q(X)(X*—-3X +2)+aX +b.

Pour X =1, on obtient :



Pour X = 2, on obtient :
P(2)=2a+b=5.

On a donc a = 4 et b = —3 donc le reste de la division euclidienne de P par
X2 -3X +2est 4X — 3.

De méme, on sait que le reste de la division euclidienne de P par (X + 1)? est de
degré au plus 1. A nouveau, il existe Q@ € R[X] et (a,b) € R? tels que :

P(X)=Q(X)(X+1)*+aX +b.
En évaluant ’égalité pour X = —1, on obtient :
P(-1)=5=—-a+b.

Deux polyndmes égaux ont méme dérivée formelle, on peut donc dériver 1’égalité
puis évaluer I’égalité obtenue en X = —1. On obtient :

P(X)=Q(X)(X +1)?+2Q(X)(X +1) +a,

puis :
P'(-1)=0=a.

Le reste de la division euclidienne de P par (X + 1)? est donc 5.

Correction 27 Par définition de la division euclidienne, on sait qu’il existe (Q, R) €
R[X]? tel que
(X =1+ (X —2)" —2=Q(X)(X? - 3X +2) + R(X).

Comme deg(R) < 2, R est de la forme aX + b. On évalue la division euclidienne en
X =1et X =2, pour annuler X2 —3X + 2, on trouve :

(-D)"—2 = a+b

1-2 = 2a+b
ce qui est équivalent & :

a+b = (-1)"-2

2a+b = -1

On trouve a = 1—(—1)" et b = 2(—1)™ — 3 donc le reste de la division euclidienne du
polynéme (X —1)?" + (X —2)" —2 par X? —3X +2est (1 — (—1)") X +2(-1)" - 3.

Correction 28 On écrit (X —1)(X3+X2+X+1) = X*—1, les racines du polynome
X3+ X2+ X +1 sont donc 1 et +4. Soit  une de ces racines. On a o* = 1, donc :
Qdat3 4 q4b+2 4 detl | pad (a4)aa3 + (a4)ba2 + (04)Ca + (a4)d
=ad+a’+a+l
=0.
Les trois racines distinctes de X3+ X2+ X +1 sont racines du polynome X 44+3 +
XA0+2 4 el 4 x4 done X3 4 X2 4 X + 1 divise X403 4 yab+2y yde+l 4 xid

Correction 29 1l suffit de montrer que j et j2 sont racines de (X +1)2917 — X207 1,

Comme le polynome est a coefficients réels, il suffit de montrer que j est
racine. On sait que j + 1 = j2 et 2017 = 1[3] donc 2017 = 3¢ + 1. Ainsi,
(j + 1)2017 = (—j2)2017 = _j6at2 = _j2 car j60 = (j3)*' = 1, par définition de j.

2017 _ ;:3q+1

=J
(]+1)2017_]2017_1:_]2_3_120,

On a aussi j = 7345 = j. On en déduit que

car on sait que 1+ 5+ j2 = 0. Le polynome (X +1)2017 — X297 _ 1 admet j comme
racine. Comme il est & coefficients réels, il admet également j2. Il est donc divisible
par X2+ X + 1.

n—1 Xk
T LR

k=0
n

Si P,(a) = 0 = Pj(a) alors P,(a) — Py(a) = 0 = - donc a = 0 or Py(a) = 1
n!
donc 0 n’est pas racine de P,.
On a montré que toute racine de P, est simple.

Correction 30 On a P, =

Correction 31

Si P est une constante alors P’ ne divise pas P sauf s’il est nul. On suppose P de

degré au moins 1. Soit P € R[X] tel que P'|P. Alors, il existe @ € R[X] tel que

P =QP'. Comme deg(P’) =deg(P)—1, on a deg(Q) =1 donc Q = (aX + b) avec
b

a # 0. On pose a = ——, alors «a est racine de P donc P admet au moins une racine
a

réelle.

Supposons que P admette plus d’une racine réelle. On peut alors trouver une
racine 8 de P telle que P ne s’annule pas entre « et 3. On applique le théoréme de
Rolle & P entre « et 3, on trouve un réel ~ strictement compris entre « et 3 tel que
P'(v) =0. Or P(y) = Q(7)P'(v) = 0 et on a supposé que P ne s’annulait pas entre
a et 7. On obtient une contradiction. On a donc montré, par ’absurde, que P n’a
qu’une racine réelle. P g’écrit alors de la forme A(aX + b)™ avec n > 0. Il est clair
qu’un tel polynéme est divisible par sa dérivée, ’ensemble cherché est donc

{7(X - a)n, (ﬁ/voé) € RQan € N*}

Correction 32 On suppose par I'absurde qu’il admet une racine multiple o. On a
alors ™ +2a+n —1=0et na”! +2 =0. On en déduit que

a(na™ ' +2) - (" +2a+n—1) =0,
ce qui implique (n —1)a™ =n — 1. Ceci n’est possible que si « est de module 1. Or,

2

légalité na™ ! + 2 = 0 est impossible si a est de module 1 car — # 1. On a une
n

contradiction donc le polynéme n’admet que des racines simples.



Correction 33 1. On a P(1) =0, on calcule les dérivées successives de P:
PL(X)=nn+2)X"" — (n+2)(n+1)X" + (n+2), P,(1) =0
PA(X)=nn+2)(n+1)X" —n(n+1)(n+2)X" 1, PP (1) =0
P (X) = n?(n+2)(n+1) X" —n(n+1)(n+2)(n—1) X" "2 pour n # 1, Pl(g)(X)

1 est donc racine de P,, de multiplicité 3.

2. D’aprés le travail fait a la question précédente, on sait que, pour tout n € N*,
(X —1)3 divise P,.

Ona P (X) = X3-3X%+3X —1 et comme il est unitaire, on a P;(X) = (X —1)3.

On a Py(X) 2X* — 4X3 +4X — 2 et Py est divisible par (X — 1)3.
Comme son coefficient dominant vaut 2, on sait qu’il existe un réel b tel que
Py(X) = 2(X — 1)3(X 4+ b). En identifiant les termes constants, on trouve
b=1.

Pour P3, on fait la division euclidienne de P3 par (X — 1)3, on trouve P3(X) =
(X —1)3(3X2% +4X + 3). On remarque que le polynome 3X? + 4X + 3 est de
discriminant négatif donc il est irréductible sur R. La factorisation sur C[X] est

2+iv5 2 —iv5
) (1)

Correction 34 1l suffit de montrer que 1 est racine du polynéme de multiplicité au
moins 3. Pour cela, on va calculer ses dérivées successives. On note P le polynéme

P3(X)

3(X —1)3 <X +

o P(1)=0.
e P(X)=n(n+2)X"" —(n+2)(n+1)X" + (n+2) donc P'(1) = 0.
e P/(X)=nn+2)(n+1)— (n+2)(n+1)n donc P”(1) =0.

Pas besoin de calculer P on sait déja que 1 est une racine de P de multiplicité
au moins 3 donc (X — 1) divise P.

Correction 35 1lsuffit de montrer que 1 est racine de P(X) = n X" —(n+1)X"+
1 de multiplicité au moins 2. On a P(1) =0et P'(z) =n(n+1)X" — (n+ 1)nX"?
admet également 1 pour racine donc (X — 1)? divise P.

Correction 36 On note P(X) = X?"*! — 2n+ )X+ (2n+1)X" —1. On a
P(1) = 0 donc 1 est racine de P.

OnaPX)=02n+1)X*" - 2n+1)(n+1)X" + (2n+ 1)nX""1 et P'(1) = 0.

OnaP’(X)=(2n+1)2nX?*""1 - 2n+1)n(n+ 1) X"+ (2n+1)n(n —1)X"2
et P”(1) =0.

Enfin, on a

L 2(n n n—1 p(3)
PT%B)(()—(F)ll (;731)%)2n7(£?—(11)))(§§"0_2—(2n+ Dn(n+1)(n—1)4+2n+1)n(n—1)(n—2)

et PO (1) =n(2n+1)(n+1) #0.
On a montré que 1 est racine de multiplicité 3 de P.

Correction 37 On a P'(X)
donc :

4(X3 —7X —6). 1l est clair que 1 est racine de P’

P(X)=4(X —1)(X?2+ X —6).

Le polynéme X2 + X — 6 admet 2 et -3 pour racines donc on a la factorisation
suivante :

P/(X)=4(X — 1)(X — 2)(X +3).

On remarque que 2 est racine de P, on sait donc, vu que 2 est également racine de
P', que (X —2)% divise P. On a :
P = (X —2)*(X?+4X - 2).
Les racines de X2 +4X — 2 sont —2 + /6. On en déduit que :
P(X) = (X —2)%(X +2+V6)(X +2 — V6).

Correction 38 On remarque que le polynome est & coefficients réels donc, si i est
racine, —i l’est également. Le polynome est donc divisible par X2 + 1:

X4 4 2X3 +4X2 42X 43
= (X?+1)(X?+2X +3).

Le polynéme X2 + 2X + 3 est de discriminant négatif, il est donc irréductible sur
R[X], on a trouvé la factorisation du polyndme en facteurs irréductibles sur R[X].

Correction 39 On pose T = X?2. On résout :
57% +10T + 1 =0.

Le discriminant est égal & 80 donc les racines sont :

—10+4v5  —5+2V5
o5




On remarque que les deux racines sont négatives. On en déduit que les quatre racines Correction 44 On écrit / “cost —sint _ / ' cost / T —sint
du polynoéme en X sont : 1+ cos?t 1+ cos?t 1+ cos?t

/ On a
2\/5 x . x
; -v e —sint 1 1
+iy[d =+ 5 : / % dt = |:§ ln(l + COS2 t):| = 5 ln(l + COS2 Jf)

Correction 40 On remarque que (X —1)P(X) = X® — 1. Les racines de P sont

Dans la premiére intégrale, on pose u = sint, on a du = costdt donc
donc les racines cinquiémes de 'unité différentes de 1. Autrement dit, les racines de P & P ’

P sont e*5" pour k variant de 1 a 4. /w cost /sinw 1 .
———dt = u.

Correction 41 On pose T = X3. Le polynéme T2 — 2 cos(66)T + 1 est de la forme 1+ cos?t 2 —u?
T? — 2R (%) T + ’eﬁw‘l, ses racines sont donc e=0%. On écrit

Les racines cubiques de e*%? sont e+2? je=2¥ et j2e*2%  Le polynome étant 1 1 1 1
unitaire, on en déduit sa factorisation sur C[X]: = + .

] 2-X? 2\/§<I—X \/§+X>
2
X6~ 2X3 cos(60) + 1 = H (X — jke%e)(X _ jke—2i9). On a donc

k=0 sin x 1 du — 1 | \/_ ) \/_ sin x o 1 \/5 +sinx
Pour trouver la factorisation sur R[X], il faut grouper les racines conjuguées deux 2 w2 "' T o [ n ( 2+ u) - ( 2- u)] T 92 '\ V2 _sing )
a deux. Comme j = jZ = e5", les racines sont €20, 203 ¢2i0+%5" of leurs con-

jugueés. On a donc
On peut donc affirmer que la factorisation sur R[X] est :

, ” /zcost—sint 1 In V2 +sinz n 11n(1+cos2x)
X6 —2X%cos(60) +1 = [ ] (X* - 2cos (2@+%)X+1). 1+ cos®t 2v2  \V2-sinz) 2
k=0

) i Correction 45 11 est clair que si P existe, il ne peut étre de degré strictement
Correction 42 Ona P(y) =0,Vy € ]—5, 5 [ donc P admet une infinité de racines, | inférieur & n puisqu’on aurait alors P = 0.

il est donc nul. -
On pose Q(X) = P(X + 1) et on note Q = Zaka. Par hypotheése, on a :

Correction 48 On écrit (X +1)° —X° -1 =5X4+10X3+10X2+5X = 5X (X + k=0
1)(X2+ X + 1), on a donc ) *
i 1 QM (0) = PH(1) = k.
X+1p—XxX5-1 XX+ DAL X +1) Q(0)
X2+ X+1-X(X+1) D’aprés ’exercice 77, on sait que ap = . On a donc

- k!
XE+ D+ X 1)
1

Vk € [0,n], klay = k,

X(X+1) X24+X+1

ot d’on
1 :X+1_X:i_L' ap =0et Vk € [1,n], ax = 1 '
X(X+1) XX+1) X X+1 (k—1)
On a donc n k n _1\k
5 1ot 1 Ainsi, Q(X) = > X et P(X)=Q(X —1) =Y M
(X+1P-X5-1 X X+1 X2+X+1 = (k=1 = (k—1)



Correction 46 On pose Q(X) = P(X +a). On aalors Q™ (0) = P (a). On peut
donc raisonner avec le polynome ) et montrer qu’il n’a pas de racines strictement
positives. On pose Q = Z apX*.
k=0
On a, Yk € [0,m], Q¥ (0) = Klas, donc a > 0. On suppose par Pabsurde que
« > 0 est une racine de (). On a alors :

n
Z akak > 0,
k=0

ce qui est une contradiction donc @) n’admet pas de racine strictement positive ce
qui implique que P ne s’annule pas sur [a, +00].

Correction 47 1. On écrit P(X) =) apX*. Ona Po P(X) =
k=0
donc

PoP(X)— P(X) ar(P(X))F =Y apX* =Y " ar (P(X)" - X*).
k=0 k=1

k=0
On a P(X)— X|P(X)*— X* pour tout k£ > 1 donc P(X)— X|PoP(X)—P(X).

On écrit ensuite Po P(X)— X = PoP(X)— P(X)+ P(X)— X. On en déduit
que P(X)— X|PoP(X)—X

2. On écrit
(22 — 32+ 1)? = 322 — 8z + 2
& (22 -3x+4+1)2— (322 -8z +2)=0
& (22 -3x+1)2 -3@%-3z+1)+1=2
& PoP(x)==x

avec P(X)=X%2-3X +1

On sait que P(X)— X divise Po P(X)— X d’aprés la question précédente donc,
en factorisant P o P(X) — X par P(X) — X:

& (2 —4dx+1)(a?—22-1)=0
= x:2j:\/§ou:c:1j:\/§

On a trouvé quatre solutions distinctes.

Correction 48 Soit a € C. On raisonne par équivalence :

P(a) =0< (a+14)*" = (a — )2+

Comme i n’est pas racine de P, on sait que « # i. Par conséquent, on a :

N\ 2n+1
P(a) =0 @<O‘+’_> =1
o —1 )
o3k e[0,2n], L0 — o348
o —1

Ik € ]0,2n], (e% - 1) = (e% + 1)
2ik7

On remarque que k ne peut étre égal a 0, on peut donc diviser par e2»+1 — 1 et

obtenir «:
2ikm

2n+1 1
P(a) =0 3k e [1,2n],a = o 1
el —1

On peut simplifier I'expression des racines en utilisant la factorisation par l’arc
moitié. Etant donné k € [1,2n], on a
2ikm gk km - km
en+l 4+ 1 2e2n+T cos (2n+1) 1 COS (2n+1) . -
ikm = T B = — . = —icotan mrl)
2n+1 — ientI qf T 3 T n
e 1 24ezn+1 Sln(Zn-l—l) sm(Zn_H)

On remarque que la somme recherchée est la somme des racines. On sait, d’aprés
les relations coefficients racines, que c’est, & un multiple prés, le coefficient devant
X1 si d désigne le degré. Il nous faut donc déterminer ce dernier. Pour cela, on
utilise la formule du binéme de Newton pour écrire :

2n+1 2n+1
(X + i)2n+1 — (X — i)2n+1 — Z (Zn];i-l)X2n+1—kik _ Z (an;l—l)XQn+1—k(_i)k
k=0 k=0
2n-+1
_ Z (2nk+1)X2n+1—k (Zk (_Z)k)
k=0

Pour k = 0, le terme est nul.
Pour k = 1, on obtient 2i(*";7") X?" = 2i(2n + 1) X" donc le polynome est de degré
2n (ce qui est cohérent avec les 2n racines trouvées précédemment).
Pour k = 2, on obtient un terme nul ce qui montre que la somme recherchée est nulle

)

Correction 49 Si A est toujours positif sur R, cela signifie qu’il n’a aucune racine
réelle de multiplicité impaire. Autrement dit, ses racines sont réelles de multiplicité
paire ou complexes conjuguées. De plus, son terme dominant est nécessairement

T
+1

10



positif, sinon sa limite en +o00 serait —oo et il serait négatif au deld d’un certain réel.
On peut donc écrire le polynome sous la forme

<l

m

~o ITex

_ZJ _Ej)v

avec a; € R, 1, € N et zj € les zj n ‘étant pas nécessairement distincts.

Considérons le polynéme — 2;j). On peut I’écrire sous la forme P;(X) +

Ca
1

1Py (X) avec (Py, P») € R[X]. On a alors H (X
j=1

—ak 2Tk Pl(X) +ZP2(X)) (Pl(X) —ZPQ(X))

Pl(X) —’LPQ(X) et

—-Zj) =

8)* (PHX) + P3(X))

o [T (x - a0 P3(x)
k

X — op)?" PR(X)

En posant B = aH (X

le résultat souhaité.

— ak)TkPl

Correction 50 On suppose, par I’absurde, qu'un tel polynéme existe. On pose

Q(X) = P(X) — X. Le polynome @ admet tous les réels pour racines donc il est
nul. On a donc P(X) = X mais pour z € C\ R, on a P(z) = z # Z d’ou une
contradiction.

Correction 51 En évaluant en X = 0, on obtient 3P(0) = 0 donc 0 est racine de
P. En évaluant en X = —1, on obtient 2P(—1) = —P(0) = 0 donc —1 est racine de
P. En évaluant en X = —2, on obtient P(—2) = —2P(—1) = 0 donc —2 est racine
de P.

On sait donc qu'’il existe Q@ € R[X] tel que P = X(X + 1)(X + 2)Q(X). En
remplacant dans I’équation fonctionnelle, on obtient Q(X) = Q(X+1). Un polynéme
vérifiant ceci est nécessairement constant. En effet, s’il ne 'est pas, il admet une
racine o d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss. On a alors « + 1 racine de Q,
puis a + 2 et, par une récurrence immeédiate, oo + n racine de ) pour tout entier n.
Le polynome @ posséde alors une infinité de racines ce qui est absurde. Le polynome
@ est donc constant et P est de la forme AX (X 4+ 1)(X +2), A € R.
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Réciproquement, un polynéome de cette forme vérifie bien la relation donnée.
On peut aussi montrer que 0, —1 et —2 sont les seules racines de P, s’il est non
nul :

Sia € C\{-2,—1,0} et aw n’est pas un entier négatif inférieur ou égal a —3, alors

(a+3)P(a) = aP(a+1),
implique « + 1 racine de P (car a # 0) puis

(a+3+k)Pla+k)=(a+k)Pla+k+1)=0,

implique P(av+k+1) =0 car a+k+1 # 0. On obtient donc une infinité de racines
par récurrence sur k ce qui contredit P non nul.
On traite ensuite le cas ol o € Z et a < —3, on écrit

(a+2)P(a—1) = (a — 1)P(ex) = 0,

ce qui implique, comme « + 2 < —4, que P(aw — 1) = 0. On a ensuite

(a—k+2)Pla—k—-1)=(a—k—-1)Pla—k)=0,

qui implique P(ov — k —1) = 0 puisque o — k — 2 # 0. Ainsi, si « est racine o — k est
racine pour tout k et on obtient & nouveau une contradiction.

On en déduit que P n’a que trois racines, il s’écrit donc: P(X
1)%(X 4 2)7. En injectant dans I’équation fonctionnelle, on obtient

(X +3)XYX +1)P(X +2)7 = X(X +1)X +2)%(X +3)".

) = AX*(X +

Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a :

1 =v
a =1
Ié] «
¥ =P

=AX(X+1)(X+2), eR.

On a donc @« = 8=+~ =1 donc P(X)

Correction 52 Le polynéme nul est solution. Soit P une solution non nulle.
On note a,z™ son terme dominant. Le coefficient dominant de P’ est na,,
celui de P” est n(n — 1)a,. On a alors, en identifiant les coefficients dominants,

n?(n—1)a2 = 18a, d’ottn = 3. On pose P = a3 X3+a2X?+a; X +ag et on identifie :
18a3 = 18as
18@2@3 = 18(12
4a§ + 6a1a3 = 18aq
2a2a1 = 18&0



On a donc :
a3:1
2
as
ay = —
&
ag = —=2
07 97

Les polynomes vérifiant ’équation fonctionnelle sont donc les polynémes de la forme

3 5 /\2 )\3
X+ A X+ —X+ —
+ + 3 + 57
A € R, ainsi que le polynéme nul.

Correction 53

Analyse :On suppose que P vérifie P(X + 1) — P(X) = X. En dérivant deux fois
légalité, on obtient P”(X 4+ 1) = P”(X). Si P” est non constant, il admet au moins
une racine «. Par une récurrence immédiate, on en déduit que o + n est également
racine Vn € N ce qui est impossible, on a donc P” constant. Le polynome P est
donc de degré au plus 2.

Syntheése :Soit P = aX? +bX + c tel que P(X + 1) — P(X) = X. On a alors

a(X + 1 +b(X +1)+c— (aX®+bX +¢) = X,

c’est-a-dire
2aX + (a+b) =X.
C . 1 1
Par unicité des coefficients, on a a = 3 et b= —3

On en déduit que les polynomes vérifiant P(X+1)—P(X) = X sont les polynémes
1 1
de la forme §X2 — §X + c avec ¢ € C.

On peut aussi raisonner ainsi :
Analyse :Soit P tel que P(X + 1) — P(X) = X alors pour tout entier k, P(k+1) —
P(k) = k. Soit n € N*, on somme pour k variant de 0 an — 1 :

—

3

-1
(P(k+1) — P(k)) = %
k=0
On reconnait une somme télescopique, on a donc
—1
P(n) = P(0) + %
1 . X(X-1) . .., .

On en déduit que le polynoéme P(X) — P(0) = — 5 aune infinité de racines

(tous les entiers naturels) donc il est nul.
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XX -1
Synthése :On suppose que P s’écrit (T) + Xavec A € C. Alors P(X +1) —

X(X+1) X(X-—
2 2 1
P(X +1)— P(X) = X sont les polynomes de la forme §X2 -

P(X) = b

= X. On en déduit que les polynomes vérifiant

1
§X+cavecc€(C.



