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DS 7

Devoir surveillé 7, sujet 1.

Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat

ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation

de la copie seront prises en compte dans 'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1.

On considere la fonction
f:R\{-1} —R
facian| )
X— x"arctan| ——
1+
On note I' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal du plan.
1. (a) Justifier que f est dérivable sur R\{—1}.

(b) Pour tout x € R\{—1}, déterminer le réel ! g(x) tel que f’(x) = 2xg(x).

(c) Montrer que la fonction g : x — g(x) ainsi définie est dérivable sur R\{—1}, que sa dérivée

i -
21+ +x)2)?
qu’elle vérifie aussi

vérifie g’'(x) = P(x) avec x — P(x) une fonction polynome du second degré et

VxeR\{-1}, g'(x)<0.

(d) Etudier le signe de g sur ] —oo;—1[ et sur ] — 1; +ool.
(e) En déduire le tableau des variations de f sur ces intervalles.
2. (a) Déterminer les limites de f en —oco et en +oo.
(b) Déterminer les réels ¢ et £, limites respectives de f en (—1)"et (—1)*.

3. On considere les fonctions

fo:]—o0;—-1] =R et fp:[-1;+00[— R
x-—»{ flx) six<-1 x—»{ fx) six>-1
126 six=-1 {p six=-1
(a) Montrer que pour h€ R, : fp(-1+h) = (1-2h+ h?) (g - arctan(h)).
Donner alorsle DL, de fpen-1.
(b) Justifier que fp est dérivable en -1 et donner f},(-1).
Préciser ensuite la position de I" par rapport a sa demi-tangente au point A (-1, ¢p).
(c) Déterminerle DL, de foen-1.
Préciser alors I'allure de I" au voisinage du point B(—1,¢).

1. sans vouloir porter de jugement, il est moche.



4. (a) Déterminerle DL3 de y— % en 0, puis le DL3 de x — arctan (%) en0.

X

, donner un dévelop-
1+X

) = arctan(

1
1+1/X
pement asymptotique de f(x) a la précision % lorsque x — +oo.

(b) En remarquant que, pour X € R\{0; 1}, arctan(

(c) Que peut-on en déduire?

Exercice 2.

On rappelle que les polynomes de Tchébychev sont définis par
VxeR,VneN,T,(cos(x)) =cos(nx),

ils vérifient Vn €N, Ty,4o = 2X T,,11 — Ty, et pour tout 7 = 1, le terme dominant de T, est 21 X",

1. Dériver deux fois la relation définissant les T}, puis montrer que cos6 est racine de
~(1=X)T",(X) + X T} (X) = n* Tp(X)

2. En déduire que T}, est solution d'une équation différentielle d’ordre 2.

3. On définit les polyndémes (U,,) de deuxieme espéce par

1
Vl’lEN,Un:mTllﬁ_l.

(a) Montrer que Vx € R, U, (cos(x)) sin(x) =sin((n + 1) x).

(b) Montrer que pour tout x non congru a 0 modulo 7,

U,(cosx)+ Uyyo(cosx) =2cos(x)U,.1(cosx).

(c) En déduire que la suite (Uj,) ey Vérifie la méme relation de récurrence que la suite (7,) sen-
(d) Soit n € N*. Montrer que U,, admet n racines distinctes dans | — 1, 1[ que I'on explicitera.
(e) En déduire qu'il est scindé a racines simples sur R.
(f) En déduire la factorisation de U,,.

4. Soit (m,n) eN?, m < n.
(a) Montrer que . )

TnTm= ETn+m + ETn—m-

On note Qy, ,; et Ry, le quotient et le reste de la division euclidienne de T, par Tj,.

(b) On supposeici0 < m < n < 3m. Montrer que
Qunm=2Tp-metRym=—Tn-2m.

(c) Onsupposeici n=(2p+1)m avec p € N*. Montrer que Ry, ,, = 0.

5. Soit (m, n) € N?, Montrer que T, 0 Ty, = Tym.



Exercice 3.

1. Soit n € N*. Montrer que I'équation x* + x> = n admet une unique solution dans [0, +oco[ que I'on
notera x;,.

2. Montrer que (x,) ,en* €St croissante.

3. Montrer que lim x, = +oo.
n—+oo

nxp

1+x,

/4

4 _
4. Montrer que x,, =

5. Montrer que x,, ~ n'
n

1+1/nY4+0(1/n1/4)’

6. () Montrer que x =

1
(b) En déduire que x,, = n'/* - 2t o(1).

\]

1 1 1 1
. Montrerque — = ——+ ——+o0|—|.
d xp, nll4 4yn (\/ﬁ)

1/4

8. En déduire que x, =n"'"* — 1 + 32174 +o (_n”‘*)'



Correction du DS n 7, sujet 1

Exercice 1 On considere la fonction

f:R\{-1} —R

Farcan|
xX— x“arctan| ——
1+x

On note I' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal du plan.

1. (a) Lafonction arctan est dérivable sur R, la fonction f est dérivable sur R\{—1} en tant que pro-
duit et composée de fonctions continues.

(b) Soit x € R\ {—1}, alors
) x2 1
x+1 (x§1)21+(1/(1+x))2

f'(x) =2xarctan (

. 2x ( 1 ) X
Carctan \x+1) (1+x2+1
1

X
= 2x|arctan —
1+x) 2((1+x)?+1)

X
1+x)_2((1+x)2+1)'

On adonc, g(x) = arctan(

Il n'est pas acceptable que dans cette question et la suivante, il y ait autant d'erreurs de calculs

dans les dérivées et que certains "oublient" de dériver x — Tox

+x
(c) Parles théorémes usuels, g : x — g(x) ainsi définie est dérivable sur R\{—1}. Pour tout x # —1,
ona
g'(x) = 1 (1+x)2+1-2x(1+x) —(x*+4x+6)
(1+x)%+1 2(1+x)2+1)° 2(A+x2+1)*

La dérivée est bien de la forme g'(x) = P(x) avec x — P(x) une fonction poly-

i -
21+ +x)2)?
nomiale du second degré puisqu’elle est définie par P(x) = —(x? + 4x + 6). Son discriminant
est négatif, elle est donc du signe de son terme dominant a savoir négatif. Par ailleurs, le dé-

nominateur étant positif, on a bien

VxeR\{-1}, g'(x)<0.
(d) D’apres la question précédente, on sait que g est décroissante sur ] —oo,—1[ et ] — 1, +o0[. On

1 T 1 T
a lim arctan (—) =——et lim arctan (—) = 2 d’oui le tableau de variations suivant :

x—=1" 2 x—-1t
X —00 -1 +00
gl(x) — —
2 2|2 % T




On en déduit que g est négatif sur | — oo, —1[ et positif sur ]1, +ool.

(e) On sait que pour tout x # —1, f'(x) = 2xg(x). On en déduit le tableau des variations de f :

X —00 -1 0 +00

f'(x) + - 0 +

f / \ /

2
2. (a) Onsait que arctany ~o y donc f(x) ~co le On adonc xlir+n fx)=+occet xlim f(x) = —o0.
X —+00 ——00

. 1 7 . /2 . . 7
(b) Ona lim arctan—— = —-— donc lim f(x) = —-—.De méme, lim arctan —— = — donc
x——1- T 1+x 2 T x—-1" . 2 x——1* 1+x 2
lim f(x)=—-.0Onadoncflg=—-—etlp=+—.
M@= TP

3. On considere les fonctions

fo:]—o0;-1] =R et fp:[-1;+o0[— R

. flo) six<-1 B flx) six>-1
126 six=-1 {p six=-1

(@) Soit heR}.Ona
fo(=1+h) =(-1+ h)zarctan(%)
=(=1+ h)? (g - arctan(h))

1 7
car pour tout x > 0, arctan(x) + arctan (—) = E
X
b/
Par ailleurs, on a fp(—-1)=¥¢p = ) donc la formule est bien vraie pour tout h = 0.
b/
La, il est facile de lire que fp(—1) = —— (et vous n'avez donc plus qu'a comprendre pourquoi et

faire la question précédente, si vous ne l'avez pas faite.
On adonc

_ 2(T 2 _ 7 r 2 2
fo(=1+h) =(-1+h) (2 h+o(h ))_2 (n+1)h+(2+2)h +o(h?),
le D12 de fp en —1 est donc

fp(x) = g— T+ (x+1)+ (g +2) (x+ 1)2+0((x+ 1)2).

— fp(-1
(b) D’apres le DL précédent, lini RICY +ff 1) = —(m+1) donc fp est dérivable en -1 et on a
x—-1* X
=D ==@+1).

b4
Par ailleurs, la demi-tangente aI' en A(—1,¢p) a pour équation y = 5" T+ (x+1) et

folx) - (g—(n+1) (x+ 1)) ~ (g +2) (x+1)?,

donc, au voisinage de —1 les deux quantités sont de méme signe. On en déduit que I' est au-
dessus de sa demi-tangente.



(¢) Comme précédemment, on prend & < 0 et on écrit

fe(=1+h) :(—1+h)2arctan(%)
—(_ 2(_7 _
=(-1+h) ( 5 arctan(h))

1 bis
car pour tout x < 0, arctan(x) + arctan (—) =— E
X

On adonc
b8 b8 /8
fo(=1+h) = (-1+h)? (_E ~h+o(h?)) = ~S =Dt (—5 +2) "2+ o(h?).
Cette formule reste, a nouveau, vraie pour i =0 et le DL2 de f; en —1 est donc

folx) = —g F -1+ + (—g +2) x+ D2+ o((x+1)2).
La demi-tangente a I en B (-1, ;) a pour équation y = g +(m-1(x+1)et

folx) - (—g 1) (x+ 1)) ~ (—g +2) x+1)2,

donc, au voisinage de —1 les deux quantités sont de méme signe. On en déduit que I est au-
dessus de sa demi-tangente.

4.(a) Ona 1% =y(1-y+y*+0(y®) =y-y*+y*+ 0. Par ailleurs, on sait que arctan y =y_

3

y 3 y
—_ t
y 3 +o(y°)e 1

— 0 quand y — 0 donc
y

1 2
arctan 1_|J_/y = (y_y2+y3+0(y3)) _g(y_y2+y3+0(y3))3 — y_y2+§y3+0(y3).

(b) Pourtout X #0,—1,ona

fesd
= arctan .
1+ X

1+1/X)

On veut un développement de f(x) quand x — +o0. On sait que % — 0 quand x — +oo donc

arctan (

_ 2
fx) =x arctan(1+1/x)

On en déduit que I' admet une asymptote d’équation y = x — 1 au voisinage de +oo puisque

2
xliIP f(x)—(x-1) =0. Par ailleurs, on f(x) - (x—1) ~ I et I > 0 au voisinage de +co. On
— 100
en déduit que I est au-dessus de cette asymptote.

Exercice 2 1. On dérive I'égalité T,(cosf) = cos(n6) par rapport a 0. On obtient —sin8 7T} (cos6) =
—nsin(n) puis
sin*@T," (cosf) — cosO T} (cosO) = n* cos(nh).

On adonc
VO eR,(1-cos’0)T,"(cosh) — cosHT,’l (cosB) + n’T,(cosd) =0

6



ce qui montre bien que cosf est racine du polynome donné.

Erreur d’énoncé dans l'indication. Ceci dit beaucoup d'entre vous ont pensé a dériver l'égalité T; (cos) =
cos(nf) (surtout dans les questions suivantes) mais ont fait une erreur en dérivant la composée
T, ocos

. Il est naturel d’introduire I’équation différentielle suivante :
P =Dy"+xy +ny=0 (E)

On sait que le polynéme (X% —1)T",,(X) + X T),(X) + n® T,,(X) admet cos pour racine pour tout
0 € R. Ce polynéme est donc nul sur [-1, 1] donc sur R, ce qui montre que T}, (enfin, sa fonction
polynomiale associée) est solution de I’équation différentielle (E).

En admettant la question précédente, on pouvait prendre deux points facilement. Pourtant presque
personne ne les a eu. D'abord parce qu'un seul (et méme pas sur cette question) a pensé a me parler
d’infinité de racines pour justifier le passage de "égal évalué en cos@ a "égalité polynomiale". En-
suite parce que " T, est donc solution d’'une équation du second degré sans donner l'équation” ne
peut pas apporter de points dans la mesure ot I'énoncé vous demande de montrer que c’est le cas.

. On définit les polyndmes (U,,) de deuxiéme espéce par

1
VnEN’Un:mTIIl+l'

(@) Soit n € N. On sait que Vx € R, Tj+1(cos(x)) = cos((n + 1)x) donc, en dérivant par rapport
a x, on obtient —sin(x) T,’Hl(cos(x)) = —(n+ 1)sin((n + 1)x) d’ou, en divisant par —(n + 1),
sin(x)U,(cosx) =sin((n+1)x).

Quasiment personne n'a su dériver correctement l'égalité et aboutir au résultat. Visiblement,
vous confondez T),(cos x) et la dérivée de x — Tp(cos x).

(b) Soit x e Ret neN. Alors

sin(x)Uj,12(cos x) + sin(x)U,(cosx) =sin((n+2)x)+sin(nx)
=sin((n+1)x+x)+sin((n+1)x — x)
=2sin((n+1)x)cosx
= 2cos(x)sin(x) U+ (cos x)

On a donc, pour tout x non congru a 0 modulo 7,
U, (cosx)+ Uyyo(cosx) =2cos(x)Uy,+1(cosx).
(c) D’apres la question précédente,ona Vye€]—1,1],
Un()) + Up+2(y) =2yUp+1(y).

On en déduit que le polynéme U, 2 + U,, —2XU,,+1 admet une infinité de racines, il est donc
nul. En conséquence, on a bien

(d) Soit n € N*. On chercher les racines de U,, dans | — 1,1[, on peut donc les chercher sous la



(e)

(f)

forme cos(x) avec x non congru a 0 modulo 7. On a
U,(cos(x)) =0 < sin(x)U,(cosx) =0 car sin(x) #Z0

<sin((n+1)x)=0
< (n+1)x=0[n]

ex=0[—"|

km
< 3kefo,n]],x=——
nk-lj-rl
o 3dke[l,nl],x= — car x non congru a 0 modulo 7
n

k
On en déduit que Vk € [1, n]]],cos(nf

. km
N est racine de Uj,. Or, pour tout k € [1,n]], 1 €
n

10, [, intervalle sur lequel cos est injectif. On en déduit que les n racines trouvées sont dis-
tinctes.

C’est comme dans le DM sauf qu'il faut enlever k = 0 pour ne pas avoir sin(x) = 0.

D’apreés la question précédente, on a trouvé n racines distinctes de U,. Or U, est de degré n
puisque T}, est de degré n + 1, on a donc trouvé toutes ses racines, on en déduit que U, est
scindé a racines simples sur R.

Par ailleurs, T,,+; a pour coefficient dominant 2" donc T,’1 .1 a pour coefficient dominant
2"(n+1) et U, a pour coefficient dominant 2", la factorisation de U}, est donc

e kn
Un(X)=2"]] (X—cos(n+1)).

k=1

il ne faut pas oublier le coefficient dominant (et savoir le déterminer correctement)

4. Soit (m,n) eN?, m < n.

(a)

(b)

On veut montrer que le polynéme 27, T), — T+ m — Tn—m est nul. On I'évalue en cos(x) pour
xeR:
2cos(nx)cos(mx)—cos((n+ m)x) —cos((n—m)x) =0.

On en déduit que ce polyndme a une infinité de racines, a savoir tous les réels entre —1 et 1, il
est donc nul et on a bien I'égalité souhaitée.
On note Qy, ,, et Ry, le quotient et le reste de la division euclidienne de T, par T},.

On suppose ici 0 < m < n < 3m. Montrons que
Qnm=2Tn-m et Rym=—Tin-2m|

On applique la question précédente au couple (n—m, m) si m < n—m, on obtient :

2T Th-m=Tn+ Th-2m-
Si m = n— m, on 'applique au couple (m,n—m) :

2TmTh-m=Tn+ Tom-n-
Dans tous les cas, on a

2TmTh-m=Tn+ Tin-2mi>
donc

Tn=2Tn-mTm— Tin-2ml-
Or, par hypotheése n—2m < met2m—n < mdonc deg T,,—2m < m, on a donc écrit la division
euclidienne de T, par T,. Par unicité,ona Q,,, =2T—m et Ry m = —Tin—2m)-
Il manquait m < n dans la question précédente, je n'ai donc pas pénalisé le raisonnement

autour de la valeur absolue. En revanche dans division euclidienne, ily a A = BQ+ R ET
deg(R) < deg(B)



(c) On supposeici n=(2p+1)m avec p € N*. Montrons que R, ,, = 0.
On varaisonner par récurrence sur p.Pour p = 1,ona27T,,To; = T+ T3, donc Tap = 2Top — 1) T,
et le reste est bien nul.
Soit p =1 tel que Tyl T2p+1)m, montrons que T, | T2p+3)m-
On écrit
2T(2p+2)m Tm = T(2p+3)m + T(2p+l)m»
donc
T(2p+3)m = 2T(2p+2)m Tm - T(2p+1)m-
Or, par hypothese de récurrence, Ty, T(2p+1)m- On en déduit que Ty,|T2p+3)m €t la propriété est
héréditaire. Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier p.

5. Soit (m, n) € N?, soit x € R, alors
Ty, 0 Ty(cosx) = Ty, (cos(nx)) = cos((nm)x) = Ty,n(cosx).
On en déduit que le polynéme T}, o Tj, — T, admet une infinité de racines, il est donc nul.
Exercice 3

Je ne sais plus trop comment vous le dire mais je vais essayer une derniere fois. Pour montrer que pour
tout n € N, 'équation g(x) = n admet une unique solution, on peut :

Montrer que n appartient a 'image de g (en tracant le tableau de variations de g) puis dire que n
admet un antécédent unique car g est injective (pas stricte monotonie de g).

Utiliser le TVI appliqué entre DEUX POINTS (en citant la continuité de g) pour avoir I'existence
d’'une solution puis dire que n admet un antécédent unique car g est injective (pas stricte mono-
tonie de g).

Dire que g réalise une bijection de I vers J grace au tableau de variations et dire que, comme
n € J,I'équation g(x) = n admet une unique solution dans I.

Dire que }Clil’(l) g(x) =-ooet xl—i>r-Poo g(x) = 400 ET g continue donc Im(g) =R et g est donc surjective.

On ne peut pas:

Dire que f admet une solution ou un antécédent.

Appliquer le TVI entre —oo et +oo.

Dire que lin}) g(x) = —oo et xlir+n g(x) = +oo donc Im(g) = R sans parler de continuité de g.
xXx— — 100

parler du "corollaire du TVI".
Donner tous les arguments en vrac et conclure " on a donc une unique solution"

12 personnes sur 42 ont rédigé correctement cette question. La derniére fois j’avais mis sur 2 points et
noté de manieére binaire en espérant que cela vous serve de lecon, visiblement non. Faut-il que je mette
des points négatifs pour que vous fassiez enfin 'effort de rédiger correctement ce genre de questions?

1.

Soit n € N*. La fonction f: x — x* + x> est strictement croissante sur R, et son image vaut R*.
On a n € R™ donc n admet un antécédent par f et cet antécédent est unique par injectivité de la
fonction f.

Soitne N*.On a f(x,) =net f(x,+1) = n+1donc f(x,) < f(x,+1) et pas stricte croissance de la
fonction, on obtient x,; < x,,+1 donc la suite (x;) ,en €St croissante.

. D’apres la question précédente, la suite est croissante, elle admet donc une limite. Si celle-ci

était réelle, on aurait, en la notant ¢, lim x‘,ll + x;g; =¢*+ 3 Or lim xi + 36,31 = lim n = +oo,
. Lo I’Z7+OO n—+oo . n—+oo i

on obtient une contradiction. On en déduit que x,, — +oco. On peut aussi montrer que la suite

n’est pas majorée. On suppose, par I’absurde, qu’il existe K € R tel que Vn e N, x, < K, on a alors

VneN,xh+ x5 < K3(K +1) ce qui est absurde.
N——

=n



La négation de x,, — +00 est (x,) nen Wa pas de limite OU x,, — ¢ (si (x,) est positive). Il faut donc
impérativement justifier que (x,) nen admet une limite avant de supposer par l'absurde que (X,) nen

tend vers une limite finie.

4. Par définition, on a x} + x> = ndonc x3 (1 + x,,) = n d’ol1, comme x,, +1 >0, x4 =

’ < . 2 2 4 _
5. D’apres la question précédente, x, =

6. (a) D’apres la question précédente, x, ~ n

n

: 4
puls, comme x, = ———
’ "o 1+1/x,

4
n

1+1/x,

4
n

1 1
1/4 donc — ~ ——. On a donc
Xn

nl/4'
0(

)

T 1+ 1/n'4+0(1/n'4)

1

Xn

1

= -
I’l1/4

1
nll4

(b) D’apres la question précédente, on a

n1/4

Xn

(14 1/nY4+ 0 (1/n24)

1/4

=n*(1+1/n"4 + 0 (1/n14))

:n1/4 1-—

On a bien I'égalité souhaitée.

7. D’apres la question précédente, ona x, = n

n — +o(1/n'*)
n

1
1/4
n'*——=+o(1
2 (1)

1
/4 _ 2 +0(1) donc

1 B 1
Xn - 1/4 1
nt'*——+o0(1)
B 1 1
T oa1/4
- i+ o(L
B 1 1 1
_n1/4 1+4n1/4+0 nl/4
1 1

On a bien le résultat attendu.

=—+—+0
n1/4 4\/ﬁ

vn

()

8. Comme précédemment, on écrit xﬁz ,on adonc
1+1/x,
1/4 1 1 N
Xn =n 1+m+m+0(ﬁ))
=nl/ 1(1+1+o 1))+5(1+1+0
B 4\nl4  4yn n)) 32\n'4 ayn
=nl’*1 1 L + > +0 !
ant’* 16yn  32vn vn
_ a1 3 1
T V7 I
, s L 3 1
On a montré que x, = n _Z+32n1/4+0 pyril

X .
donc = — 1. On a donc xj, ~ n puis x, ~ n'/4.

nxn,
1+x,

1/4

1

)



