1.

(a)

Correction du DM 9

Si on connait les deux premiers termes d’une suite appartenant a F', on peut calculer les
termes suivants par récurrence double. Réciproquement, si on se donne une suite, ses deux
premiers termes sont définis.

F — R?

u +—> (ug,uy)
c’est méme un 1somorphisme car elle est linéaire.

La suite nulle appartient & F (0 — 0+ 0 = 0). Soit maintenant (u,v) € F? et A\ € R,
montrons que A\u+ v € F. Pour tout n € N, on a

Cela revient o dire que [’application ¢ : est une bijection. En réalité,

P (Mny2 + Vny2) — (Mpgr + vpg1) + (1 = p) (Aup + vy)
= )‘pun+2 — Un+1 + (1 _p>u13+?vn+2 — Un+1 + (1 - p)UQ

~ —~

=0 =0

=0

On a donc bien :Au+v € F.
On a montré que F' est un sous-espace vectoriel.

N’oubliez pas de montrer que la suite nulle est dans F' pour justifier que F' est non vide.

Ces deux suites sont bien définies de fagon unique d’aprés les remarques faites a la pre-
miére question. Elles forment une famille libre de facon évidente puisqu’elles ne sont pas
proportionnelles. Si on ne le voit pas : si Vn € N, av, + bw, = 0, on obtient immédiate-
ment @ = 0 en prenant n =0 et b = 0 en posant n = 1.

Montrons le caractére générateur. Soit (u,),en une suite appartenant a F. Posons, pour
tout entier n, z, = ug X v, + u; X w,. La suite (z,),en appartient certainement a F
puisqu’elle est combinaison linéaire des deux suites (vy),cy €t (W), oy qui sont dans F.
De plus, par construction, zp = ug X 1 +u; X 0 = yg et de méme 2z, = u;. La suite (2,), oy
est donc une suite de F' ayant les mémes deux premiers termes que (uy,)nen, elle est donc
égale & (un),cy. Comme (z,), . € Vect ((Un),cn » (Wn),en) Par construction, on a bien
prouvé que notre famille est génératrice de F', et donc une base de F'.

En réalité, on montre seulement F C Vect ((vy),cn > (Wn),en) car Uautre inclusion est
claire.

1
On suppose p = 7 Soit (tn)nen € F. Alors pour tout n € N, on a 2uy,+1 = Uy, + U2 donc

U1 — Up = Upyo — Upyq et la suite (Uyy1 — Uy )nen €St constante. On a bien montré que
(Un )nen €st une suite arithmétique. Réciproquement, si (u,,),en est une suite arithmétique,
il existe r € R tel que

vn € N, u,, = ug + nr.

Alors, pour tout n € N, w,, + u, 10 = 2ug + (2n + 2)r = 2u, 1 donc (u,)nen est bien un
élément de F.

Attention a bien faire les deux inclusions pour conclure sur ’égalité des ensembles.

Up, + Up2 . .
— "= ce qui est l'origine du

Remarque: La relation de récurrence se réécrit u, 1 =
nom donné aux suites arithmétiques : chaque terme de la suite est la moyenne arithmé-
tique des deux termes qui I'entourent. Si on remplace cette condition par une moyenne

géométrique, on obtient sans grande surprise des suites géométriques!



(b)

Soit u = (¢")nen une suite géométrique.

uelF &VneNpt?—¢tH+(1-p)g*=0
eVneN ¢ (p®—q+1-p)=0
epi?—q+1l—p=0carq#0

L’équation du second degré obtenu admet pour discriminant

A=1—4p(1—p)=4p* —4p+1=(2p— 1)

. 1+2p—1 1-2p+1 1 . .
et pour racines ¢; = i let g = e 1 (ou bien 1 est racine
2p 2p p

évidente et I'autre racine vaut donc p).
Les deux suites v = (1),en €t w = -—1 appartiennent donc a F et, n’étant pas

proportionnelles, forment une famille libre d’éléments de F'.
Remarque: Comme F est de dimension 2, la famille (v, w) est donc une base de F.

Comme on n’avait pas encore la dimension, il fallait montrer le caractére générateur a la
main. Soit donc u = (up)neny € F. On cherche & montrer qu’il existe (a,b) € R? tel que

1—
(ug,u1) = a(l,1)+0b (1, Tp) On écrit

a+b = U a+b = U

1— & 1-2
a—i—b(—p) = U b( p) = U — U
p p

1
On a supposé p # 5 Le systéme admet une unique solution. Il existe donc un unique

couple (a,b) € R? tel que

1 —
(ug,w) = a(1,1) +b (1, —p) ,
p
ce qui implique, d’apreés la premiére question, que
u = av + bw.

Cela montre a la fois le caractére libre (unicité de I'écriture) et le caractére générateur de
(v, w).

Notez qu’on vient ainsit de démontrer a l'aide d’espaces vectoriels un cas particulier du
théoreme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (dont le cas général se démontre
rigoureusement par la méme méthode).

On sait dans ce cas que u est une suite arithmétique, donc il existe un réel r tel que

1
Vn € N, u,, = ug + nr =1+ nr. La condition u; = 0 implique 1+ ri = 0. soit r = —5 et
on en déduit que Vn € Nju,, =1 — E
)
Cette fois-ci on sait qu'il existe (A, B) € R?, Vn € N,u,, = A+ Ba". La premiére condition
initiale (pour n = 0 ) se traduit par I'égalité A+ B = 1, et la deuxiéme par A + Bz’ = 0.
. 1
En soustrayant les deux. on a B (1 —z') = 1, soit B = 1 (puisque i # 0), puis
—_ xl

% " — xz’

1—at

A=1—-—B=— Finalement, Vn € N, u,, =

11—zt



3.

(a)

C’est exactement la méme méthode. L’ensemble G est un sous-espace vectoriel de E car
il contient la suite nulle et qu’il est stable par combinaison linéaire.

On définit ensuite trois suites appartenant a GG de la facon suivante : vg = 1,v; = v9 = 0 et
les termes suivants de la suite (v,,) sont détermines par la relation de récurrence définissant
G:w = 1wy = wy =0 et de méme (w,) € G : et enfin t5 = t; = 0 et t5 = 1 avec
(tn) € G. Ces trois suites forment une famille libre de G car s'il existe une combinaison
linéaire nulle de ces trois suites, alors on a une combinaison linéaire nulle des triplets
formés par leurs trois premiers termes. Or on reconnait la base canonique de R3, les
coefficients de cette combinaison linéaire sont donc nuls.

La famille (v, w, t) est une famille génératrice de G car toute suite u appartenant a G' peut
s’écrire u = ugv + uyw + ust (la relation est vraie pour les trois premiers rangs donc pour
tout entier n par récurrence). On en déduit que (v,w,t) est une base de G.

Remarque: G est un espace vectoriel de dimension 3.
Soit (¢")nen une suite géométrique de raison g. Alors
(qn)neN c(G &Vne N, 4qn+3 _ 4qn+2 _ qn+1 + qn =0
sVneN ¢ (4¢3 —4¢* —q+1) =0
&4 —4¢*> —qg+1=0carqg#0
Or, cette équation se factorise sous la forme 4¢?(q—1)—(q—1) = 0, soit (¢—1) (4¢*> — 1) = 0.

Elle admet pour solutions ¢; = 1, ¢y = 3 et g3 = —5 Les trois suites z; = (1),en, 22 =

1 1\"
(7) et z3 = ((——) ) appartiennent donc a G.
2 neN 2 neN

Montrons qu’elles forment une base de G. Soit (u,) € G, montrons qu’il existe un unique
triplet (a,b, c) € R3 tel que
u = az; + bzy + cz3.

On considére le systéme suivant :

+ ¢
a+-—= =u
7 2 1
+248 —y
a — — =
44 2

OnfaitL2<—L2—LletL3<—L3—L1:

a+b+c =g

b 3c
5Ty T
3b  be
LT T
pUiS L2 < —2L2 pUiS L3 < 4L3 + 3L2:
a+b+c =ug
b+ 3c = —2uy + 2uyg
4c = 4U2 — 6U1 + 8U0



On obtient un systéme de Cramer. Il existe donc un unique triplet (a,b,c) € R3 tel que

11 11
(ug,uy,uz) =a(1,1,1)+b <1, 3 Zl) +c (1, —5 Z) Par récurrence, comme v € G, on a

J'(a,b,c) € R, u = az + bzy + czs,

donc la famille (21, 29, 23) est une base de G.

Remarque: Si on avait eu la dimension, on aurait pu se simplifier un peu les calculs en
montrant seulement que la famille était libre (avec donc un systéme linéaire homogéne)
puis conclure que c’était une base de GG car G est de dimension 3.

Toute suite u appartenant & G peut donc s’écrire sous la forme u—_az; + bzy + cz3. Avec
les premiers termes donnés, et quitte & multiplier par 2 et 4 les deux derniéres, on doit
donc résoudre le systéme

a+b+c =1

20a+b—c =5.

da+b+c =7
Soustraire les deux équations extrémes donne immédiatement 3a = 6, soit a = 2. On a
ensuite b+c = —1et b—cn: 1. dont on déduit facilement que b = 0 et ¢ = —1. Autrement
dit, vVn e N =2 — (—%) .



