Correction du TD n 18

Correction 1 On sait que pour tout = € F, il existe A, réel tel que f(z) = A\, z.
Montrons que A, ne dépend pas de xz. Soient x € F non nul et « un réel, alors
flaz) = Ayzax et comme f est linéaire, f(ax) = af(x) = al;z donc, comme
x # 0p, Ay = Aqg; autrement dit, A, = Ay, Yy € vect(z).

Soit maintenant y ¢ vect(x), alors la famille (x,y) est libre. On a :

f(@) + fy) = A + Ay

fl@4y) =depy(z +y) =
d’ou :
(/\:E-H/

et la famille étant libre, on a A, — Ay1y = 0 = Ay — Az4, ce qui montre que, pour
tout y ¢ vect(z), Ay = Ay. On a montré, par disjonction de cas, que :

= Ag)T + (Azty — )‘y)y =0

Vye B,y =)y
donc A\, ne dépend pas de z et f est donc bien une homothétie.

n—1
s An_1) tel que Z N\ifi(xg) = 0p. On applique f7~1
i=0
a l’égalité, on obtient \gf" '(xg) = Og car pour tout k > n, f¥ =0
f¥(x0) = 0. On a supposé f"~!(zy) # 0, on a donc A\g = 0.
n—1
L’égalité devient Z Aift(ro) = 0g. On applique maintenant f"~2 a I’égalité et
i1
on obtient A\; f"~1(x¢) = 0g donc A\; = 0. En itérant le procédé, on montre que tous
les coefficients sont nuls donc la famille est libre.

Correction 2 Soit (Mg, A1, ...

(E) donc

Correction 3 1. non car ¢1(2,2) =4 =4p1(1,1) # 291 (1,1) =2

2. non car ¢5(0) =1 #0.

(0, 2[f(1)]) # (0,0).

3. non car p3(f) +@3(—f) =

4. Soit (P,Q) € K[X]? et A€ K. On a:

= (AP +Q)(0) +
= AP(0) +Q(0) + (AP" + Q') (1)
= AP(0) +Q(0) + AP'(1) + Q'(1)
=X (P(0) + P'(1)) +(Q(0) + Q1))

=@4(P) =p4(Q)
= Mpa(P) + ¢4(Q)

0i(AP + Q) (AP +Q) (1)

donc ¢4 est bien linéaire.
5. non car ¢5(2) =4 # 2p5(1) = 2.

6. Soit (f,g) €C(R)2et A€R. On a:

) /12 )\f—|—g) dt
+ (1)) dt

v )
) o o

par hneante de l'intégrale

() oo [
)><<>/

w6 (Af+9) =Af+g)

/\
=

)

)dt

0

@)

G |

=pe(f)
= Aps(f) +w6(9)

g est bien linéaire

7. Soit (f,g) €C(R)>et A€ R. On a:

07 +0) =0 +0)(F)+ O +0)6)
=1 (3) 49 (3) + 16 + 96

_\ (f %) T f(5)> + <g (Z) +g<5>>

=p7(f)
= Ap7(f) + w2(9)

L’application @7 est donc linéaire.

v7(9)



8. Soit (f,g) € C(R)? et A € R. Alors pg(Af + g) est 'application qui & ¢ associe

(Af+9)(t)
1+¢2

On a donc, pour tout ¢t € R,

1+¢2
Y
14 ¢2
N0
1+¢2 1+¢2

=os(H)  =ps(9)(t)
= \ps(F)(t) + ps(g)(t)

Ainsi, les fonctions pg(Af + g) et Aps(f) + ws(g) prennent les mémes valeurs
en tout t réel, elles sont donc égales, ce qui montre que g est linéaire.

Correction 4 On note p; application linéaire de la question i.
1. non car ¢1(2) = 8 # 2¢1(1).
2. non car ¢3(0) # 0.

3. non car p3(—1) + ¢3(1) # 0.

4. Soit X = (z,y) et Y = (2/,y’) deux éléments de R? et A € R, on a :
0sANX +Y) =ps(Az+a2"  y+y)
=3z +2)+5Ay+v)
=\ (3z + 5y) + (32" + 5y')
S— N——
=pa(z,y) =pa(z',y")
= Apa(X) + pa(Y)

x
L’application ¢4 est linéaire. On a Imgpy C R et Va € R, le vecteur (g, ()) est
un antécédent de x donc on a ’autre inclusion R C Img, d’ou ’égalité.

On cherche maintenant & déterminer le noyau. Soit X = (z,y) € R?. On

raisonne par équivalence :

X e Ker(ps) < pa(r,y) =0

& 3x+5y=0
& 3x = —by

3

3

& X = 1, ——
(+3)
3

& X e Vect | 1, —%
< X e Vect (5, —3)
= Vect (5, -3).
= <P5(17 1) # _505(17 1)
6. non car g(3,3) # 3pe(1,1) puisque I'image du sinus est [—1, 1].
7. Soit X = (z,y) et Y = (2

Par équivalence, on a montré Ker(¢p,)

5. non car ¢5(—1,—1)

y') deux éléments de RZ et A € R, on a :

prAX +Y) =pr Az +2', 2y +9)
=(—(z+2), \y+v)
=(-Xz—2, Ay +v)
=\ (—z,9) + (=2, 3)
—_
=pr(zy)  =pr(z’y)

= Ap7(X) + ¢7(Y)

I’application o7 est donc linéaire. On a Imp; C R2. De plus, si on prend (z,y) €
R?, alors (z,y) = ¢7(—,y) donc tout élément de R? admet un antécédent par
7 ce qui montre ’autre inclusion et donc ’égalité.

Soit X = (x,y) € R?, alors X € Ker(p7) & ¢7(z,y) = (0,0) &
(0,0) & x =y = 0. Par équivalence, on a montré ker(yp7) = {(0,0)}.

(_:C>y) =

8. L’application est linéaire par linéarité de la dérivation. Toute fonction continue
admet une primitive donc ’application est surjective et son image est donc
I’ensemble des fonctions continues. Le noyau est I’ensemble des fonctions dont
la dérivée est nulle c’est-a-dire I’ensemble des fonctions constantes.

9. Soit = et y deux réels et A un réel. On a

wo(Ax +y) = 2(>\x+y)a)\x+y \/Q(A:v—i—y))
—A(2x,;,x\/§)+(2y, \/_y)
wo()

= Apo(z) + po(y)



1
L’application est linéaire. On a Impg C vect (2, -, \/5) et tout élément de

1
Vectvect (2, -, \/§> s’écrit (Za V2 a) donc admet pour antécédent le réel a.
T

On cherche a déterminer les éléments qui s’envoient sur (0,0,0). Il est clair que
seul le réel 0 s’envoie sur (0,0,0) donc Ker(pg) = {0}.

10. Soit x et y deux réels et A un réel. On a :

w0 Az +y) =In (3()‘“‘4‘9)\5)

—In 3>\xﬂ+yﬂ)
=In (3reV2.39V2

= n (327V2) + 1 (302)

<( v2) >+1n(3yf)
—)\ln( ) 41 (3yf)

—salo(w) —wm( )

= Ap10(2) + @10(y)
donc Iapplication ¢y est linéaire. On a In(3*V2) = 2v/21n(3). Etant donné

Yy
V21n(3)

surjective et I'image est donc égale a R.

On a ¢ip(z) =0 < 2v/2In(3) = 0 < = = 0 donc le noyau est {0}.

un réel y, on a x = un antécédent de y par @19, I’application est donc

Correction 5 Montrons que l'application est linéaire. Soient P, P, deux

polynomes et A € R, alors :

JAP+Py) = (AP1+Py)—X (AP +P2) = A(Pi—XP))+(P,—XPj)
L’application f est bien linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P € R[X], alors

On raisonne par équivalence :

P(X)

=Y oar X" avec n € N.

PeKer(f) e f(P)=0sP=XP &> aX" =) kaX".
k=0 k=1
Par unicité des coefficients, on a :
f(P):O<:>a0:()et Vk=1...n,ar = kag

= Af(P1)+[(Py).

d’ou :
Vk € [0,n],k # 1, ax = 0.

Par équivalence, on a montré : Ker f = vect(X).

Déterminons 'image de f. Soit @ € R[X], alors Q = Zkak avec n € N. On

k=0
raisonne par équivalence :
Qelm(f) < 3IPeRX], f(P)=Q

©3IP=> aXk f(P)=Q.

k=0
On a f(P Zaka Zkaka Z( — k)ar X%, On en déduit que :
k=0
Q eIm(f) < Ja, e R,VEk€[0,n], (1 —k)ay = by
&b =0

Un polynéme de Im f est donc de la forme ag + Z arX*, 'image est donc engen-
k=2
drée par 1, X2, X3, .. ..

Correction 6 Soit P,Q € R,[X]? et A € R alors :

fAP+Q) =(QAP+Q) - XAP+Q) — (AP +Q)(0)
=(AP+Q)— X(AP' + Q') — (AP(0) +Q(0))
=ANP—-XP' —P(0) +(Q - XQ" —Q(0))
= M(P)+ f(Q)

et Papplication est linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P € R, [X]. On raisonne par équivalence :
PeXKer(f) < f(P)=0=P— XP' — P(0).

n
On écrit P = Y ax X", alors P’ =
k=0

= zn: ap X — X zn: kap X1 —ap = zn: apX® — zn: kap X* — ag
k=0 k=1 k=0 k=1

On le réécrit en enlevant le premier terme de la premiére somme:

= ao—i—Zaka Zkaka —ag = Z(l —k)aka

k=1

3 kapX*~!. On a donc :
k=1



Ainsi, on a, par unicité des coefficients :

PEKer(f)@Z(l—k)akaﬁak:0,Vk:2---n<:>P:a1X+a0.
k=1

Par équivalence, on a montré que le noyau est Ker f = R;[X].

Déterminons I'image. On cherche les polynoémes ) possédant un antécédent.
D’aprés le travail déja effectué, on sait que :

n

Jan) ER™, Y (1 - k)ap Xk = Q.

k=1

Q € Im(f) < Iaq,---

. De tels réels existent & la condition que @ n’ait pas de coefficient constant et le
coefficient devant son terme de degré 1 soit nul. Ainsi :

Imf ={Q € R,[X],Q(0) =0 =Q'(0)}.
L’application n’est ni injective, ni surjective, elle n’est pas bijective.

Correction 7 L’application est clairement linéaire par linéarité de l'intégrale.
Déterminons son noyau, soit P = asX? + a; X + ap € Ry[X]. On raisonne par
équivalence :

P e Ker(f) @f —0<:>/ dt-O@/ (axt?® + ayt + ap) dt = 0

—+—=+a =0
3 2y 5 L 0

a a
Le noyau est donc l’ensemble {a2X2 + a1 X + ag € Ry[X], 32 + ?1 +ag = 0}.
Déterminons 'image, soit a € R, alors il est clair que le polynéme constant P = a a
pour image a, par conséquent, tout réel posséde un antécédent par f et 'image est
donc R.

Correction 8 C’est une application linéaire et son noyau est ’ensemble des matri-
ces de trace nulle.

Cherchons & déterminer une famille génératrice de Ker (Tr). Pour cela, on se donne
M € M, (K) et on raisonne par équivalence. On note M = (a;j)1<i j.<n- On peut

aussi écrire
M = E aijEij,
1<e,5<n

ou E;; désigne la matrice de M, (K) avec des zéros partout sauf le coefficient d’indice
(4,4) qui vaut 1.

On a

M e Ker(Tr) < Tr(M)=0

=4 Zaii =0
i=1
n—1
<~ Qpn = _Z (27}

i=1
S M= Z aijEij + apnEnn
1< <n
(i,3)#(n,n)
&S M= a; a;
1<t ]<n ” Z " n"
(i,3)#(n,n)

on a remplacé a,n par son expression

& M= a”LjE’Lj + Z au i1 Zau nn

1<i j<TL

RS
(on coupe la somme pour faire apparaitre les termes diagonaux
n—1

=M= > ajEj;+ Z aii (Eii — Enn)

1<z J<n i=1
& M e Vect ({Ei i # i} U{E; — Enn})

Par équivalence, on a montré que Ker(Tr) est engendré par la famille
(Eij,t # j, By — Enp) . De plus, cette famille est une base car les coefficients qui
apparaissent dans la combinaison linéaire sont uniques (ce sont les coefficients de la
matrice). On peut donc affirmer que la dimension de Ker (Tr) est n? — 1.

En effet, il y a n?2 — n termes dans la premiére somme et n — 1 dans la deuxiéme.

L’image de Tr est un ssev de R. On sait que Im(Tr) # {0} (car, par exemple,
Tr(I,) = n) donc il n’est pas réduit & 0. Comme R est de dimension 1, il y a
nécessairement égalité, cela implique Im(Tr) = R et Im(Tr) est donc de dimension
1.

Correction 9 1l est clair que l'application est linéaire. Soit maintenant @ =
> oo b X P, existe-t-il P =Y"_ap X" tel que P — P’ = Q? Nous allons chercher
& exprimer les coefficients a; de P en fonction des coefficients by, de @. On a :

P—P =37 ap X" ZZ L kap Xkt

=an X"+ C O(Gk — (k+ Dag) XF.
Ainsi,
n = b, et ak—(qul)ak_H:bk,Vk:O...n—l



On aa, =b, et b,_1 = ap—1 — na, donc a,_1 = by_1 + nb,.
apn—o— (n—1)an_1 =by_o et ap_1 —na, = b,_1 donc

Par ailleurs, on a

ap—o2—(Mm—1an_1+n—1Dap_1 —nn—1a, =bp_o— (n—1)b,_1

ou encore, a,—3 = by—o+ (n — 1)by—1 + n(n —1)b,
montre que :

. Par récurrence descendante, on

k

=

=0

(n—k+1)!

an—t = bp_pg+(n—k+1)byp_gr1+...+n(n—1).. Tk)‘

(’I’L k+1 bn k+i
n
On a montré que pour tout polynéme @ = Z br X% il existe un unique polynéme

k=0

n
= Z%X k tel que P — P’ = Q. L’application est donc bijective et sa ré-

k=0
n n
ciproque est l’application qui envoie le polynome Y by X" sur Y apX*, avec
k=0 k=0
ek (k4 4)!
ak = ), (k—') ket~
=0 !

Correction 10 Soient (P1, P2) € R[X]? et A € R. Alors :

QD(AP1—|—P2> :(>\Pl—|—P2)—|—()\P1—|—P2)/
= (AP1 + P) + (AP] + Pj)par linéarité de la dérivation
=\NDP,+P))+ (P, + Pj)
= Ap(P1) + (%)
L’application est bien linéaire.

n
Soit maintenant P = Z b X", existe-t-il Q = Z ap X" tel que Q + Q'
k=0 k=0
n
= Z kakafl
k=0

= i kaka_l

n—1
= Z U+ Dajp XY
§=0
Comme j est une variable muette, on peut écrire :

= P? Siun

tel @ existe, on a :

n—1

Q'(X) +Q(X)

(k+ 1)a;€+1Xk + Z aka
0 k=0

Z ar + (k + Dagg 1) X*
k=0

>
Il

L’égalité Q' + Q = P est équivalente, en identifiant les coefficients, a a,, = b, et
Vk € [[O,n — 1]]ak + (k + 1)ak+1 = b;.

Le polynéme P admet donc un antécédent par  si le systéme suivant, d’inconnues

(ag, - - -,ay), admet une solution :
ap +ay = bo
a1 +2ao = by
p—1 +na, = by
an = bn

Le systéme est échelonné et ses pivots sont non nuls, il admet donc une unique
solution. Cela montre que P admet un unique antécédent @ donc 'application ¢ est
bijective.

Correction 11 Injectivité : Les éléments du noyau sont les fonctions f telles que
f+ f =0. On a, par exemple, x — e~ donc le noyau n’est pas réduit a O et
I’application n’est pas injective.
Surjectivité: Soit g € E, existe-t-il f € E telle que f + f' = g? Un antécédent de
g est une solution de ’équation différentielle 3y’ + y = ¢g. On la résout en utilisant
la méthode de la variation de la constante. On cherche donc une solution sous la
forme x — A(z)e”*. En injectant dans I’équation, on doit avoir X (x)e™® = g(x)
c’est-a-dire X' (z) = e"g(x).

La fonction z — e®g(x) est continue, elle admet donc une primitive h. La fonction
x +— h(z)e™" est alors une solution de I’équation différentielle donc un antécédent
de g par . L’application est bien surjective.

Correction 12 On écrit :
(ide+ f+ f2+...+ ") (idg — f) =idg — ™

Comme f" = 0(g), l'application h = idg + f + f* + ...+ f*~! vérifie ho g = idp.
11 est clair qu’on a également g o h = idg donc g est bijective et son inverse est h.

Correction 13 1. Ona fo
inverse et —f).

(—f) = idg, [ est donc un automorphisme (et son

2. On suppose qu’il existe (A, 1) € R? tel que Aa + puf(a) = 0g. En appliquant f
qui est linéaire, on obtient Af(a) — pa = 0g. On a donc

“uf(a) = —pAf(a) = —ia.

On a donc (A2 + p?)a = 0p. Comme a # Op, on a A% +
et la famille est bien libre.

Aa =

p?=0donc A =pu=0



3. 1l suffit de montrer qu’une base de G, est stable par f, on aura alors la stabilité
de G, par linéarité de f.

D’aprés la question précédente, (a, f(a)) est libre, c’est donc une base de G,.

e fla)e@G
o [(fl@)=—acG,

donc Vz € {a, f(a)}, f(x) € G,. On en déduit que G, est stable par f.

4. Soit F' un ssev contenant a et stable par f. On a donc f(a) € F donc la famille
(a, f(a)) appartient & F. On en déduit, comme c’est un ssev, qu’il contient G,.
y,x) = (-2, —y) =

5. On prend f : (z,y) = (—y,z). On a alors f?(z,y) = f(—

—(z,y) donc f? = —idpe.

Correction 14 1. Soit (un)nen et (vn)nen deux suites complexes et A € C. Alors

((/\un + vn)nEN)
(/\ Uny1 + Vng1) — (Aun + Un))neN
( Un+1 — un) + (Un+1 - Un))neN
(un-i-l un)nEN + (Un-l-l - vn)nEN
©((un)nen) + @((vn)nen)

¥ ()‘(un)nEN + (vn)nEN)

| I
>/ >//\/\

On a donc bien ¢ linéaire.

2. Soit (un)nen € CN. On raisonne par équivalence

(un)nen € kerp < O((Un)nen) = (0)nen
< (Un+1 — Un)neN = (0)nen
S VneNup —u, =0
S VneN uy1 = uy

On en déduit que ker(yp) = { suites constantes}.

3. Soit (vn)nen, on cherche (un)nen telle (upy1 — Un),cy = (Un)nen-

n—1

On pose ug = 0 et u, = ka. Alors o((un)nen) = (Upt1 —
k=0
n = 0, on obtient u; — ug = u; = vg et pour n > 1, upyr1 — Uy = vy, on a donc

bien trouvé un antécédent de (v,)nen par ¢, lapphcatlon est bien surjective.
L’application n’est pas un automorphisme puisqu’elle n’est pas injective (noyau
non réduit au vecteur nul).

Un), ey Pour

Correction 15

(=10n suppose Im(f) = Im(f?). Montrons E = Ker(f) +Im(f). Il est clair que
Ker(f) + Im(f) C E, montrons 'autre inclusion. Soit = € E, alors f(z) € Im(f).
Comme Im(f) = Im(f?), il existe a € E tel que f(z) = f2(a) ce que I'on peut
réécrire f (x — f(a)) =0g. On a x — f(a) € Ker(f) donc :

z=x— f(a)+ fla) .
—_— =~

eKer(f) elmgy)

On a bien =z € Ker(f) 4+ Im(f) ce qui montre I'inclusion souhaitée et, par suite,
I’égalité :
E =Ker(f) + Im(f).

(=)0n suppose E = Ker(f) +Im(f). Montrons que Im(f) = Im(f?). On sait déja
que Im(f?) C Im(f) d’aprés l'exercice 25. Montrons linclusion réciproque. Soit
donc y € Im(f), montrons que y € Im(f?). On sait qu'il existe x € E tel que
y = f(z). Or, E = Ker(f) + Im(f) donc il existe (a,b) € Ker(f) x Im(f) tel que
x = a+b. Comme b € Im(f), il existe ¢ € E tel que b = f(c), donc z = a + f(c).
On a alors : y = f(a)+ f2(c) = f%(c) car a € Ker(f) donc y € Im(f?). On a montré
I’inclusion souhaitée et donc ’égalité :

Im(f) = Im(f?).

On montre de méme, ’autre équivalence par double implication.

(=)On suppose que Ker(f) NIm(f) = {0g}, montrons que Ker(f) = Ker(fo f). On
sait déja que Ker(f) C Ker(f o f), montrons 'autre inclusion. Soit = € Ker(f o f),
alors f o f(z) = 0 donc f(z) € Ker(f). Or, f(z) € Im(f) donc f(z) € Ker(f) N
Im(f). On a supposé Ker(f) et Im(f) en somme directe, on a donc f(z) = Og,
c’est-a-dire x € Ker(f). Ainsi, on a Uinclusion Ker(f o f) C Ker(f).

(=10n suppose Ker(f) = Ker(f o f), montrons que Ker(f) NIm(f) = {Og}. Soit
z € Ker(f) NIm(f), on sait que f(z) = O et il existe ¢ € E tel que x = f(c).
On a donc fo f(c) = 0g c’est-a-dire ¢ € Ker(f o f). Or Ker(f o f) = Ker(f) donc
¢ € Ker(f) soit f(¢) =0g. On a montré x = 0 donc la somme est directe.

Correction 16 Soit y € Im(f), montrons que g(y) € Im(f). On sait qu’il existe
x € E tel que y = f(x) donc g(y) = go f(z) = fog(x). On a g(x) € E donc
f(g(x)) € Im(f) et on a montré que g(y) était un élément de Im(f).
Soit = € Ker(f), montrons que g(z) € Ker(f). On calcule :
foglx) =gof(x)car fog=gof
=g (0g) car z € Ker(f)
= Ogp car g est linéaire



On a bien g(z) € Ker(f) donc Ker(f) est stable par g.

Correction 17 1. On a Ker(u) NKer(v) C Ker(u + v). En effet, si x € Ker(u) N
Ker(v), alors u(z) = v(z) = 0, on a donc

(u+v)(x) =u(z)+v(r) =0 + 0 = 0g.

En effet, si y € Im(u + v), alors il existe
On a u(z) € Im(u) et v(z) € Im(v) donc

2. On a Im(u + v) C Im(u) + Im(v).
x € E tel que u(z) +v(z) = y.
y € Im(u) 4+ Im(v).

Correction 18 Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X] par anal-

yse/synthése.

Analyse :Soit P € R[X], on suppose qu'il existe (Q, R) € F X G tel que P = Q + R.

On sait quil existe (A, 1) € R?, R=A(X?+ X) + u(X? +1). On a, de plus,

P(0) = Q(0) + p = p car Q(0) = 0,

et
P(1)=Q(1)+2XA+2u =2 +2u car Q(1) = 1.
On en déduit que p = P(0) et A = @ — P(0).
P(1)

Synthése :Soit P € R[X]. On pose \ = — - P(0), p = P(0), R=XX?+X) +
u(X3+1) et Q=P — R. Montrons que :

* Qer,
e Re(Get
e Q+R=P.
Les deux derniers points sont clairs. On écrit :
Q(0)=P(0) —p=0et Q1) = P(1) = 2A — 21 = 0,
ce qui montre que () € F. Par analyse/synthése, on a montré que tout polynéme P
s’écrit comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G. De plus, d’aprés

la phase d’analyse, I’écriture est unique ce qui montre I'inclusion R[X] C F &G d’ou
I’égalité.

Pour déterminer le projeté de P = X® — X?+1, on calcule P(0) =1 et P(1) = 1.
D’aprés la phase d’analyse, on peut donc écrire :

P =P-— (M(}(2 +X) + P0)(X? + 1))

er

eG

Le projeté de P sur F parallélement & G est donc :
1 1 1
XP X3 4+1- <—§(X2+X)+(X3+1)> = X5 —2X3+§X2+5X.

Correction 19 1. On calcule ror:

ror =(p+q—qop)o(p+qg—qop)
=po(p+q—qop)+qo(p+q—qop)—qopo(p+q—qop)

Or on a

e po(p+q—qop) =p+0ge) —Oge) carpop=pet pog=_0re).
* qgo(p+qg—qop)=qop+qg—qop=gqcar ¢’ =g
e gopo(ptqg—qop)=qgop+0re) —0r)
On a donc
ror=pt+q—qop=r,
donc r est bien un projecteur.

2. On a Ker(p) NKer(q) C Ker(r). Si x € Ker(r), alors p(z) = ¢(x — p(x)), on a
p?(x) = pog(z — p(x)) = 0g donc p*(x) = p(z) = O puis = € Ker(p). On a
donc r(z) = 0g = ¢(x) donc x € Ker(q).

Soit = € Im(p) NIm(q) alors ¢(z) = x donc O = pog(z) = p(x). Or p(z) ==
puisque z € Im(p). On a donc z = Og et la somme est directe. On a Im(r) C
Im(p) ® Im(q) car pour tout x € E,

r(z) = p(x) + q(x — p(x)) € Im(p) ® Im(q)

Soit maintenant x € Im(p) ® Im(q). Alors z = p(a) + q(b).

On calcule r(x):

r(z) = p(p(a) +q(b)) + q(p(a) + q(b)) — q o p(p(a) + q(b))

*(a) +poq(d) +qopla)+ ¢*(b) — gop*(a) —gopoq(b)
(a) +0g +qop(a) +q(b) —gop(a) + 0r
(a) + q(b)



On a r(z) = z donc « € Im(r) ce qui montre l'inclusion réciproque.

Correction 20 On note @; 'application linéaire de la question i.
1. Elle n’est pas linéaire car p1(—1,1) + —¢1(1,1) # 0 = ¢1(0,2).

2. L’application est linéaire par linéarité de I'intégrale. L’image est {z — Ae™% A €
R}. En effet, on a clairement

Im(p1a) C {z— Ae ", N €R}

1
car / f(t)dt est un réel. Pour 'inclusion réciproque, on se donne une fonction
0

de la forme z — e~ *\. Alors, 'application constante égale a A est un antécédent
de la fonction par ¢12 donc cette fonction appartient bien a I’image ce qui montre
Iinclusion réciproque et donc I’égalité.

Pour déterminer le noyau, on se donne f € C(R) et on raisonne par équivalence.

f eKer(piz) < ¢12(f) =0 ( la fonction nulle)

1
(:)VxER,e_m/ fit)ydt=0
0

1
& / f(t)dt = 0 car P'exponentielle ne s’annule pas
0

ainsi le noyau est ’ensemble {f € C(R), fol f(t)dt = 0}.

3. Elle n’est pas linéaire car ¢3(1,0) + ¢3(0,1) = (1,0) + (0,1) # ¢3(1,1) =
()

4. non elle n’est pas linéaire car si on note f; : t — 1 —t et fo : ¢t — ¢, on a

e16(f1) = 1 = @16(f2) mais p14(fi + f2) = 1 # p16(f1) + v16(f2)-

5. Le plus simple est de résoudre le systéme. On trouve que l'unique so-

-2
lution est (xl_—;y’ y 1 x) L’application associe donc a (x,y) le couple
-2
(xlgy, Y 1 :z:)’ elle est linéaire.

Le systéme étant inversible, 'application est bijective (sa bijection réciproque
vaut (u,v) — (3u — v,6u + 2v). On en déduit que 'unique antécédent de (0, 0)
est (0,0) donc oui, ker 17 = {(0,0)} et, comme elle est surjective, Imy;5 = R2.

6. non elle n’est pas linéaire car si on prend la fonction constante f = 1, on a

we(—f) =In(2) = pe(f) donc pe(—f) # —p19(f).

7. La linéarité se montre facilement, le noyau est I’ensemble des fonctions telles que
(/2 + fol f(t)dt =0, 'image est R car tout réel A\ admet pour antécédent la
fonction constante égale a A.

Correction 21 On commence par regarder la linéarité. Soit f,h deux fonctions
continues et A € R, alors o(Af + h) est définie par

vz € R, p(Af + h)(z) = /Omt (F(t) + (b)) dt = )\/Oztf(t) at + /Oztg(t) dt.

Ainsi, pour tout z € R, o(Af + h)(x) = Ap(f)(z) + ¢(h)(z) donc o(Af + h) =
Ao(f) + ¢(h). On en déduit que ¢ est linéaire.

Par ailleurs, la fonction ¢(f) est dérivable, elle est donc continue sur R donc ¢ est
bien un endomorphisme de E.

Pour savoir s’il est injectif, on regarde son noyau. Soit f € E telle que ¢(f) = 0.
Alors

v € R,/ LF(E) dE = 0,
0
Notons F' une primitive de ¢ — ¢f(¢). On a donc
Vz e R, F(z) — F(0) =0,

donc F' est constante. Comme elle est dérivable, on en déduit que pour tout z € R,
F'(x) = 0 donc zf(x) = 0. On obtient Y € R*, f(z) = 0 et comme f est continue,
elle est nulle sur tout R. On a montré que le noyau de ¢ est réduit & la fonction
nulle donc ¢ est injective.

Elle ne peut pas étre surjective car 'image de ¢ est inclus dans ’ensemble des
fonctions dérivables (et pas seulement continues). Si on suppose, par exemple, que
la valeur absolue admet un antécédent f par ¢, on a

Y ER,/ tf(t)de = |z|.
0

0.f(0)0. Pourtant, m n’admet pas de limite en
X

~+
~
=
jol
~+
|
5
~
~
S
~—
I

Correction 22 1. On doit montrer que ¢, est linéaire. On se donne donc deux
polynomes P et @ de R[X] et un scalaire A € R. On veut montrer que

0a(AP + Q) = Apa(P) + ¢a(Q).



On a: Synthése :Soit P € R[X]. On a alors :

YaAP+Q) =(X?2-1)(A\P+Q) (X) —aX(\P +Q) P=P(1)X+ (P-XP(1))
= (X2 =1 (AP + Q) (X) - aX(A\P+Q) 5 rem o
—MX2— 1P+ (X%~ 1)Q — XaXP —aXQ €G  eFcar P()-1PQ)
=A ((X2 —1)P' — aXP) + ((X2 -1)Q" GXQ) On a montré que tout élément P de R[X] s’écrit comme la somme d’un élément
—on(P) (@) de F' et d’un élément de G. De plus, I'unicité de Iécriture a été montrée dans
= A (P) + ©0a(Q) la phase d’analyse. On a donc l'inclusion R[X]| C F & G d’ou I'égalite.

Les deux espaces sont donc bien supplémentaires.
L’application ¢, est bien linéaire, c’est un endomorphisme de R[X].
n 2. On cherche a écrire X% — 3X + 1 comme la somme P(X) + AX avec P(1) = 0.
Pour déterminer le degré de ¢,(P) en fonction de P, on écrit P = Zaka, D’apres la phase d’analyse, on a A = P(1) = —1. On en déduit que:

k=0
avec a, # 0 (et donc deg(P) = n). PX)=(X?-3X+1)+X=X"-2X+1.

On a P'(X) = Z karX*~1. On remarque que le terme de plus haut degré de On peut alors conclure:

k=1 2 _ 2
©0q(P) sera égal & na, X" — aa, X"*!. Si a # n, on a alors (n — a)a, # 0 FRXT=3X+3) = X7 = 2X + 1.
et deg(pq(P)) = deg(P) + 1. Si a = n, on peut simplement dire que @, (P) <
deg(P) mais on ne peut donner précisément son degré. En effet, le terme en X™
vaudra (n—1—a)a,—1 X™ et on ne sait pas si a,_1 est nul ou non (contrairement
A a, que l'on sait étre non nul car c’est le terme dominant de P).

Ona,Vi>1, X' —1leFdou f(X'—1)=X'—1.

Correction 24 1. Injectivité : Soit z € FE tel que f(z) = 0. Alors p(x) = —=.
On applique p a 1’égalité. On obtient, par linéarité de p, p?(z) = —p(z). Or, p
est un projecteur donc p?(z) = p(x). On en déduit que p(z) = Og et, comme,
par hypotheése, p(x) = —z, alors © = Og. Ainsi, f est injective.

Surjectivité : On va raisonner par analyse/synthése.
Analyse :Soit y € E. On suppose qu'il existe x € E tel que p(z) + z =y. On a
alors p?(z) + p(x) = p(y) ’est-a-dire, comme on sait que p> = p, 2p(z) = p(y)

2. On suppose a ¢ N, on a donc, pour tout polynome P # 0,
0a(P) = deg(P) +1 > 1. Ainsi, seul le polynome nul s’envoie sur 0, le
noyau de ¢, est donc réduit a {0} ce qui montre que ¢, est injectif.

Pour autant, ¢, n’est pas bijectif car un polynéme constant non nul n’admet 1 ] p(y)
pas d’antécédent par ¢,. En effet, VP #, on a deg(pq(P)) > 1 donc deg(pq(P)) ou encore p(z) = ip(y) Or, on sait que z =y — p(z) donc z =y — 5
n’est jamais nul. . i p(y)
ynthése :Soit y € F. On pose x =y — —==. On a alors :
Synth Soit E. O 5 O 1
Si on anticipe sur les applications en dimension finie, cette situation (endomor- fl@) =pla)+a
phisme injectif mais non bijectif) ne peut se produire qu’en dimension infinie. =ply— ]% Loy — ]@
2
Correction 23 1. Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X]. Soit = p(y) — Pr(y) Ty P(y)
P e R[X]. 2
Analyse :Soit P € R[X]. On suppose qu’il existe Q € F et AX € G tels que =p(y) — ]@ +y— ]@

P=@Q+ XX. On a alors : =y
et = est un antécédent de y par f. Pour tout y € E, on a bien un antécédent

P1) =A+Q1) de y par f donc f est surjective.

= Acar Q(1) =0
2. Les applications p et idgy commutent donc on peut appliquer la formule du
On a donc A = P(1). binéme de Newton :




k=0
n
=2 (r"
k=0
n
=idg+ Y (5)p*
k=1
n
=idp + Z (Z)) pear p* = p pour tout k > 1
k=1

=2" —1. On a donc :

On sait, de plus, que Z (i) (Z

k=1 k=0
f"n.

1. Supposons tout d’abord que poq = gop = 0z, alors :

idp+ 2" —1)p
Correction 25
=pop+pog+qoptqog=p’+¢*=p+q

(p+q)o(p+q)

et l’application p 4 ¢ est bien un projecteur.
Réciproquement, supposons que p + ¢ soit un projecteur, on sait alors que (p +
q)o (p+q) = p+ q, ce qui implique, d’aprés le calcul précédent,
poqgt+qgop=_0rc¢):
En composant & droite par p cette égalité, on obtient :
pogop+qop’ =pogop+qop=0,e¢),
car p est un projecteur. De méme, en composant & gauche par p, on obtient :
p20q+poqop:poq+poqop:05(5).
Cela implique pog=gopor pog+qop = 0g), on obtient donc :
pog=gqop=_0rz¢):.

2. Soit x € ImpNImg, alors il existe a,b € E tels que g(a) = p(b) = x. Composons

par p, on obtient, d’aprés la question précédente :

p(z)

(b) donc z = Og et Vintersection est réduite & zéro.

=pog(a) =0g.

Or p(z) = p*(b) = p

3. On veut montrer que Im(p + ¢) = Imp ® Imgq et Ker(p 4+ ¢) = Kerp N Kerg.
On a Im(p + ¢) C Imp + Img pour toutes applications, il suffit donc de montrer
Iinclusion inverse. On se donne un élément z de Imp & Img, il s’écrit x =
p(a) + q(b) avec a,b€ E. On a :

p(z) = p*(a) +poqa) = p(a) car pog = O(p)

et

q(z) = ¢*(b) + g o p(a) = q(b) car gop = O(p)

donc = = p(z) 4+ ¢(x) = (p + q)(z) et Vinclusion réciproque est montrée.

Pour le noyau, on a I'inclusion Kerp N Kerq C Ker(p 4 ¢). Montrons l'inclusion
réciproque. Soit = € Ker(p + ¢), alors :

= p*(z)

= p(—q(z))car p(x) =
= —pogq(x)

= Opcar poq = 0p)

p(z)
—q(x)

donc z € Kerp. De méme, gop(z) = 0p = —¢*(z) = —q(z) donc = € Kerg.
Au final, on a montré x € Kerp N Kerg ce qui montre I'inclusion réciproque.

Correction 26 On raisonne par double implication.

(=]On suppose f o g un automorphisme, on a f surjective et g injective d’aprés le
cours sur les fonctions. Je vous le refais dans ’hypothése improbable ou vous auriez
oublié: Soit y € E, comme f o g est un automorphisme, y admet un antécédent
(unique) par f o g donc il existe x € E tel que fog(z) =y. On a alors y = f (g(z))
avec g(x) € F donc y admet un antécédent par f et f est surjective.

Montrons que g est injective. Soit x € Ker(g), alors g(z) = Og donc f o g(z) =
f(0g) = 0g. Or f og est bijective donc injective. On en déduit que = = Op ce qui
achéve de montrer que g est injective.

Pour la somme, on raisonne par analyse synthése:

Analyse :Soit x € E, on suppose qu'’il existe (a,b) € Ker(f) xIm(g), alors f(a) = 0g
et il existe c € E'tel que b = g(c). Ona f(z) = f(b) = fog(c), d’ou x—g(c) € Ker(f)
par linéarité de f et on remarque que ¢ est 'unique antécédent de f(z) par fog.
Synthése :Soit « € F, on pose ¢ I'unique antécédent de f(z) par fog, b = g(c) et
a =z — b. On doit montrer que

e a € Ker(f)
e belm(g)

e a+b=u.
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les deux derniers points sont clairs, on calcule f(a) = f(xz —b) = f(x) — f(b)
f(z) = f og(e) = 0 donc le premier point est vrai.

On a montré, que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de
Ker(f) et d’un élément de Im(g). De plus, d’apreés la phase d’analyse, cette écriture
est unique donc ker(f) et Im(g) sont supplémentaires dans E.

(<= Réciproquement, si £ = Ker(f) © Im(g), f surjective et g injective, montrons
que f o g est un automorphisme.

Soit 2 € Ker(f o g), alors f o g(z) = 0 donc g(z) € Ker(f) NIm(g) = {Og}, puis
g injective donc x = O0g. On a donc f o g injective.

Soit y € F, alors comme f est surjective, y = f(a). Or a € E donc a = b+ ¢ avec
¢ € Im(g), on a donc ¢ = g(d) puis y = fog(d) donc y admet un antécédent dans E.

On a bien f o g un automorphisme.

Correction 27 Montrons tout d’abord que f o g = idg implique f surjective et g
injective. Soit x € E, alors x = fog(z) = f(g(x)) donc g(x) est un antécédent de x
par f ce qui montre que f est surjective.

Soit € Ker(g), alors g(z) = 0g d’ou fog(z) = f(0g) = Og par linéarité de f. Or
fog(xz)=x donc z =0 et g est injective.

Montrons maintenant que Im(g o f) = Im(g) et Ker(g o f) = Ker(f) par double
inclusion.

On sait que Im(g o f) C Im(g) et Ker(f) C Ker(go f) d’aprés le cours. Montrons
les inclusions réciproques.

Soit y € Im(g), alors il existe a € E tel que g(a) = y. Or f est surjective donc il
existe x € E tel que f(x) = a. On a alors y = go f(z) donc y € Im(go f) et on a
montré U'inclusion Im(g) C Im(g o f) d’ou égalité :

Im(g) = Im(go f).

Soit € Ker(go f). Alors go f(z) = 0g donc f(x) € Ker(g). Comme g est
injective, on a Ker(g) = {0g} et f(x) = 0g. Ceci montre que z € Ker(f) donc on a
linclusion Ker(g o f) C Ker(f) et, par suite,

Ker(go f) = Ker(f).

Correction 28 On raisonne par analyse synthése:

Analyse :Soit = € E, on suppose qu’il existe (a,b) € Ker(u—idg) x Ker(u?+Idg) tel
que z = a+b. On a (u—idg)(a) = u(a) —a donc u(a) = a puisque a € Ker(u—Idg).
On a aussi (u? + idg)(b) = u?(b) + b donc u?(b) = —b puisque b € Ker(u? + Idg).
On a

u?(x) u?(a) + u?(b) par linéarité de u>
u(a) — b car u(a) = a

a — btoujours car u(a) = a
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1
Synthése :Soit € E, on pose a = E(x +u?(x)) et b =

(z —u?(x)).

N =

1
Ainsi, on a a = 5(:1: +u?(x)) et b=

(z —v?*(z)). On doit

N —

montrer que
eat+tb==z
e a € Ker(u— Idg)
o b e Ker(u?+ Idg).

Le premier point est clair.
Calculons u(a):

On a bien a € Ker(u — Idg).
On veut montrer que u?(b)

—b, on calcule u(b) puis u?(b):

puis

| DN N N |
S~~~

On a bien b € Ker(u? + Idg). On a montré que tout élément de E s’écrit comme
la somme d’un élément de Ker(u — Idg) et d’un élément de Ker(u? + Idg). De
plus, d’aprés la phase d’analyse, cette écriture est unique, les deux espaces sont donc
supplémentaires dans E.

On peut aussi aller plus rapidement en remarquant que (v — Idg) o (u? + Idg) =
Oz(r) et (u? + Idg) o (u—Idg) = O0z(p). On a donc Im(u — Idg) C Ker(u? + Idg)
et Im(u? + Idg) C Ker(u — Idg).



On écrit ensuite, pour tout = € E, u®(z) — u*(z) + u(z) — z = 0 donc
22 = (u3(z) + u(x) — 2u(2)) + (z + v?(x)).

On a z +u?(z) € Im(u? + Idg) donc x + u?(z) € Ker(u — Idg).
On a aussi

ud(2)—2u? (2)+u(r) = v (z)—u?(z)—(u*(r)—u(r)) = (u—Idg)(u*(z)—u(z)) € Im(u+Idg) C Ker(u’+Idg).

On montre ensuite que la somme est directe en prenant un élément de l'intersection.
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