Correction du TD n 16

Correction 1 On remarque que la suite nulle vérifie la relation donc elle appartient
a F ce qui montre que F' est non vide. Soient (uy,)nen €t (v, )neny deux éléments de
F et A € R. Montrons que (Auy, + vy )nen appartient & F. On a :

3(Aup + vn) + 2n(Aup—1 + V1) = A (Bup + 2nup—1) + (v, +2nv,-1)

=up41Car (un)ngNEF =vp41Car (Un)ngNEF

ainsi, on a

Correction 2 On remarque que la fonction nulle vérifie f(0) = f/(1) = 0 donc elle
appartient & F' ce qui montre que F' est non vide. Soient maintenant f et g deux
éléments de F' et A € R. Montrons que Af 4 g est un élément de F'. On a :

(Af +9)(0) = Af(0) +g(0)
= Ocar f(0)=¢(0)=0
et
Af+9)(1) =Ar(1)+4(1)

=0car f'(1)=¢'(1)=0

On a donc bien Af + g € F, ce qui montre que F' est un sous-espace vectoriel.

o

Correction 3 On a ANB C Aet A C vect(A) donc An B C Vect(4).
De méme, AN B C B et B C vect(B) donc AN B C Vect(B). On a alors
AN B C vect(A) Nvect(B). Comme vect(A) N vect(B) est un espace vectoriel qui
contient AN B, on a vect(AN B) C vect(A) N vect(B).

Montrons qu’il n’y a, en général, pas égalité. Soient A = {X}, B = {2X}, alors
ANB = ) donc vect(AN B) = {0} mais vect(A) = vect(B) = vect(X) ce qui montre
que l'inclusion est stricte.

Correction 4 Soit P € F+G + H, alors P =a+ A+ A1+ X) avec (a,\) € R?
et A € G. Montrons que (a, A, \) est unique. On a A + a = P(0) et A = P’(0) donc
a = P(0) — P'(0) puis A = P — P(0) — P'(0)X ce qui montre I'unicité de I’écriture.
La somme est bien directe.

Correction 5 Montrons, par analyse/synthése, que toute fonction continue s’écrit
comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

Analyse :Soit h € C}(R). On suppose qu'il existe (f,g) € F x G tel que h = f + g.
On sait qu’il existe (a,b) € R?, Vo € R, g(x) = ax +b. On a donc :

Vo € R h(x) = f(z) + ax +b.

Cela implique, d’une part, h(0) = b et, d’autre part, par linéarité de U'intégrale :

1 1 1
/Oh(t)dtz /O F(t)dt +/O (at +b) dt.
——

=0 car fer

1
g+bc1’oua=2</ h(t)dt>
2 0

1

Synthése :Soit h € C*(R). Posons b = h(0), a = 2 (/ h(t) dt) —2h(0), g : x — ax+b
0
et f = h — g. Montrons que :
e fEF,

1
On a donc / h(t)dt — 2h(0).
0

e geGet
e h=[f+gy.

Les deux derniers points sont clairs, montrons le premier:

1

1 1 1 1
f(t)dtz/o h(t)—g(t)dtz/o h(t)dt—/o (at+b)dt:/0 h(t)dt—g—b.

1

Par définition de a et b, on a bien [ f(¢)dt =0 donc f € F. Par analyse/synthése,

0

on a montré que toute fonction continue f s’écrit comme la somme d’un élément de
F et d’'un élément de G. De plus, d’apreés la phase d’analyse, on a montré que cette
écriture est unique ce qui montre l'inclusion C}(R) C F & G d’ou l'égalité.

Correction 6 Soit P un élément de intersection. Alors P = A\(X?3 +2) et P'(1)
0. On a P'(1) = 3X donc A =0 et P = 0. L’inclusion {0} C F' étant toujours vraie,
la somme est bien directe.

Correction 7 1. On se donne une fonction h quelconque de C'(R). Que faut-
il lui soustraire pour qu’elle appartienne a F? 1l est clair que  — h(z) —
(h(0) + A'(0)) appartient & F'. Si on pose G l'ensemble des fonctions constantes,
on vient de montrer que tout élément h de C!(R) s’écrit :

h=h— ((h(0) + 1'(0)) + (R(0) + 1'(0)),

eG

er



ce qui montre I’égalité C'(R) = F + G. Comme il est clair que F et G sont en
somme directe (ils n’ont que la fonction nulle en commun et autre inclusion
étant toujours vraie, on a bien F NG = {0}), G est bien un supplémentaire de
F dans C}(R).

2. On peut prendre H = Vect(z +» 22 + 1). Notons ¢ : z ++ x2. Soit une fonction
h quelconque de C!(R), alors

h = h— ((h(0) + k' (0)) + (h(0) + h'(0)),

cer eG

donc

h = h = ((h(0) + 1'(0)) — ((h(0) + h'(0)) ¢+ (h(0) + h'(0)) (1 + ¢),

er

€eH

car h — ((h(0) + A'(0)) — ((h(0) + A'(0)) c est un élément de F en tant que CL
d’éléments de F'. Par ailleurs, la somme est directe car si une fonction est de la
forme A(c+1) et qu’elle appartient & F', alors A = 0 donc c’est la fonction nulle.

Correction 8 Notons F' l’ensemble des suites (u,)nen telles que uzg = 0. Soit
(un)nen une suite quelconque, alors :

- u3)nEN +(u3)n€N'

er

(un)nEN = (un

On a montré que toute suite s’écrit comme la somme d’un élément de F et un
élément de ’ensemble GG des suites constantes. Il est clair que I’ensemble des suites
constantes est en somme directe avec F (ils n’ont que la suite nulle en commun
et Vautre inclusion étant toujours vraie, on a bien FF N G = {0}) donc c’est un
supplémentaire de F' dans I’ensemble des suites.

Correction 9 On remarque tout d’abord que A € F' ce qui montre que F' est non
vide. Soient maintenant (Pj, P;) € F et A € R. Alors A divise P; donc AP; et A
divise P,. On en déduit que A divise APy + P> donc APy + P, € F ce qui montre
que F' est stable par combinaison linéaire. On en déduit que F' est un sous-espace
vectoriel de R[X].

Soit maintenant P € R[X] alors, il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? avec
deg(R) < 2 tel que :
P =AQ +R.

Le polynome AQ est un élément de F, on donc montré qu'un polynéme P de R[X]
g’écrit, de maniére unique, comme la somme d’un élément de F et d’'un élément de
R5[X]. On en déduit que Ry[X] est un supplémentaire de F' dans R[X].

Correction 10 Soient oy, g, (g, g quatre réels tels que o f14ao fot+as fstayfy =
0. On a donc :

Ve € R, ajcosz + asxrcost + agsinz + agzrsinz = 0.

Pour z = 0, on obtient a; = 0. On pose ensuite x = 7, ce qui donne way = 0

T 3 T
donc ap, = 0. On évalue ensuite en x = 3 et x = - on obtient ag + 50(4 =0et

3
—03 — 5 = 0 ce qui implique ag = a4y = 0 et la famille est par conséquent libre.

Correction 11 Soient A, u, v trois réels tels que la suite (A + pun? + v2"),en soit
nulle et montrons que A =y =v = 0. Pour tout n € N, on a :

A+ un® + 12" =0
On a donc, pour n = 0,1 et 2,

A+v=0 A
A4 pu+2v=0 << u
A4dp+4v =0 A

—V

A
0

d’ott A = = v = 0 et la famille est bien libre.

Correction 12 Soient «, 3,7 trois réels tels que a(z+y) + By +2) +v(z +z) = 0,
on a alors :
(@a+)z+(a+B)y+(B+7)z=0

et comme la famille (x,y, z) est libre, on a o+~ =« + = 5+~ = 0 ce qui impose
o = ﬂ = ")/ = O_

1. Soit (a,b,c) € R®. On raisonne par équivalence :
o

Par équivalence, on a montré: F; = Vect(—5,1,3) donc F) est un sous-espace
vectoriel de R? et le vecteur (—5,1,3) engendre une famille génératrice de Fy.

Correction 13

3b—c =0
3a+5¢ = 0

a+2b+c = 0
2a+b+3c = 0

(a,b,c) e Il < {
& (a,b,c) = g(—5,1,3).

2. Soit (a,b,c,d) € R%. On raisonne par équivalence :

(a,byc,d) € Fy < a+3b—c=d

& (a,b,c,d) = a(1,0,0,1) + b(0,1,0,3) + ¢(0,0, 1, —1).

Par équivalence, on a montré F» = Vect (1,0,0,1),(0,1,0,3),(0,0,1,—1)) donc
F, est un sous-espace vectoriel de R* et une famille génératrice de F, est
((17 07 07 1)7 (Oa 17 07 3)5 (07 07 17 _1))



3. Soit f € C%(R), aors
f € F3 < 3a,B) € R?, f = asin +f cos,

donc F3 = Vect(sin, cos), c’est un ev et (sin, cos) est une famille génératrice de
F.

Correction 14 On sait que pour tout = € F, il existe A, réel tel que f(z) = A\, x.
Montrons que A, ne dépend pas de xz. Soient x € F non nul et o un réel, alors
flaz) = Ayzax et comme f est linéaire, f(ax) = af(x) = al;z donc, comme
x # 0p, Ay = Aag; autrement dit, A\, = X, Vy € vect(x).

Soit maintenant y ¢ vect(z), alors la famille (z,y) est libre. On a :

f@+y)=dery(z+y) = flz) + f(y) = Az + Ayy
d’ott :
Aoty = Ax)z + Aoty — Ay)y =0

et la famille étant libre, on a Ay — Ay1y = 0 = Ay — A\z4, ce qui montre que, pour
tout y ¢ vect(x), Ay = Ay. On a montré, par disjonction de cas, que :

Yy e E, Az = Ay

donc A\, ne dépend pas de z et f est donc bien une homothétie.

n—1
An1) tel que Y Aifi(zo) =
i=0
S~ a Dégalité, on obtient Ao f"~!(zg) = Op car pour tout k > n, f* = 0,g) donc
fF(z0) = 0. On a supposé ™~ 1(xq) # 0, on a donc \g = 0.
n—1
L’égalité devient Z Xift(wg) = 0g. On applique maintenant f"~2 & I’égalité et
i=1
on obtient A\; f* !(zg) = O donc \; = 0. En itérant le procédé, on montre que tous
les coefficients sont nuls donc la famille est libre.

(X —1)X 1

Correction 15 Soit (Mg, Aq,. .. Og. On applique

Correction 16 1. On a L;(X) = 5 = §(X2 - X), Ly(X) =
—(le)x = %(X2+X) et L3(X) = E-DHX+1) 12(1X+1) =1-X2

2. Pour tout j € [1,p], on a L;(a;) = d;; c’est-a-dire

Lifa) = {0 Hr

lsii=j

P
3. Soit (A1,...,Ap) € RP tel que Z)‘iLi = 0. Soit j € [1,p], alors
i=1

p

Z )\lLl(a]) =0

=1

or, d’apreés la question précédente, tous les L(a;) sont nuls sont L;(a;) qui vaut
1. La somme est donc égale & A;. On obtient A\; = 0 et ceci étant valable pour
tout entier j, on a montré que la famille (Lq,...,L,) est libre.

p
4. Soit P € R,_1[X], on pose Q = ZP(ai)Li(X). Soit j € [1,p], alors
i=1

P

Q(a;) = > P(ai)Li(a;) = Play)

i=1
en utilisant, & nouveau, L;(a;) = &;;.

5. On sait déja que (L1, ..., L,) est une famille libre. Soit P € R,_1[X], montrons

P P
que P = ZP(ai)Li(X). D’aprés la question précédente, P — ZP(ai)Li
1

i— i=1
s’annule en chaque a;, il admet donc p racines distinctes. Comme il est de degré
au plus p — 1, il est nul et on a montré que P s’écrit comme une combinaison
linéaire des L; (on a méme explicité les coefficients de la combinaison linéaire).
Ainsi, la famille (L4, ..., L,) est génératrice de R,_1[X], c’en est donc une base.

Correction 17 1. Le polynéme nul admet « pour racine, ’ensemble F, est donc
non vide. Soient (P,Q) € F?2 et A € R. Montrons que (AP + Q) € F,. On sait
que P et @ admettent « pour racine, on doit montrer que le polynéme AP + @
s’annule en « ce qui est clair. L’ensemble F, est donc un sous-espace vectoriel
de R,[X].

2. Sia = p, alors F, = Fg = F, N Fg. Si « # 3, on raisonne par équivalence.
Soit P € R,[X]. Alors :

PeFyaNFs< Pla)=P(B) =0« (X — a)(X — B) divise P.

Par équivalence, on a montré que F, NFjg est ’ensemble des polynomes divisible
par (X —a)(X — B).

Correction 18 On remarque tout d’abord que la fonction nulle s’écrit
x + azxln(z) + bln(z) avec @ = 0 = b donc elle appartient & F qui est donc



non vide.

Soient maintenant f,g deux éléments de F' et A € R. Par définition de F, on sait
qu’il existe (a,b,a’,b’) € R* tel que :

[z arin(z) +bln(x) et g: .+ d’zln(z) + b In(z).
On a alors, Vz € R :
(A f+g)(x) = MazIn(z)+bIn(z))+a'zIn(z)+b In(x) = (Aa + @) z In(x)+(Ab+b') In(z]

Comme (Aa + a’) et (Ab+ ') sont deux réels, \f + g est bien de la forme souhaitée
donc elle appartient & F'. Ce dernier est bien un sous-espace vectoriel de E.

Correction 19
Analyse :Soit h € C1(R). On suppose qu'il existe (f,g) € F x G, h = f +g. Il existe
alors (a,b,c) € R®, Vo € R, g(x) = az? + bz + c d’ou :

Vo € R, h(z) = f(x) + ax?® +br +c.

On a:

o h(0) = £(0) +c = c car f(0) = 0.
o 1/(0) = f'(0)+b=bcar f/(0)=0et
o h(1)=f(1)+a+b+c=a+b+ccar f(1)=0.

On en déduit que a = h(1) — h(0) — h'(0), b= h'(0) et ¢ = h(0).

Syntheése :Soit h € C*(R). Posons a = h(1) — h(0) — 1'(0), b
g:x— ax?+br+cet f =h—g. Montrons que :

o fEF,

e g G et

o f+g=nh.

Les deux derniers points sont clairs. En utilisant la phase d’analyse, on montre
facilement que f(0) = 0 = f/(0) = f(1) donc f € F. On a montré que tout
élément de C!(R) s’écrit comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G.
De plus, l'unicité de I’écriture a été montrée dans la phase d’analyse. Ainsi, on a

CHR) C F & G d’ou I'égalite.

).

Correction 20 On raisonne par analyse/synthése.

Analyse :Soit f € C(R). Supposons qu’il existe (g,h) telles que f = a + h avec «
1

constante et [ h(t)dt =0.

0
Intégrons I’égalité f = o+ h entre 0 et 1. Par linéarité de l'intégrale, on a :

/Olf(t) dt /Oladtl—i—/olh(t) dt

= acar / h(t)dt =0
0

1
On a donc a = / f(t)de.
0

1
Synthése :Soit f € C(R). Posons o = / f(t)dt et h=f —a. On a alors
0

e « est une fonction constante,
1 1
. / h(t)dt = / (f(t) — @) dt = 0 par linéarité de l'intégrale.
0 0

o f =+ h par définition de h.

On a montré que toute fonction continue s’écrit comme la somme d’une fonction con-
stante et d’une fonction dont l'intégrale entre 0 et 1 est nulle. L’unicité de I’écriture
a été montrée dans la phase d’analyse. Les deux espaces sont bien supplémentaires
dans C(R).

Correction 21 On se donne une fonction h quelconque de C'(R). 1l est clair que
x > h(z) — (h(0)) ’annule en 0 et la dérivée de = + h(z) — zh'(0) s’annule en 0.
Ainsi, la fonction x — h(z) — h(0) — xh/(0) appartient & F'. Si on pose G l’ensemble
des fonctions affines, on vient de montrer que tout élément h de C*(R) s’écrit :

h = h — ((R(0) + h'(0)) + (R(0) + zh'(0)),

g€

er

ce qui montre 1’égalité C!(R) = F +G. Montrons que F et G sont en somme directe.
Soit donc f € F N G. Alors, il existe (a,b) € R%, f(xr) = axz +b. On a, de plus,
f(0)=0=0bet f/(0) =0=>bdou f =0.L’autre inclusion étant toujours vraie, on
a bien F NG = {0}. La somme est directe, ainsi G est bien un supplémentaire de F'
dans C1(R).

Correction 22 Soit P € R[X].
(X —2):

Faisons la division euclidienne de P par (X —

MQ,R) e RIX]xR[X], P(X)=(X—-1)(X —-2)Q(X)+ R(X).



On a donc :
PX)=(X-1)(X-2)Q(X)+ R(X) .
——
€EFr €Ry [X]

On a montré que tout élément de R[X] s’écrit comme la somme d’un élément de F'
et d’un élément de R;[X]. De plus, par unicité de la division euclidienne, ’écriture
est unique donc R;[X] est bien un supplémentaire de F' dans R[X].

4
Correction 23 Soit (\1,..., 1) € R* tel que la fonction Z Ak fi soit nulle. Mon-

k=1
trons que tous ces réels sont nuls.
n

On pose g(z) = Z A cos(kz). Cette fonction étant nulle, on a :
k=1

90 =9m=9(3)=9(3) =0

Les égalités précédentes donnent le systéme suivant :

At FA A 4+ =0
-1 A —A3  +A4 =0
—Aa + A4 =0
S WS VA VR § R
51 572 3 —5M =

1
On fait Lo < L1+ Lo et Ly < Ly + §L1, on obtient le systéme équivalent suivant :

A1 Ao A3 )\ =0
2\ +2\s = O
Ao +Xs = 0
A1 —A3 = 0

On en déduit que Vi € [1,4], A; = 0 donc la famille est libre.
Correction 24

Correction 25 1. On a linclusion (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H). En effet,
size (FNG)+(FNH),alorszx=a+bavecae (FNG)etbe (FNH). Ona
aceGetbe Hdonca+be G+ H. On a également a € F et b € F et comme
F est un ssev, a+ b € F d’ou I'inclusion.

Remarque: linclusion est stricte. Prenons par exemple F = Vect(1l + X),
G = Vect(1), H = Vect(X). Alors FNG = FN H = {0} mais G+ H = Ry[X]
donc FN(G+ H)=F.

2. On alinclusion F+(GNH) C (F+G)N(F+ H) En effet, siz € F+ (GNH),
alorsz =a+bavecac Fetbe GNH. Onabe Gdonca+be F+G. On a
également b € H donc a + b € F'+ H d’ou l'inclusion.

Remarque: l'inclusion est stricte. On reprend le méme exemple, on a FN(G+
H)=F =Vect(l1+ X), FNG=FnNH = {0} donc (FNG)+ (FnNH)={0}.

3. On applique la premiére inclusion & F,G et F'N H. On obtient :
(FNG)+(FN(FNH)CFN(G+FnNH),

donc
(FNG)+(FNH)CFN(G+FnH).

On montre ensuite directement la deuxiéme inclusion. Soit © € F'N(G+FNH),
alorst =a+bavecx € F,aeGetbe FNH. Onaa=x—be€ F car F est
un ssev donc a € FNG. On en déduit que z € (FNG) + (FN H). On a bien
légalité

Correction 26 Soit f € E, on note L; les polynomes interpolateurs de Lagrange
associés a (a1,...,ap), L; leurs fonctions polynomiales associées et G les fonctions
polynomiales de degré au plus p — 1, alors

p P

f=f- Z f(a;)widetildeL; + Z f(ai)ii .

i=1 =1

er g€

Par ailleurs, si une fonction polynomiale de degré au plus p — 1 s’annule en p points
distincts, elle est nulle. Par conséquent, la somme est directe et G est bien un
supplémentaire de F' dans F.

Correction 27
Moy - -

1. Soit P € R,[X].
, An) € R tel que

On veut montrer qu’il existe un unique

P = z”: AT
i=0

En identifiant les coefficients, comme chaque T; est de degré i, on obtient un
systéme triangulaire & n + 1 inconnues et n + 1 équations avec des pivots non
nuls donc il posséde une unique solution. Ainsi, chaque élément de R, [X]
s’écrit, de maniére unique, comme combinaison linéaire des T; ce qui montre
que (To, ..., T,) est une base de R, [X].

2. Pour tout k € [0,n] on a fi = Tx(cos) avec T}, de degré k, donc fi est une com-
binaison linéaire des (go, - .., gx). On a donc, pour tout &, fr € Vect (go, ..., 9n)
d’ott linclusion Vect (fo, ..., fn) C Vect (go,---,gn)-



Soit maintenant k € [0,n]. On sait qu’il existe (\o,...,A,) € R* ! unique tel

que
Xk = zn: T
=0
car (Ty,...,T,) est une base de R, [X]. On a donc, pour tout = € R, cos®(x) =
i)\jTj(cosx) = i)‘j cos(jx). Autrement dit, gx = i)‘jfj’ ce qui montre
Jj=0 j=0 j=0

P’autre inclusion.




