Correction du TD n 19

Correction 1 1. Onposeu =a+b—x,0n a du = —dz, x = a+ b — u. On sait
que z varie de a et b donc u varie de b & a. On a donc

/abxf(a:)dxz/ba(a+b—u)f(u)(—)du)=(a,+b)/abf(u)du—/abuf(u)du

b b
d’Ofl/:Ef(CL‘)d.’L‘Za;_b/ f(z)dz.

2. On applique la formule montrée a la question précédente & f : z +— ﬂ
1+ cos?(x)
On obtient
T . T . 9
/ xSI—n(x)dx = z/ _sin(@) de =12 [— arctan(cos z)]g = (z) :
o 1+ cos?x 2J)o 1+cos?x 2 2

Correction 2 On divise l'inégalité par f car celle-ci est strictement positive:

/
1<f—<2.

f

On intégre I'inégalité entre 0 et 1, on obtient 1 < In(f(1)) < 2, car f(0) =1. On a
donc e < f(1) < €2.
Pour encadrer f(—1), on intégre entre -1 et 0. On obtient :

1< -In(f(-1)) <2,

ce qui implique :
e 2 < f(-1)<e

Correction 3 On note F' une primitive de f. On sait alors, par définition de
l'intégrale, que la fonction x — F(x 4+ T) — F(x) est constante. Sa dérivée est donc
nulle : Vz € R, f(x +T) — f(x) = 0. La fonction f est bien périodique.

Correction 4 1. La fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est donc
bornée. Notons K un réel tel que Vt € [0,1],]f(¢)] < K. On a alors :

1 1
/t"f(t)dt‘ <K/ " dt.
0 0

1 1t 1
Comme / trdt = [ ] = on en déduit, par le théoréme
0 n -+ 1 0

n+1’
i
d’encadrement, que

li "f(t)dt =0.

W Jy VO AE=0

2. On fait une intégration par parties. On pose u(z) = f(x) et /() = ™. On a
o' (z) = f'(x) et v(z) = nz"~! d’ou :

gt ' 1 ' n gt
I = [;(@))HJO—F/Ox (@) e
1 1 ntl o1
:n+1_n+1/0x+1f(x)dx

D’aprés ’exercice 4 appliqué a f’ qui est continue, on a :

1
li () dz = 0.
S Jy S @)

f()

On en déduit que I, ~
n+1

, soit encore :

Correction 5 )
(+=]On suppose f positive, alors / f(t)dt = 0 donc
0

/Olf(t)dt—

et on a bien ’égalité souhaitée.

1
Si f <0, alors / f(t)dt < 0 donc
0

1
Jo

/ ) dt] =[5 at

'/(J.lf(t)dt’ = ./Ollf(t)dt = /0'1 - f(t)dt/: IF()] dt,

et on a bien, & nouveau, I’égalité souhaitée.
(= ]On raisonne par disjonction de cas:

1
ler cas: Si / f(t)dt > 0, alors
Jo

[ swa=| [ 10 | - [ 1)



On en déduit que 1
A(V@H—ﬂﬂhh—&

Or, la fonction | f|— f est continue, positive, et d’intégrale nulle. Par stricte positivité
de l'intégrale, elle est nulle. On a donc |f| = f donc f est positive.

1
2éme cas: Si / f(t)dt < 0. Alors
0

/Olf(t)dt‘ = —/Olf(t)dt_ /01 o) dt.

On a donc I

[ s+ sy ae=o

Jo
Par stricte positivité de 'intégrale, on obtient |f| + f = 0 donc |f| = —f et f est
négative.

1
Correction 6 On pose ¢(t) = f(t) —t. On a / @(t)dt = 0. La fonction ¢ est
0

continue. Si elle est de signe constant, elle est identiquement nulle (vu que son
intégrale est nulle) et f(z) = z, Vx € [0,1]; sinon, elle change de signe donc elle
s’annule puisqu’elle est continue, ce qui montre que f admet un point fixe.

1
Correction 7 1. On développe, par linéarité de I'intégrale, on obtient / (f2(t)—
0

f(t))?dt = 0. Or la fonction (f2 — f)? est positive et continue. Son intégrale
est nulle, la fonction est donc nulle. On en déduit que f = f2. Comme f est
continue, f vaut 0 ou 1.

2. Réciproquement, ces deux fonctions satisfont (x), les fonctions satisfaisant (x)
sont donc f =0et f = 1.

1 LI 1
1_’_7, on a alors ngrfmﬁglﬂ——k/n =

Correction 8 On pose f : = +—

/Olf(x) dz.

On écrit :

1 1
1 xT
/ dx:/ <
01"—6_1 06m+1

On a donc :

Correction 9 On écrit :

" n
2w -

1 1
ﬁ;k

On pose f : 2+ ———. On reconnait alors une somme de Riemann qui converge
x

+1

1
de T
ers ——— =arctan(l) = —.
Vi /0 o] rctan(1) 1
1
. 2n)\ " L .
Correction 10 On pose v, = — ) - On écrit les factorielles comme des pro-
n"n!
2n
duits pour pouvoir exprimer facilement leur logarithme. On a (2n)! = H k et
k=1

n! = H k donc :
k=1

2n
k
n. H ko k=ntl k=1

k=1

n
On écrit n" = H n d’ou :
k=1

On peut alors écrire :
1 k
In(v,) = — Inl{—4+1]).
k=1
On reconnait une somme de Riemann, on a donc :

lim In(v,) = /01 In(z+1)dx = /12 In(t)dt = [tIn(t) — ] = 2In(2)—2+1 = 2In(2)—1.

n—-+oo

On a donc :

limv,, = 2M@)~1 = g1,



—2x dt

Correction 11 1. Soitx € R,onag(—x) = ————. Onposeu = —t,
»onag(~a) . VEresl P
on a du = —dt. Comme ¢t varie de —z & —2x, u varie de z & 2z. On en déduit
que :
2x
du
g(—x) = — —g(z),

- VT Pl
car u est une variable muette. Ceci étant valable pour tout x réel, on en déduit
que g est impaire.

2. Elle est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes le sont et Vz € R,
on a :
, 2 1
g'(x)= 7 A2+l
V)i + (22)2+ 1 Vat+a?+1

3. On note F' une primitive de t — . On a donc :

21
2x 1 dt
s VtA+Ht2+1

D’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢, €]z, 2z tel
que :

= F(2z) — F(x).

1

F(2z) — F(x) = 2F'(¢cp) = t————n
(20) F(e) = o) = 5l

or, Vo >0,on a \/cl+c2+1>Vat+22+1carc, >z dou:

1 1

0<z <z .
A +c2+1 Vet + a2 +1

1
Le terme de droite tend vers 0 puisqu’il est équivalent en +00 & —, on a donc :
x

2z

1

lim ——dt =0
etoo fo Vit +12 41

On peut aussi simplement utiliser la décroissance de ¢ — ——— pour
t4+12+1

écrire :

1 1
Ve > 0,Vt € [z,2],0 < < ,
=] VIT+ 2 4+1 Vot +a2 +1

donc, par croissance de l'intégrale,

X

Vit 22 +1

0<g(x) <

et on retrouve le méme encadrement.

Correction 12 1. La fonction ¢ est continue sur R car }in(l) ©o(t) =1 = ¢(0), son
—

intégrale est donc bien définie. Pour étudier la parité de f, on écrit Va € R:
—2x
flea) = [ et

puis on fait un changement de variable dans l'intégrale : © = —t, du = —dt d’ou

2x 2z
fea)= [ = pt-uydu=— [ ou)du=~fw,
car o est paire. On a donc f impaire.

2. Siz > 0, 2z > x donc les bornes de I'intégrale sont croissantes, ¢ étant positive,
f est positive. Si x < 0, les bornes sont dans 'ordre décroissant donc f est
négative.

3. La fonction f est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes sont
dérivables. On a :
sh(2z) — sh(x)

T

Vr € R, f'(x) = 2¢0(22) — o(z) =

4. La dérivée de f est positive sur R* donc f est croissante sur R*. Comme f est
continue, elle est croissante sur tout R.

sh(t) _ sh(t)

Vx> 0,Vt € [z, 2z],

t 2x
donc
1 2x
> — h(t)dt
f@) 25, [ shin
1 2x
> o sh(z) dt par croissance de sh
sh(:z:ﬁ
-2
ce qui montre que Erf f(z) = +oo.
Par imparité de f, on a Em f(z) = —oo. On en déduit le tableau de variations
T —0o0
de f:
T |—00 +0o9
/—|—oo
f(z) =00




Correction 14 On pose x = 0.003 = 3.10~% et f : 2 +— In(1 + z), on va appliquer
Iinégalité de Taylor-Lagrange & un ordre suffisant pour que la somme donne une
valeur approchée & 1078, Ce sera le cas si le majorant donné par Iinégalité de

On retrouve que f est négative sur R* et positive sur R? .

Correction 13 1. Il faut décomposer sin(z — t) pour avoir deux intégrales de la

xr
forme / h(t) dt avec h continue et pouvoir appliquer le théoréme de dérivation

0
d’une fonction définie par une intégrale. On écrit sin(z — t) = sinzcost —

sintcosz, on a alors, Vx € R :

flz) = sin(x)/om costg(t) dt — cos ;v/ozsin(t)g(t) dt.

La fonction f est alors dérivable en tant que produit et somme de fonctions
dérivables.

On dérive f avec ’expression que ’on vient de trouver:

Vz € R, f'(x) = cos(x)/O.w cos(t)g(t) dt + sin(z) cos(x)g(z)

Taylor-Lagrange est inférieur 4 1078,
On remarque que pour p = 3, on a Max;e(o,4] f@)(t) =1 donc

x2 3
m(l+a)—(e— ) <X
n(l+ x) (:1: 2)’ 30

3 27.107°
3 6

On a z = 3.1073 donc < 1078,

9
Ainsi, une approximation de In(1,003) & 1078 prés est 3.10_3—510_6 = 0.0029955.

Correction 15 Soit x € [0, g], on écrit 'inégalité de Taylor-Lagrange & ’ordre 1:

1
@ <= <2>’ 2
+sin(:z:)/ sin(t)g(t) dt — cos(zx) sin(z)g(x) [eos(z) — 1| 2 [zulp] CoST T
0 12
d’ou : donc
T T .’II2
Fla) = / cos(z) cos(t) + sin(t) sin(z) dt = / cos(z — t)g(t) dt. [cos(z) =1 < <,
0 0 puis
A . , . ) , . 2 2
. On dérive a nouveau (en utilisant ’expression développée) et on trouve : _% < cos(z) — 1< % '
Ve eR, f'(z) = —sin(z) / cos(t)g(t) dt + cos' x)g(x) On en déduit la premiére inégalité.
z On applique maintenant 1'inégalité & ’ordre 3:
+ cos(z / sin(t)g(t) dt + sin®(x)g(x)
’ @-1+2| <3 ]t
cos(x) — —| < — sup |cos'™| z*,
=g(z) + / cos(x) sin(t) — sin(x) cos(t) dt 2 4! [Oé)]
=g(z) + / sin(t — x) dt donc
0 ()~ 1 22|t
=g(x) — f(z) oS\ 2 | S ar
La fonction f est bien solution de y” 4+ y = g(x). 2 :104
) o ) ) puis cos(z) — 14+ — < =—. On a bien Pautre inégalité.
. L’équation caractéristique est r2 4 1, les solutions de I’équation homogéne sont 2 24

donc les fonctions :
x> Acos(z) + psin(z), (A, p) € R2

On a trouvé une solution particuliére a la question précédente, on en déduit que
les solutions de I’équation sont :

x +— Acos(x) + psin(z) + /z sin(z — t)g(t) dt, (\, p) € R?.
0

Correction 16 Soit x € [—a,a]. On écrit

7(@) ~ £&) ~ f@)a )] < 55wl la—af?,

et

F(~a) — f(z) — f(z)(a+2)| < ;[Eup 7] 2+ al.



On a donc :
@) = 1) = f@)e )| < 5 swp |Flfe o
et 1
£(-0) = S@) ~ F@la+ D) < 5 s |||+ al*
On écrit ensuite
20f @] =|f(@)(x+a) ~ (@)@ o)
<If (@)@ +a) + F(@) — f(~a) — (@)@ —a) + f(a) — f(z) + f(~a) -
<If (@)@ +a) + Fl@) = f(=a)| +|f(a) — f(z) = F'(2)(a— )| + (-
par l'inégalité triangulaire
<5 o (Pl 55 sw (7] —of 417~ f(-a)
5 ,a ) —a,a
< T2 swp |7+ 1f(a) - f(-a)
On en déduit que
2 2
F@1< T s 171+ g0 1)~ f(a)]

qui est l'inégalité donnée.

Correction 17 1. Ona fo(z) = / e7tdt=[-ely=1—e"et Erf fo(z) =
0 xr o0
1.

2. On fait une intégration par parties en posant u(t) = e~* et v'(t) = ¢". On a
n+1
u(t)=—e"tetv(t) = d’ou :
tn+l z wtn+1 xn+le—w 1
—t
x) = |e = x).
In(2) { n—l—l}o—’—/o n+1 n+1 +n+1fn+l()
On a donc
3. La fonction f, est dérivable et sa dérivée est égale a f! : z +— z"e~". Elle est

positive sur RT donc la fonction f,, est croissante et admet, par conséquent, une
limite en +oco par le théoréme de la limite monotone.
4. On passe a la limite quand x tend vers +oo dans la relation :
g tle=® 1
_|_
n+1

fﬁ($):: fn+1($)

n+1

a)

$n+1e—z

Par le théoréme de croissances comparées, on a lim —— =0 d’ou [, =
z—+oo mn+1
L l
I
n + 1 .n+ . . .
On sait que [y = 1. Par une récurrence immédiate sur n, on en déduit que
l, = nl.

Correction 18 Onat € [0,1] donc 1+t € [1,2] d’ou

€ [3,1]. En multipliant

14+t
par t2 qui est positif, on obtient :
2 2
f(a)l vel01, s <« <2
— f(a)| 2 t+1

En intégrant entre 0 et 1, on trouve :

1
/—dt I< /t2dt
0

. 1 1
soit encore 5 <1< 3
xn
Correction 19 Pour tout z € [0,1], on a 0 < 2 < 2" donc, par croissance de
x
I'intégrale,
1
0<1I, < / " dx,
0
c’est-a-dire : )
Oshsiot

Par le théoréme d’encadrement, on a bien I,, — 0.

Correction 20 On note F une primitive de f, on applique le théoréme des ac-
F@)—-F
croissements finis & F sur [a, b]: il existe ¢ €]a, b[ tel que (l))—(a) =F'(c) = f(c)

d’ou ’égalité souhaitée.

Correction 21 1l suffit de remarquer que la fonction (f — M)(f —m) est négative,
continue, donc son intégrale est négative et en développant, on obtient I'inégalité
souhaitée.

Correction 22 1. On fait une intégration par parties. On pose u(x) = z et

1
v(#) = — (In(2))". Onav'(z) =1 et v(z) = — (In(z))" ™" d’on
_[_= ]t L e 1
In = n+1(ln(x)) n—|—lln+1_n—|—1 n—|—11"+1'

1



2. Soit n € N. Alors la fonction z +— (In(z))" est continue, positive sur [1,e] et

non identiquement nulle donc I,, > 0. Ceci étant vrai pour tout entier, cela l’est
également pour n + 1 donc I, 11 > 0 ce qui implique :

e 1
n+1 n+1

1, < .
n+1 n+1

En utilisant la relation trouvée a la question précédente, on obtient :

0<In<L.
n-+1

. On a montré a la question précédente que (I,,)nen est encadrée entre deux suites
qui tendent vers 0. Elle admet donc une limite nulle. On sait, de plus, que :

e 1

= R
n 7’L+1 7’L+1 n+1;
d’ou :
(n+ DI _ | L
e e
I 1)1,
Comme lim I, =0,ona lim 2t — 0 dott lim M = 1. Ainsi,
n—-+oo n—+oco e n——+oo e
on a :
€
n _"_ 17
ce qui implique :
I, ~ <.
n
. On calcule D,y :
Dpv1 = |upy1r — L1l =le— (n+ Du, —e+ (n+ 1)1,
=|n+1)Un —un)| = (n+1)Ln —un| = (n+1)Dy.
On a Dy = |ug — Iy|- Par une récurrence immédiate sur n, on montre que

Dn =n! |u0 - IQ|

b
Correction 23 1. Si / g(t)dt = 0, alors, g étant de signe constant et continue,
a

b

g est identiquement nulle ce qui est impossible, on a donc / g(t)dt > 0. On

a
note m et M respectivement le minimum et le maximum de f sur [a,b], on a
donc Im(f) = [m, M]. On a alors :

Vt € [a,b],m < f(t) < M donc mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t),

puisque g est positive. Par croissance de 'intégrale, on obtient :

b b b
m/ﬁﬂwg/f@ﬁﬂdgM/g@&

ou encore :

mL HE—— < M.

Lg@&

(on peut diviser par 'intégrale de g car on a montré qu’elle était strictement
positive)

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, f étant continue, on sait qu’il existe
¢ €]a, b| tel que :

b
/ﬂm@w
a b g

fle)=fo

Lg@&

b
/ﬂm@&
b

d’ou le résultat.

. On applique la question précédente a g : t — t“. On a bien g > 0 et non

identiquement nulle sur RT. D’aprés la question précédente, on sait que pour
tout = > 0, il existe ¢, €]0, z[ tel que :
T x a+1
[esaan= s [ear - =L
0 0 o+ 1

On a donc, pour tout > 0 :

IR A _ fler)
Atf@&—

zotl a+1’

La fonction f étant continue & droite en 0, on a :
Ve>0,3n>0,Vx € [0,n],|f(z) - fO)] <e,

donc
Vz € [0»77[, |f(cw) - f(0)| <€
puisque ¢, €]0,z[. On en déduit que pour tout z € [0, 7],

1 f(O)‘<L

tf () dt — L .
3:"‘+1/0 1® a+1| a+1

Ainsi,

1 x
i _— t*f(t)dt = ——=.
:ﬂ/ FO)dt =27



k

. . 1 n k
Correction 24 On écrit E T En k2 — _§ : n
n
k=1 k=1
2

x
1422

E
n

de Riemann avec f :x +— . On a donc :

" k2 L2ae
lim —_— —_
n—1>+ookZ n3 + k2n /0 142

On a :
/1 t2dt / t24+1—
o L+12 1+ t2
4
Onadonc lim ﬁzlfz
n—+o00 P n3 + k2n 4
Correction 25 On écrit z”:; = li ;
=1 Vn?+2kn nk:l\/l-‘rQ%
1
———. On reconnait une somme de Riemann. On a :
V14 2z
lim — \/1 + 2t
n—+oo n £ \/m / VI+2t ]
On en déduit que :
- 1
hm —_—— \/§ — 1
n——+o00 Zl /n2 + 2kn
1 1
Correction 26 On pose u, = — [] (k*+n?)", ona
ne g=1
In(u,) (2 +1n In(k? + n?)
n(u =1 b —_
n n2 n n n
k=1
1 n
=—In(n?)+ =Y In(k? +n?)
=
1 n
=—> (In(k? +n?) —In(n?)) car In(n
n

[
3=
bl
i
E
~//
7N
3|
N———
[\v]
+
—_
N———

1
1 1
/0 1-— e dt = [t — arctan(t)], .

On pose f :

=V3-1,

Zln

. On reconnait une somme

T —

On reconnait une somme de Riemann, on a donc :

1

lim In(u,) = [ In(1+¢%)dt.

Jlim In(uy) /0 n(l+1t%)

On fait une intégration par parties. On pose u(t)
1

2t
!
t =
w(t) 1+ ¢2
On écrit :

1 42 o142 o1
2 dt 24114t 1 )
- - 1— — ) dt=[t—arctan(t)]} = 1 —
/0 1+ 12 /0 1+ 2 /0 < 1+t2) [¢ — arctan(?)],

=In(1+t*) et v/(t) =1. On a

1642
. y 2 o 2711 2t= dt

e

On en déduit que lim wu, =1In(2) -2+ T Qou lim U, = 2e2 72
n—-+oo 2 n—-+oo
@ gt @ 4 e
Correction 27 1. On a f(z) — In(z) = —dt - 5= / %dt. La
1 1 1

fonction intégrée est positive, le signe de = — f(x)
I’ordre des bornes de l'intégrale. Précisément :

L, f(z) > In(z) et

e pour tout z < 1, f(z) < In(x).

— In(z) dépend donc de

e Pour tout z >

2. La fonction f est dérivable sur R car les fonctions qui définissent ses bornes
sont dérivables.
Ona:VzeRL, fl(z) = %
Pour tout z > 1, on a f(z

lim f(z)=4o0.

T—r+00

donc f est strictement croissante sur R} .
) >

In(z) donc, par le théoréme de minoration,

De méme, pour tout < 1, on a f(z) < In
ration :

(z) donc, par le théoréme de mino-

lim —f(z) =400

Tr—r—00

et, par suite, lim f(z)= —o0.
Tr—r—00

Ainsi, on a le tableau de variations suivant :

x 0 +o0o
f(z) +
+00
f _—
—00




Correction 28 1. Siz <1, alors Int < 0 donc :

Int

1
dt < 0.
/m 14 ¢2 <

Int

1

Six > 1, alors Int > 0 donc F(x) > 0.

On en déduit que :

1
2. On fait un changement de variable en posant u = T Ona:

dt du

Ve pi 1 Ve _lnu 1
Fo)= [ —2u (=) du=— du=F(-).
o= [ e (Cm) = e ()

3. On fait une intégration par partie. On pose :

du = —

d’ou :

1
u(t) =Int et v'(t) = e
Ona: )
u'(t) = 7 ef v(t) = arctant.
On a donc :

F(z) = [lntarctant]f—/ g(t)dt
1
zlnxarctanx—/ g(t) dt.
1

x
4. La fonction g est continue en 0 car arctan(x) v la fonction x — / g(t)dt
1

admet donc une limite finie en 0. Par ailleurs, on a :
arctan(z) ot

donc :
arctan(x) Inx s Inz.

Or lir% zlnx = 0, par croissances comparées donc F' admet une limite finie en
T—

0, elle peut donc étre prolongée par continuité en posant :

0 1
F(0) = —/1 g(t)dt :/0 g(t) dt.

Correction 29 1. La fonction f est continue sur R* et, comme e* — 1 T elle

est également continue en 0. On en déduit que G est bien définie. De plus, les
fonctions qui définissent ses bornes sont dérivables donc G est dérivable. Pour
tout t € R, on a :

G'(x) = 2f(22) — f (),

donc G’ est continue en tant que composée de fonctions continues. On a donc
bien G de classe C'.

2. Pour tout z > 0, il existe ¢, €]z, 2x[ tel que :

G(z)
2:[; — - f(c$)7
ce qui est équivalent a :
c
G(z) = =

On sait que ¢, €]z, 2z[ donc :

1 < 1
es —1 er —1’
puis :
Co 2x
es —1 " ev —1’
et enfin : )
2x
0<G(z) < = 1
. 2z° s P . )
Comme lim = 0, d’apreés le théoréme de croissance comparée, on en

z—+4o00 ¥ —
déduit, par encadrement, que :

lim G(z)=0.

r——+o0

Pour tout « < 0, il existe d, €]2z, z[ tel que :

da



donc :
0<

1—e22 " 1—eds’

Par ailleurs, on a :

0<z?< xd,,
d’ou :
0< v < 2ds
1—e2r "1 —eda’
On a donc :
22
G(z) < S T

Le terme de droite tend vers —oco. Par le théoréme de majoration, on en déduit
que :

mgr_noo G(z) = —o0.

Correction 30
positive sur [1,4+00], ce qui montre que f est croissante.

2. Pour tout k € [1,n — 1] et pour tout = € [k, k+ 1], on a :
f(R) < fz) < f(k+1),
donc, en intégrant entre k et k + 1, on obtient :
k+1
f(k) < f@)dt < f(k+1).
k

On somme ces inégalités entre 1 et n — 1, on obtient :

n—1 n—1 k+1 n—1
IOEDY ) dt < fk+1).
k=1 k=1"7Fk k=1
n—1 n
On a Zf(k—i— 1) = Zf(k) =S, car f(1) =0. On a également :
k=1 k=2
n—1
> f(k) =S, —nlnn.
k=1

1. La fonction est dérivable, de dérivée t — 1 + Int, elle est donc

L’encadrement précédent devient alors, en utilisant la relation de Chasles :
n
Sp—nlnn < / ft)ydt < Sy,
1

duquel on déduit :

1 n
/ f(t)dt < S, <nln(n) +/ f(t)de.
0 1

. On fait une intégration par parties. On pose u(t) = In(t) et v/(¢) = t, on a alors

"(t) ! et v(t) e d’on
u(t)=—eto(t)=— :
t 2

n 2 n nt
/ £(t) dt :{—ln(t)] ~ [ Ly

1 2 1 1 2

_n21n(n)_n2+1

2 4 4

On a donc :

" 1, 1 n?
1 f(t)dt—ﬁn ln(n)—l—Z—L—z.

1 n 4/n?
.Onposeun:—<]_[kk> .Ona:

In(u,) =In <i) + %Z kln(k) = —2In(n) + %Sn.
k=1

On reprend ’encadrement, de la premiére question et on remplace I'intégrale par
sa valeur trouvée a la question 2. On obtient :
2 1 1 n?

< Zn? -
Sp < 57 ln(n)—i—4 1 + nln(n),

1
§n2 In(n) +

N

n
4

B~ =

puis
41n(n)

1 4 1
21n(n)+ﬁ—1<ﬁ5n<21n(n)+ﬁ—1+ —

o 4
en multipliant par —;, et enfin :
n

1 1 41n(n)
ﬁ—lgln(un)g— .




41n(n)
n——+oo n
en déduit, par le théoréme d’encadrement, que :

On sait que On

= 0 par le théoréme de croissances comparées.

ngrfm In(u,) = —1.

lim wu, = -.

En appliquant I’exponentielle, on obtient
n—-+oo e

Correction 31 Soit n € N. La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc il
existe xp € [a,b] tel que sup f = f(zg). Si f(zg) = 0, le résultat est clair puisque
I, = 0 pour tout n. Sinon, soit € > 0. On le choisit suffisamment petit pour avoir
f(xo) — € > 0. Par continuité de f, il existe > 0 tel que Va € [a, b|N]|zo — 1, 20 + 7],
|f(x) — f(xo)| < € On note I 'intervalle [a, bjN]zo—n, zo+n[, on notera L sa longueur.

Comme f est positive, on a
b
[ @z [ 1@
a I

b
[ #@r s> L(s@) - o,
car Vr € I, f(z) > f(xo) — e et f(xo) — € > 0. On obtient donc
Ly = LY (f(zo) =€)

Par ailleurs, pour tout x € [a,b], f(z) < f(zo) donc f(z)"

b 1/n
I, < (/ f(zo)™ dt) c’est-a-dire

I, < (b—a)" f(xo).

donc

On donc

Ainsi, pour tout n € N,

LY™ (f(20) = €) < In < (b—a)/" (o)
Comme lim LY™ =1= lim (b—a)'/", il existe un entier N tel que pour tout
n—-+oo n—-+o0o
n>= N,
(f(zo) —€)(1 —€) <L < flwo)(1 +¢)
ou encore
(f(xo) =1+ €)e < In — f(x0) < €f(w0),

On a montré

i T = f(a) = Jlao) = sup f(a)

Correction 32 On suppose, par I'absurde, que f s’annule au plus n fois sur |a, b[.
On note a; < ay < ... < a, les points de Ja, b ou f s’annule ET change de signe.

On a donc r < n.
T

On considére g : x — H (x —a;). Alors g s’annule et change de signe exactement
i=1
aux mémes points que f donc fg est de signe constant. Or, r < n, donc g est une
b

[atswar=o
par linéarité de l'intégrale. On en déduit, la fonction fg étant continue et de signe
constant, que fg est nulle donc f est nulle en tout x # a; ce qui est une contradiction
avec notre hypothése de départ.

On a montré que f s’annule au moins n + 1 fois sur ]a, b.

fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n. On a donc

n
—L+ > k* qui se réécrit :
k=1

1 n (k)a
n n
k=1
o1 1

C’est une somme de Riemann, elle tend donc vers / rdx® = PR On a donc :
Jo «Q

a+1 o
n_>+oo o+l Zk =

Correction 33 On va calculer la limite de

d’ou I’équivalent souhaité.

T
Correction 34 On considére 'application auxiliaire g : x — ™ / f(t)dt. Pour
0

tout z > 0, on a

g (z) = —ke]”/omf(t) dt + e * f(x) <0

Or ¢g(0) = 0 donc Vx > 0, g(x) <
f(t)dt = 0. En dérivant, on obtient f(x) =0, Vz >0

0. Comme f est positive, on a également g > 0

donc Vz > 0, g(x) = 0 puis
0

donc f est bien la fonction nulle.

Correction 35 Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que

|f(z) — ¢ <e. )
Pour tout x > 0, l/ |f(t) — €] dt — 0 donc il existe A’ tel que Vo > A’,
ZJo

A
1/0 F(8) — ] dt < c.

X



Soit maintenant z > max(A, A"), alors

F@) -~ = | [ s
TJo
1 xT
1[4 1/
< —/ £6) — et +’—/ f(t)—ﬂdt’
TJo TJaA
<1/A|f(t)—€|dt—i—l/zlf(t)—ﬂdt
Tz 0 TJA
>
<e+ €
xr
< 2e
On a bien lim F(z)=~¢.
r——+0o0

Correction 36 1. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a sinus entre u et
u + a, & ordre 1. Posons g = sin, on a

avec M = max|g®|. Ona M <1 et ¢’ = cos d’oi

a?

Isin(u + a) — sin(u) — acos(u)| < -

2. Soit x € R. On veut montrer que f est dérivable en = et f/'(z) =

1
/ tcos(zt)e~t" dt. On calcule le taux d’accroissement de f en :
0

x — flx 1 ] ) 2
W - % (/0 sin ((z + h)t)e™" dt—/o sin(zt)e~t dt)
1/t . ”,
- E/o (sin((z + h)t) = sin(zt)) e™" dt.

On veut montrer que la limite du taux d’accroissement de f existe et vaut

1
/ tcos(zt)e~t dt.
0

On va donc chercher & majorer la différence :

Jleth) = /@) /1t cos(xt)e=t dt
0

h
Sl i
= /0 ( | h | tcos(xt)) et dt‘
_ /(i (sm((x + h)t) — S}ILl(:Et) — ht cos(:z:t)) ot dt‘
< /0 (sm((ﬂc +h)t) — Slir;(xt) — ht cos(:vt)) 2| q

d’aprés I'inégalité triangulaire. Par ailleurs, d’aprés la question précédente, avec
u = xt et o = ht, on a
(ht)?

[sin((x + h)t) — sin(xt) — ht cos(xt)| < 5

donc

sin((z + h)t) — sin(xt) — ht cos(zt) ‘ o ht?
h S

On en déduit que

/

1
Or, pour tout ¢ € [0,1], on a 2" < 1 donc /
0

sin((« + h)t) — sin(at) — htcos(at) |
( i )

1342 —t2
ht
dt < / °_ar
. 2

On a montré :

)

‘M - /1tcos(:1:t)et2 dt‘ <
0

X

|

ce qui montre que admet une limite finie quand h tend vers 0,

flz+h) - f(z)
L h
égale a / teos(zt)e t dt.

0

1
On a donc bien f dérivable de dérivée f'(z) = / tcos(zt)e=t dt.
0

Correction 37 1. (a) On applique 'inégalité de Taylor Lagrange a 'ordre 1
entre x et x + h :

[f(z+h) = f(z) = hf'(2)] <




(b) Soit z € R, on écrit

fle+h) - fz)

F@) = 7 (@)~ S+ )+ ) + T

donc, d’apreés I'inégalité triangulaire :

SEATIRS G
fa+h)|, |f)
ix

@) < |3 @)~ fe ) + ]

< % (hf'(z) — flz+R) + f@))| +

h

en appliquant encore l'inégalité triangulaire. En utilisant la question précé-
dente, on obtient :

/ —_— —_—

[f@l < 5=+ +
soit encore Moh IM
/ g 2 0
F@l <222+ 20

(c¢) Ceci étant valable pour tout x (et pour tout h), on a bien f’ bornée. Si
vous avez un doute, vous pouvez, par exemple, prendre h = 1. On obtient

M.
/(@) < =57+ 2Mo,

ce qui montre bien que f’ est bornée.

2. On veut montrer 'inégalité de Kolmogorov qui majore M; par 2,/MyMs. On

Moh  2M,
sait que pour tout z et tout h > 0, f'(x) < TQ + TO
Myh  2M
Vh>0,M1<T2+TO.

, on a donc,

L’idée est de trouver une valeur de h pour laquelle on arrive & majorer f'(zx)
par 2v/ MyMs.
Myh  2My

Essayons de voir s’il existe une valeur de h pour laquelle on a 3 + .

2v/ MyMs. Pour cela, on va raisonner par équivalence:

Myh  2M,
2 + ho

2/ MoMy <= 4My + h2M2 = 4h~/MyM-
& h2My — dhy/ MM + 4My = 0
& (hWIE)? =2 (h/Ih) (2V) + (2/F10) > = 0
& (Wil —2) =0
< hy/ My = 24/ My
2/,

h =
=4 M,

2v/My

Par équivalence, on a trouvé que pour h = i
1

2+/ My Ms.
On sait que, pour tout = € R et tout h > 0, on a

Myh  2M,
/
< =9
@) <22 2
2v/ M,
En particulier, pour h = i 0, on a, Vr € R:
2

|fI(CL')| < 2 M()MQ.

Ainsi, ceci étant valable pour tout z, on a My < 2v/MyMs.

0
, on a

Myh
2

2 M,

h



