Corrigé du DM 10.

1. Montrer que D est un endomorphisme de E
Soit f € F, alors f est une fonction de classe C*> de R dans R, ¢’est également le cas de f’; on
a donc bien D(f) € E.

Par ailleurs, D est linéaire par linéarité de la dérivation, D est donc bien un endomorphisme.

2. Déterminer le noyau et l'image de D.

Le noyau de f est l’ensemble des fonctions de dérivée nulle c’est-a-dire ’ensemble des fonctions
constantes.

Soit f € E, alors f est continue donc, d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, elle admet
une primitive F. La dérivée de F' étant de classe C*°, F est également de classe C*° donc tout
élément de F admet un antécédent dans E, D est surjective et Im(D) = E.

Attention a bien montrer que f admet un antécédent dans F

tv3 tv3
Soient fi :teR — e, fo:teR— e ?sin (%) et fs:te€R— e 2cos (T\/_>

Nous noterons B = (f1, fa, f3) et G le sous-espace vectoriel de E engendré par B.
3. Soient a, b et c des réels tels que af; + bfs + cfs soit la fonction nulle.

(a) Montrer que la famille B est libre en prenant des valeurs particuliéres ou bien en passant
a la limate.
On a, pour tout t € R, af,(t)+bfs(t)+cf3(t) = 0. donc th+m (afi(t) + bfa(t) + cfs(t)) = 0.
—+o00
Or th+m bfa(t) + cfs3(t) =0 et th+m afi(t) = £oo si a # 0. On en déduit donc que a = 0.
—r 00 —+00
Attention au signe de a.

On prend ensuite ¢ = 0, on obtient ¢ = 0. On a donc bfs(t) = 0, V& € R ce qui impose
b = 0 puisque f, n’est pas identiquement nulle. La famille est bien libre.

1l est impératif de passer de l’égalité de fonctions afi+bfs+cfs = 0 a l’égalité de réels, val-
able pour tout t € R, afi(t)+bfs(t)+cfs(t) = 0 avant de prendre des valeurs particuliéres
de t.

(b) Calculer le développement limité a 'ordre 2 de la fonction afi +bfs + cfs au voisinage de
0 et montrer, d’une autre maniére, que la famille B est libre.

On a
CLfl (t) + bfg (t) + Cf3 (t)
= aet+be_t/zsing+ce‘t/2cosg
t2 ) t ¢ ) V3t )
= a(l—t+§+0(t)>~|—b<1—§+§~|—0(t)>>< — o)
t ot , 3t2 ,
+c<1—§+§+0(t)>x(l—?—i-o(t))
at>  bt\/3  bt2V3 et ct? )
= a—l—at+7—|— \2/_— 1 +C—§\/—_Z+O<t)
B bv3 ¢ a b/3 c\ , )
= (CL+C)+<CL+T—§>t+<§—T—Z>t —I-O(t)



Par unicité du DL, on a donc

a+c =0 0
b\/§ c a—+c =
‘1‘7—5 =0 ouencore {2a+b/3—¢c =0
2_@_2 —0 2a —bV/3—c =0
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On raisonne par équivalence

a+c =0 a+c =0
204+b0V/3—¢c =0<2a+b/3—¢c =0Ls— Ly— Ly
20 —b/3—¢c =0 207/3 =0
at+c =0 ]
& < 3a :0L2—>L2——L3+L1
2
200/3 =0

Le systéme a comme unique solution a = b = ¢ = 0 donc la famille est libre.
La famille B est donc une base de G. Remarque et ce sous-espace est donc de dimension 3.

4. Montrer que ¥i € {1,2,3}, D(f;) € G. En déduire que G est stable par D, c’est-a-dire que
Vg € G,D(g) € G.

Alors

e pour tout ¢t € R, D(f1)(t) = f{(t) = €' = fi(t) donc D(f1) = f1 et D(f1) € G
e Pour tout t € R,

DURNO = £5t) = —sesin L2 Yo o O Ly V)

ainsi

D(fs) = —%fz + ?f:ia

donc D(fs) € G.
e Pour tout t € R,

D(f3)(t) = fé(t) = —%e_t/z COos @ - ge_t/z sin@ = —%f;%(t) - @fz(t%

ainsi 3
D) == h = 355

donc D(f3) € G.
Par linéarité de D, pour tout g € G, D(g) € G car g = A f1 + Ao fo + A3 f3 et

D(g) =M D(f1) +X2 D(f2) +A3 D(f3) € G.
— T ==

e eG eq

Beaucoup m’écrivent une fonction(D(f1) par exemple) égale un réel (par exemple €'). J'ai vu
également des D(e'), ce qui n’a aucun sens car D prend en argument une fonction.  Nous
noterons D [’endomorphisme de G induit par D.
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5. Calculer D3(f;) pour i variant de 1 a 3.
On a

o D¥(fi)=(f)¥ =h

ﬁ2<f2> =D <—%f2 + éf:s)

2
= —% (‘%fz + ?ﬁ%) + ? <—§fz - %f3>
= —%fz - ?f?,

donc

2 2
(1, VB VB[ VB,
-9 <—§f2 + Tfs N <—7f2 - §f3>
=f2
on a donc bien D3(f,) = f».
e De méme,
D*(fs) =D <—“§f2 - gfg)
V3 [ 1, V3 1 V3,
=5 <—§f2 + 7f3> 5 <—7f2 - §f3>
V3 1
= 7f2 - §f3
donc 3
D(f) = D(f) ~ 3DU)
V3 [ 1, V3 L V3,
=5 <—§f2 + Tf?)) —3 <—7f2 - gfs)
= /s

on a donc bien D3(f3) = fs.

6. En déduire que D3 = idg.

Par linéarité de D3, on a bien Vg € G, D3 = idg.
7. Montrer que D est un automorphisme de G et exprimer (lA?)_1 en fonction de D.

On a Do D?=ids = D?o D donc D est bijectif et D! = D2, R
Le thm donne la bijectivité puis la bijection réciproque, faites pareil (on évite de parler de D™*
avant d’avoir montré que D était bijective)

Partie II

Nous nous intéressons dans cette partie a l’équation différentielle y" = y, que nous noterons (£).
Une solution sur R de (£) est une fonction dérivable trois fois sur R, vérifiant f(t) = f(t) pour
tout t € R.



1. Montrer que toute solution f de (£) est C*.
Soit f une solution de &, alors f est trois fois dérivable.

Si f est 3k-fois dérivable, alors f®) = f implique que f est 3k + 3-fois dérivable, ainsi pour
tout k € N, f est 3k-fois dérivable donc de classe C%*~!. Sin € N, alors f est de classe C?"!
donc de classe C™. Ceci étant valable pour tout entier n, f est de classe C*°.

Beaucoup m’ont montré par récurrence que %) = f, cela ne suffit pas a me convaincre! Quand
vous me montrez que pour tout k, f est D3, étes-vous convaincus que ¢a implique f C™ pour
tout n?

2. Montrer que la fonction nulle est la seule solution polynomiale de (£).

Soit P un polynome non nul, notons n son degré. Alors P® = P implique deg(P®) = deg(P).
Or deg(P®) < deg(P), on a donc une contradiction et la seule solution polynomiale est la solution
nulle.

L’égalité deg(P®)) = deg(P) — 3 n’est valable que si deg(P) > 3. Notons T = D> — Id, ot Id est
Uidentité de E, et D*> = Do Do D.

3. Montrer que le noyau de T est égal a l’ensemble des solutions de (£) On a montré qu’une
solution de £ est un élément de E. Soit f € E, alors f € Ker(T) & D*(f) — f =0« f® =
f < f solution de £. On a bien I'égalité entre ces deux ensembles.

4. Montrer que G C Ker(T).

On a montré que Vg € G, D*(g) = g donc T(g) = 0g. On en déduit que pour tout g € G, g € Ker(T)
donc on a bien 'inclusion G C Ker(T).
Soit f une solution de (£); nous noterons g = f" + f' + f.

5. Montrer que g est solution de I’équation différentielle y' = y. On a

g=1"+ 1P+ =1+ + ]

car f est solution de £. On a donc bien ¢’ = g.

Si vous souhaitez raisonner par équivalence, rédigez-le correctement !!!

6. Décrivez rapidement ’ensemble des solutions de I'équation différentielle y' —y = 0.

L’ensemble des solutions est {t — Aef, \ € R}

7. Résolvez ’équation différentielle " + v + y = 0; vous donnerez une base de l’ensemble des
solutions.

1++3

On calcule I'équation caractéristique 72 + r + 1 = 0, les racines sont — , les solutions

sont donc les fonctions de la forme

tis e t? <Asin@ —i—BCOS@) (A, B) € R%

Une base de I'ensemble des solutions est (fs, f3).



8.

10.

Soit A € R. Décrivez l’ensemble des solutions de I’équation différenticlle y" + v +y = Ae'.
On a déja trouvé les solutions de I’équation homogéne, on cherche donc une solution particuliére

sous la forme y, : t — ae’, a € R. On trouve a = 3 I’ensemble des solutions est donc

\/_t

{t|—>Ae sm@%—B_mcs 3 el (A, B)ERQ}

A
Attention, j’ai vu trés souvent 3 qui devenait C' quelconque (et donc l’ensemble des solutions

était G, c’est fauzx | Le coefficient devant €' est unique et dépend de \

En déduire que Ker(T) C G.

Si f est une solution, alors g = 7 + f'+ f vérifie ¢ = g donc il existe A € R tel que g : t — e,
f est donc solution de
Y +y +y = A,

V3t A

3t
donc il existe (A, B) € R? tel que f : ¢+ Ae */%sin \/2_ + Be 2 cos ~—— 5 T get. On a donc
bien f € G ce qui montre Ker(7) C G.
Conclure

On a montré, par double inclusion, que ’ensemble des solutions de & est G, une base de
I'ensemble des solutions est donc (f1, fa, f2)-
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