Correction du TD n 20

Correction 1 Une base de R;[X] est (1,X), une de vect ((1+ X + X?)) est (1 +
X +X?), la concaténation est la famille (1, X, 1+X +X?), famille de trois polynémes
non nuls de degrés distincts, c’est donc une famille libre de Ro[X]. Comme elle est
de cardinal 3, c’est une base de Ry[X] donc les ssev sont supplémentaires.

Correction 2 On a F = {(z,y,—z,—y),(z,y) € R?*} donc dim(F) = 2 et
dim(F") = 1. Les deux espaces sont en somme directe, on a donc dim(F © F’) =
dimR? et comme on a 'inclusion F & F' C R3, on en déduit 'égalité F & F' = R3
donc les deux espaces sont supplémentaires dans R3.

Correction 8 Soit X = (z,y,2) € R3. On raisonne par équivalence :
XelFse 2r—y=0=x+=2
& 20 =y = -2z
& X = (z, 2z, —x).

Par équivalence, on a montré que F' = Vect ((1,2,—1)).

Soit X = (x,y,2) € R%. On raisonne par équivalence :

XeGe z+y+2=0

=4 Z=—T—Y
~ X:(xaya_x_y)
o X =2(1,0,—1) + y(0,1, —1).

Par équivalence, on a montré que G = Vect ((1,0,—1), (0,1, —1)).

On a dim(F) +dim(G) = dim(R?). Pour montrer qu’ils sont supplémentaires dans
R3, il suffit donc de montrer qu’ils sont en somme directe.
Soit X = (z,y,2) € FNG, alors 2z =y = —2z et x +y+ 2 = 0 d’ou 2z = 0 puis
X =(0,0,0). La somme est bien directe et les espaces sont supplémentaires.

Soit X = (z,y,2), on sait que X peut s’écrire comme la somme d’un élément de
F et d’un élément de G, ce qui signifie qu’il existe (a,b,c) € R? tel que :

X = (a,2a,—a)+ (b,e,—b—c).

eG

er

On a p(X) = (a,2a,—a), on cherche donc a. En identifiant les coordonnées, on
obtient :

a+b = x
2a + ¢ = vy
—a—b—c = =z
En additionnant toutes les lignes, on obtient a = # Ainsi,
r+y+z
p(ﬂc,y, Z) = T (1a 2; _1) .

Correction 4 1. Si la somme était directe, on aurait dim(F @ G) = dim(F') +
dim(G). Or, F &G est un sous-espace vectoriel de E, sa dimension ne peut donc
pas étre strictement supérieure & celle de E. La somme n’est donc pas directe.

2. La somme n’est pas nécessairement directe. Prenons par exemple E = R3[X],
F = Vect(1,X) et G = Vect(1, X3). Alors dim(F) + dim(G) < 4 mais les deux
espaces ne sont pas en somme directe.

Correction 5 On raisonne par analyse synthése.

Analyse :Soit M € M,(R). On suppose qu’il existe une matrice symétrique S et
une matrice anti-symétrique S telles que M = S + A.

Alors {(M) =%(S)+%(A)=S—A. Onadonc M =S+ Aet {(M)=S5—A don

g MAM) oy MM
2 2

Synthése :Soit M € M>(R), on pose S = M+Tt(]\/[) et A= M_Tt(]\/[) Montrons
que

e M=S5S+A

e S est symétrique

e A est antisymétrique.

Onasya= Mt (D) +M_;(M) — M.

Par ailleurs, *(S) = t(]\4)—+M = S par linéarité de la transposée, donc S est
symétrique. De méme, on a ‘(A) = MT_M = —A donc A est antisymétrique.

On a montré que tout élément de M, (R) s’écrit comme la somme d’une matrice
symétrique et d’'une matrice antisymétrique. De plus, par la phase d’analyse, on a



montré 'unicité de I’écriture. Ainsi, les deux ensembles sont bien supplémentaires
dans M, (R).
On cherche une base de S, (K). Soit A = (a;;) € M,,(K). Ona A= >

1<i,i<n

a;ij Eij
ou Ej;; désigne les matrices élémentaires.
Ae S, (R) <V(i,j) e [1,n]? aij = aj
S A= ) aij(Bij+Ej)+ Z aiiEi;

1<i<j P

La famille (E; + Eji), <, <i<n concaténée avec (Ej;)1<ign est une famille généra-
trice de S, (K). Par unicité de 1’écriture, c’est une base.

Correction 6 On commence par déterminer la forme générale d’un élément de F.
Pour cela, on prend (z,y, z,t) € R* et on raisonne par équivalence :

r + y + =z = 0
(@.y,z0) € F < 2c — y 4+ 22 + t =0
o t = 3y
z = —x—y.

Une base de F est donc (). On pose G =
Vect ((0,0,1,0),(0,0,0,1)). La famille

{($7yvzat) €R4,1‘:y:0} —

((15 05 _17 0)5 (07 17 _15 3)7 (07 07 170)7 (07 05 07 1))

est échelonnée donc libre, de cardinal 4 donc c’est une base de R*. On en déduit que
F et G sont supplémentaires dans R*.

Correction 7 1. On
((X - Z)Xk)ogkgn—l
sous-espace vectoriel de R,,[X] et d’en donner une famille génératrice.
Soit P € R, [X]. On raisonne par équivalence :

va montrer que F est l’espace engendré par
ce qui permettra & la fois d’affirmer que F est un

PeFe (X-2)P
© 3Q € Ry [X], P(X) = (X = 2)Q(X)
n—1 n—1
& Q=D ap X, P(X) = a (X —2)XF)
k=0 k=0
= P € Vect (((X - 2)Xk)0<k<n_1) .
Par équivalence, on a montré que F = Vect (((X - 2)Xk)0<k<n—1) donc F
est bien un sous-espace vectoriel de R,,[X] et une famille génératrice de F' est

(X —2)x%)

0<k<n—1"

2. Soit P € R,[X]. On fait la division euclidienne de P par (X — 2). Le reste
est de degré strictement inférieur & 1 donc c’est une constante. Il existe donc
(Q,r) € R,[X] x R tel que :

P(X) = (X —2)QUX)+ 1
cF €R

On a montré qu’un polynome de R,,[X] s’écrit comme la somme d’un élément
de F et d’un élément de R ce qui montre I'inclusion :

R,[X]C F+R.

L’inclusion réciproque étant claire, on a I’égalité. Reste & montrer que la somme
est directe ce qui est clair étant donné que le seul polynéme constant admettant
2 pour racine est le polynéme nul. On a donc :

FOR =R,[X],

et Iensemble R des polynémes constants est un supplémentaire de F dans
R, [X].

On peut aussi dire que la concaténation d’une base de F' et d’une base de Ry[X]
est une base de R, [X].

En effet, la famille (1, (X —2), X (X —2),..., X" }(X —2)) est libre car de degrés
distincts. Elle comporte n + 1 éléments, c’est donc une base de R,,[X]. On en

déduit que Ry[X], Pensemble des polyndmes constants, est un supplémentaire
de F dans R, [X].

3. Pour k =0, on a R = Vect(1) supplémentaire de F' d’aprés la premiére question
et il est engendré par un polynome de degré 0. Soit maintenant k € [1,n],
montrons que 1+ X*~!1(X — 2) engendre un supplémentaire de F. On raisonne
par analyse-synthése.

Analyse :Soit P € R, [X], supposons qu'’il existe @ € F et A € R tel que :

P=Q+A(1+X"1(X-2).
Pour X =2, 0on a:

P2) =Q(2)+ X
Acar Q € F

On a donc A = P(2).
Synthése :Soit P € R, [X].
On pose A= P(2) et Q =P — X (1+ X" (X —2)). On a alors :



o A(1+X"1(X —2)) € Vect (1+ XF (X —2)),
e Qe FcarQ(2)=P(2)—A=0,
e P=Q+X(1+ X" (X —2)) par définition de Q.

On a montré que tout polynéme P peut s’écrire comme un élément de F' et d’un
élément de Vect (1 + X*~1(X — 2)). De plus, d’apreés la phase d’analyse, cette
écriture est unique. On en déduit que les espaces F' et Vect(1 + X* (X — 2))
sont supplémentaires. On a bien trouvé, pour tout k € [0, n] un supplémentaire
engendré par un polynéme de degré k.
Remarque: Ici, on a simplement pris un élément de degré k qui n’appartient pas
a F'. Vous pouvez montrer (par que la dimension d’un supplémentaire est ici 1), que
pour tout P ¢ F, on a Vect(P) supplémentaire de F' dans R, [X].

Correction 8 1. F; n’a que deux éléments, ce n’est pas une base de R3.
2. F, a quatre éléments, ce n’est pas une base de R3.
3. On regarde si la famille est génératrice de R3:

vect ((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)) 2,3),(0,—3,—6), (0,—6,—12)) (v2

,2,3),(0,1,2)) car les deux derniex

On en déduit que I'espace engendré par F3 est de dimension 2 donc il n’est pas
égal a R? et F3 n’est pas une base de R3.

= vect ((

1,
= Vect ((

4. On procede par disjonction de cas:

e Si eb # 0, alors la famille est échelonnée donc libre. Comme elle est de
cardinal 3, c’est une base de R3.

e Si e = 0, alors toute combinaison linéaire de la famille a comme troisiéme
coordonnées 0, la famille ne peut donc pas engendré R3.

e Si b =0, alors les deux premiers vecteurs sont colinéaires et la famille n’est
pas libre.

On en déduit que F4 est une base de R? si et seulement si eb # 0.
i
Correction 9 On note u; = Zej les éléments de cette famille. Celle-ci est de
j=1
cardinal n avec n = dim(F), il suffit donc de montrer qu’elle est libre pour affirmer
que c’est une base de E. On suppose qu’il existe des réels (A1, -+, A,) tel que :

On remplace U; par son expression :
n n i
E /\iui = E /\i E €j
=1 =1 Jj=1
n [
= E E )\iej

=1 j=1
n n

= E E )\1 €4
j=1 \i=j

Ainsi; on a une combinaison linéaire nulle de la famille (eq,---,e,) qui est libre
donc les coefficients sont nuls. Le systéme correspondant, d’inconnues (Aq,--- ,Ap)
est échelonné, son unique solution est donc (0,---,0) ce qui montre que la famille
(u1,- -+ ,u,) est une famille libre, donc une base de FE.

Correction 10 Soit (v,y,z,t) € R* on raisonne par équivalence :

(z,y,2,t) e G x=3y+2zet t =4y+3z & (z,y,2,t,) =y(3,1,0,4)+2(2,0,1, 3).
— VU2 — 41)1, V3 < V3 — 7’01)

rsQuectelascsGhi=chhathided , 0,4), (2,0,1,3)). Les deux vecteurs (3,1,0,4) et (2,0, 1, 3)
ne sont pas colinéaires, ils sont libres et forment donc une base de G. Pour
obtenir un supplémentaire de G, on compléte ces deux vecteurs en une base de
R*. On pose G = vect ((1,0,0,0),(0,0,0,1)). Montrons rapidement que la famille
((3,1,0,4),(2,0,1,3),(1,0,0,0),(0,0,0,1)) est une base de R*. 1l suffit pour cela
que les quatre vecteurs forment une famille libre puisqu’elle est de cardinal 4 et
dimR* = 4. Supposons qu’il existe ay,--- ,ay des réels tels que :

al(gv 15054) + 042(2,0, 173) =+ 0[3(1,0,0,0) + a4(070705 1) = (0707050)

on a alors :
3a1+2a2—|—a3:0
Oz1:0
04220

4oy 4+ 30 + a4 =0

soit a; = ag = g = ayy = 0 est la famille est bien libre donc c’est une base de R? ce
qui montre que G est un supplémentaire de G dans R*.

Correction 11 11 suffit de montrer que cette famille est génératrice ou libre
puisqu’elle est de cardinal 3. On va montrer qu’elle est génératrice de Ry[X] car
on doit ensuite calculer des coordonnées. On se donne aX? + bX + ¢ € Ry[X],
montrons qu’il existe (A, u,v) € R? tel que :

i=1

aX?24+bX +C=2X + (X — 1) +v(X —1)2



c’est-a-dire :
aX?+bX +c=vX?+ (A +p—20)X + (v —p).

Par unicité des coordonnées, on a :

V=a V=a
A4 pu—2v=>b dou uw=a-—c
v—p=c A=b+a+c

On a montré que tout polynéme aX?2 +bX + ¢ pouvait s’écrit comme combinaison
linéaire de la famille (X, X —1,(X —1)?) donc cette famille est génératrice de
Ro[X]. Comme elle est de cardinal 3, c’est une base de Ro[X].

On cherche les coordonnées de P = 2X2 —5X + 6 dans cette base, c’est-a-dire un
triplet (A, i, v) tel que :

2X% —5X +6=AX +pu(X — 1)+ v(X — 1)%

Le polynome est de la forme aX? 4+ bX + c avec a = 2,b = —5 et ¢ = 6. D’aprés le
calcul fait ci-dessus, on a v =1, u = —4 et A = 3. Les coordonnées de P dans cette
nouvelle base sont donc (3, —4,2)

Correction 12 1. On commence par se dire que cette famille compte n vecteurs
donc elle a le "bon" cardinal pour étre une base de R,,_1[X] qui est de dimension
n (n— 14 1). Si on regarde bien, chaque L; est de degré n — 1 puisque c’est
un produit de n — 1 facteurs (j # 7) de la forme X — a;. On ne peut donc
pas jouer sur les degrés pour montrer la liberté ou le caractére générateur. En
revanche, on observe que l’on connait les racines de ces polynémes. En effet,
si on prend L1, par exemple, il s’écrit comme le produit d’une grosse constante
n

(n;) par H (X —aj), il s’annule donc en les réels (as, ..., an).
j=2

1] (a1 —ay)

=2
De maniére générale, le polynéme L; admet pour racines les a;, a; # a;. Ainsi,
on va utiliser ces racines pour montrer la liberté de la famille.

On se donne donc des réels (A1,...,A,) € R™ tels que

i AiLi(X) =0,
i=1

et on va évaluer cette égalité en les différents a;.

2.

Si on évalue en aj, on aura L;(a1) = 0 pour tout ¢ > 1 donc A1 Lq(a;) =0. Or,
(et c’est tout 1a I'intérét d’avoir divisé par le gros produit moche), on a :

H (a1 — aj)
Ll(al) = J:2 =1.
H (a1 — aj)

On se retrouve donc avec A\; = 0.

On revient a notre égalité qui est désormais :
n
> ALi(X) =0,
i=2

et on évalue en as. On va se retrouver avec tous les L;(az) = 0 pour ¢ > 2 et
Ls(az) =1 donc A2 = 0. En itérant le procédé, on montre que tous les \; sont
nuls donc la famille est libre.

Vous pouvez aussi dire que L;(a;) = d;; (symbole de Kronecker, celui qui vaut
0sii#jet1sinon). Pour tout j € [1,n], on a

D AiLi(a;) = Aj,
i=1
donc Vj € [1,n],A; = 0. La famille (L,..., L,) est donc une famille libre de

R,,_1[X], de cardinal dim(R,,_1[X]) = n, donc c’est une base de R,,_;[X].

(a) On applique (calmement) la définition.

(X — ag)(X - CL3)

LI(X) = (a/l _ a2)(al — a3)7

donc Li(X) = —%(X +2)(X —1).

(X —a1)(X — ag)

La(X) = (az — a1)(az — az)’
donc Lo(X) = =X(X —1).
Lg(X) _ (X —al)(X —ag)

(az —a1)(az —az)’

donc L3(X) = =X (X +2)



(b) Si P € R[X], alors il existe (A1, A2, A3) € R3 tels que
P=MLi+ Lo+ \3L3.

e En évaluant en 0, on obtient : P(0) = A;.

e En évaluant en —2, on obtient P(—2) = As.

e En évaluant en 1, on obtient P(1) = As.
Les coordonnées de P dans la base (Lj,L9,L3) sont donc
(P(0),P(—2),P(1)). On peut maintenant calculer les coordonnées
des polynomes de la base canonique :

e Pour 1, les coordonnées sont (1,1,1).

e Pour X, les coordonnées sont (0, —2,1).

e Pour X?, les coordonnées de X2 sont (0,4,1).
Ces polynomes s’appellent les polynomes interpolateurs de Lagrange (interpolateur
car, grace a eux, on peut construire des polynémes qui prennent des valeurs données
en des points donnés, autrement dit des polynémes qui passent par un nuage de
points, par exemple). C’est ultra classique. Il est donc utile de bien comprendre cet
exercice !

Correction 13 Pour déterminer le rang de ces familles, il faut déterminer la di-
mension de I'espace engendré.

1. Ona:

Vect (F1) = Vect (v1, v1 +v2, ..., v1 +v2+ -+ vg)
= Vect (v1,v2, V9 + U3,..., 00+ ... + Ug)
en enlevant v; & tous les vecteurs de 2 & k
= Vect (v1,v2,v3,...,03+ ...+ vg)
en enlevant vy & tous les vecteurs de 3 4 k

En réitérant le procédé, on obtient :
Vect (F1) = Vect (vy,...,vx) .

Or, on sait que la famille (v1,...,v;) est libre donc de rang k (égal & son
cardinal). On en déduit que Vect (Fi) est de dimension k donc F; est de rang
k.

2. On remarque que la somme des vecteurs de cette famille F5 faut O donc le
rang de cette famille est strictement inférieur & k. De plus, si la somme des
vecteurs de F» vaut O, alors (par exemple) le dernier vecteur vy — v; peut
s’écrire comme combinaison linéaire des k — 1 premiers vecteurs de la famille
(il est égal a 'opposé de la somme des k — 1 premiers vecteurs), on peut donc
"’enlever" dans I'espace engendré :

Vect(Fy) = Vect (v1 — va, vg —v3, ..., Uk_1 — Ug)

Montrons maintenant que la famille (v; — vo, vo — vs, ..., vg—1 — Vi) est libre
ce qui montrera que Fy est de rang k — 1.

On suppose donc qu’il existe une combinaison linéaire nulle de la famille,
autrement dit des réels Aq,..., A\p_1 tels que

A (’Ul — 112) + A2 (’UQ — Ug) 4+ Al (Uk—l — ’Uk) =0g

ou bien, réécrit proprement :

E

—1
Aj (0 = vjt1) = 0.
1

<.
Il

Pour pouvoir utiliser la liberté de la famille (vy, ..., vy), il faut faire apparaitre
une combinaison linéaire nulle de la famille. On écrit donc :

k—1

)

k—1 k—1
A (v —vis) =D v - > A
=1 =1

k-1 k
= E )\j’Uj— E )\i—lvi
j=1 =2

<

Onaposéi=j+1,jvariedelan—1doncivariede2anetonaj=i—1.
Comme 7 une variable muette, on la renomme j, on a donc

k—1 k

= E )\j’Uj— E )\i—lvi
Jj=1 =2
k—1 k

= E )\j’Uj— E )\j—lvj
Jj=1 Jj=2

k—1 k—1
= )\1’1}1 + Z )‘jvj — Z )\j—l'Uj - )\k—lvk
j=2

Jj=2

k—1
= )\1’1}1 + Z ()\J — )\j—l) v; — )\k—lvk
Jj=2

Ainsi, on a réécrit la combinaison linéaire de la famille F5 comme une combi-
naison linéaire de la famille (v1,...,vx), on a donc :

k—1
Aoy + Z (/\j — )\j_l)vj — Ae—1v, = 0g.

Jj=2



La famille (vy,...,vx) étant libre, tous les coefficients de la combinaison linéaire
nulle doivent étre nuls, on a donc :

A1 =0
Ao — M\ =

A3 — Ao =0
Ak—1 — Ah—2 =0
Ap—1 =0

On en déduit que Vi € [1,k — 1], A; = 0. On a montré que la famille

(Ul_'UQ; Vg — V3, ..., 'Uk—l_Uk)

est libre. Comme elle engendre Vect (F2), c’en est une base. Ainsi, F» est de
rang k — 1.

. Nous allons chercher & savoir si la famille F3 est une famille libre. Pour cela,
on suppose qu’il existe une combinaison linéaire nulle de la famille, c’est-a-dire
des réels (Aq,..., ) tels que

A1 (v +v2) + A2 (va +v3) ...+ Aot (Vk—1 + vk) + A (v +v1) = 0,

k—1
soit encore Z i (Vi +vig1) + Mg (v +v1) = 0.
i=1

A nouveau, on va réécrire cette somme pour faire apparaitre une combinaison
linéaire nulle de la famille (vy,...,v). On écrit :

S

8nposey—z+1je[[2 k]

k—1 k—1

=3 A+ > Awigr + (o +v1)
i=1 i=1

dans la deuxiéme somme, on obtient
k—1 k

= Z )\iUi + Z)\jfl’l)j + )\k(vk + ’Ul)
=1 _] 2
k—1

—ZA U1+Z)\z 10 + Ag(ve + v1)

i=1 =2
k—1

(vi + vig1) + A (v +v1)

=M+ Ao+ Y A+ Aic1) + Ok + Mo

=2

])Uk
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Ainsi, on a réécrit la combinaison linéaire de F3 en une combinaison linéaire de
la famille (vq,...,vg), on a donc :

k

()\1 =+ )\k)vl + Z ()\1 =+ /\1‘_1) =0g.
1=2

La famille (vq,...,v;) étant libre, les coefficients sont nuls donc :

A+ A =0
Ao+ Aq =0
A1+ A2 =0
A+ Ap_1 =0

Si k est impair, on a Ay = —Ay = A3 et par une récurrence immédiate, Ay = .
Or A1 + A\ = 0. On adonc A\; = Ay = 0 puis Vi € [2,k — 1], A\; = 0 donc la
famille est libre et elle est de rang k.

En revanche, si k = 2p, on peut prendre \; = (—1)% et on trouve une CL nulle
de la famille, la famille est donc liée. On enléve le dernier vecteur (peut importe
lequel on enléve puisque 'on a trouvé une CL nulle avec TOUS les coefficients
non nuls, on peut donc enlever celui que l'on veut). On suppose maintenant
qu’il existe des réels pq,..., ur—1 tels que

k-1
> wi(vi +vig1) = 0.
k=1

On peut réécrire cette somme sous la forme

ko1
p1v1 + Z (i + pi—1)vi + pr—1v = Op.
1=2

Par liberté de la famille (vy,...,vg), on a ce que ’on peut réécrire :

H1 =0
H2 + Ha =0
fk—1+ pr—2 =0
M1 =0

Le systéme est alors triangulaire donc admet comme unique solution la solution
nulle. Ainsi, on a montré que la famille (v; 4+ v, ..., vp—1 + vg) est libre , elle
est donc de rang son cardinal c’est-a-dire k£ — 1.



En conclusion,
k si k est impair
k — 1 si k est pair

rg(F3) = {

Correction 14 1. Soit X = (,y, 2z) € R3. On raisonne par équivalence:

XeF, &—x4+3y+2=0
Sr=3y+=z
=X =0By+zy,2)
< X =y(3,1,0) + 2(1,0,1)

On a montré que X appartient & Fj si et seulement si X s’écrit comme combi-
naison linéaire de (3,1,0) et (1,0,1) qui est donc une famille génératrice de F3.
Elle libre car les deux vecteurs sont non colinéaires (ou parce que ’écriture de
X en tant que combinaison linéaire est unique), c’est donc une base de Fy qui
est, par conséquent, de dimension 2.

On peut aussi raisonner en disant que F; # R?® donc dim(F}) < 3. Par ailleurs
(1,0,1) et (3,1,0) appartiennent & Fj. Comme ils sont non colinéaires, ils
forment une famille libre de F; qui est donc de dimension au moins 2. On en

déduit que dim(Fs) = 2 et que les deux vecteurs trouvés forment une base de
F.

. Soit X = (z,y,2) € R3. On raisonne par équivalence.

z+y+2=0
r—3y=0
y+y+2=0
T =3y
& X =3y, y, —4y)
< X =y(3,1,-4)

Xelh <

On a montré que X appartient & F} si et seulement si X s’écrit comme combi-
naison linéaire de (3,1, —4) qui est non nul, c’est donc une base de F». On en
déduit que F5 est de dimension 1.

3. Soit M € M>(R). On raisonne par équivalence :

a b 0
MeceF; <3abec)ceR3M=[b a 0
c 0 a+bd
1 0 0 01 0 0 0 0
s3abe)eRM=al0 1 0)|+b[1 0 0)+cf[0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 0
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On a montré que M appartient a F3 si et seulement si M est combinaison

1 00 010 0 00
linéaire des matrices ([0 1 0], [1 O O|let [0 O O
0 0 1 0 0 1 1 0 0

Ces matrices forment une famille libre (I’écrire) donc c’est une base de F3. On
en déduit que F3 est de dimension 3.

3
Correction 15 Soit P = Z arpX* € R3[X]. On raisonne par équivalence :
k=0

PeFeP=aX>+aX?>+aX.

Tout élément de F' s’écrit, de maniére unique (par unicité des coefficients) comme
combinaison linéaire de la famille (X, X2, X3) qui est, par conséquent, une base de
F. Ce dernier est donc de dimension 3.

Correction 16 1. On a (1 + X,1 — X) famille libre car les deux vecteurs sont
non colinéaires. On en déduit que Vect(l + X,1 — X) est de dimension 2. On
a Vect(l4+ X,1— X) C Ry[X] et il y a égalité des dimensions donc égalités des
sous-ev.

2. On note V = Vect((1+ X)?, (1 + X)(1 — X),(1 — X)?). La premiére inclusion
est claire puisque les trois éléments qui engendrent V appartiennent & Ro[X]
qui est un espace vectoriel. Pour I'inclusion réciproque, on peut remarquer que

1+X)*—(1-X)*=4X
donc 4X € V, ce qui implique X € V. On écrit ensuite :
A+X)2+1-X)1+X)-2X=2

ce qui montre 2 € V et donc 1 € V.

Enfin, on a (1+ X)? —2X — 1 = X2 donc X2 € V. On a montré que la famille
(1, X, X?) est une famille de V. Comme elle engendre Ro[X], cela implique
Ry[X] C V d’ou l'égalité.

On peut aussi montrer que la famille ((1+ X)?, (1 + X)(1 — X), (1 — X)?) est
libre. On suppose qu’il existe (A, u,7) tels que

M1+ X +p(l-X)(1+X)+~(1-X)*=0.
En prenant ’évaluation en 1, on obtient A = 0.
En prenant ’évaluation en —1, on obtient v = 0 puis p = 0.

La famille est libre, c’est donc une base de V qui est donc de dimension 3.

Comme c’est un ssev de Ry[X], de méme dimension, on en déduit que V =
Ry [X].



3. Notons A = Vect((1,5,3),(2,8,—1)) et B = Vect((0,2,7),(1,3,—4)). On a :
(0,2,7) =2(1,5,3) — (2,8,—1),
donc (0,2,7) € A et :
(1,3,—-4)=(2,8,—-1) — (1,5, 3),

donc (1,3,4) € A. Comme A est un sous-espace vectoriel de R, on a B C A.

On remarque ensuite que les deux espaces sont de dimension 2 car engendrés
par deux familles libres de cardinal 2 (deux vecteurs non colinéaires). On en
déduit que A = B.

Correction 17 1. On raisonne par analyse/synthése.
Analyse:

Soit (zn)nen € E, on suppose qu’il existe (ap)nen € F et (by)nen € G telles
que (Zn)nen = (an)nen + (bn)nen. Soit n € N, alors

Ty + Tt =ap+ by + ang1 4

Tn+1 + Tn+2 = Ap+1 + bn+1 + An4-2 + bn+2 - bn+1 + bn+2
car an + apt1 = 0 = apt1 + ant2, puisque (a,)nen € F.

On en déduit que 190 + 2Tp41 + T = bpya + 26,41 + by Or, par hypothése,
bnio + by = 2by,41. Ainsi, 4b, 11 = Tpyo + 22511 + 5. On peut faire mieux en
écrivant x, = —Tp13 + Tpyo + Tpa1 done

4bn+l = —Tp43+ 2xn+2 + 3$n+17

On en déduit que pour tout n € N,

by, (—Zny2 + 2Tp41 + 3xp) .

B~ =

Syntheése: Soit (z,,)nen € E. On pose

e = (3

(an)nen = (Tn)nen — (bn)nen

(_xn+2 + 2xn+1 + 3xn)>
neN

On veut montrer que

¢ (an)nen + (bn)nen = (Tn)nen
b (an)nEN eF
b (bn)nEN S G.

1

Le premier point est clair.
. 1 1 1
Soit n > 0,on a a, = b, —x, = 780~ 5%n+1 + 78n+2-

On a donc

an + Ap+4+1 = (zn — Tn4+1 — Tn42 + $n+3) == 07

N

car (z,)nen € E.
On a donc bien (ap)peny € F

Soit maintenant n € N, alors

4 (bpy2 — 2bpy1)

—Tn42 + 4xn+3 - 6xn+1 — Tnt4a

—Tn42 + 4$n+3 - 6$n+1 + LTn+1 — Tnt2 — Tp+3

= —2(13n+2 + 3$n+3 - 5$n+1

= —2Tp42+3 (—.’Z?n + Tpy1 + $n+2) —BTnt1
Tp42 — 2J:n+1 - 3xn

= —4b,,
T bn+1 - bn + bn+1
on a donc bien b, 19 — 2b,41 + b, = 0 donc (by)nen € G.

On a montré que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de
F et d’'un élément de G. De plus, cette écriture est unique d’aprés la phase
d’analyse. On adonc £ =F & G.

.OnaF = {a((-1)"),ey .o € R} = Vect (((=1)"),,cy) donc dim(F) = 1.
On sait que les éléments de G sont de la forme (« + fn),en car 'équation
caractéristique admet une unique racine double égale & 1. Ainsi, G
Vect ((1)nens (n)nen) done dim(G) = 2. On en déduit que dim(E) = dim(F) +

dim(G) = 3.
Correction 18 L’application est linéaire par linéarité du produit matriciel et de la
1 1
transposition car f(X)="'A'X avec A= |1 -1
2 0

Déterminons son noyau, soit U = (uy, uz) € R%2. On raisonne par équivalence :

UeZKer(f) < flu,uz) =1(0,0,0) < u; +us =0,u; —ug=0et 2u; =0

S up =ug =0.

Le noyau est réduit a zéro, I’application est donc injective.
Par le thm du rang, on sait que 'image est de dimension 2 donc ’application n’est
pas surjective. Pour déterminer son image, il suffit de donner deux vecteurs non col-
inéaires (car on est en dimension 2, une famille libre est donc facile & voir) de I'image:
Im(f) = Vect((1,1,2),(1,—1,0)); C’est beaucoup plus rapide que de chercher a

2



quelle(s) condition(s) un élément admet un antécédent mais on n’a pas ’équation
de I'image. Si on veut I’équation de I'image, on peut revenir a la méthode piétonne:
Soit Y € R? et cherchons & quelle(s) condition(s) il existe X € R? tel que f(X) =Y.
On écrit Y = (y1,y2,ys3) et on cherche a savoir s’il existe X = (z1, z2). On doit donc
déterminer si le systéme suivant admet une solution.

T1+ T2 =11
T1 — T2 =Y2

2x1 = y3
Ce systéme est équivalent & :
+
Y1 + Yo n = A8
r = 5 2
yi—y2 © est-a-dire 2y = Y1 — Y2
T2 = T 2
207 = ys3 0 = Ys —Y2—UYs3

Le systéme admet donc une solution si et seulement si y; + yo = ys. L’image de f
est donc ’ensemble des Y = (y1, yo, y3) vérifiant y1 + y2 = ys.

On peut aussi le voir ainsi. Soit ¥ € R3, alors Y € Im(f) si et seulement si YV
est CL de (1,1,2) et (1,—1,0) donc Y € Im(f) & J(\, ) € RLY = \(1,1,2) +
(1, —1,2). On voit que c’est équivalent & chercher si le systéme admet des solutions
donc a chercher la ou les conditions de compatibilité c’est-a-dire précisément ce que
l’on a fait au-dessus.

Remarque. Le systéme précédent, quand la condition de compatibilité est vérifiée,
admet une unique solution. L’application [ est donc injective et le calcul du noyau
fait précédemment est inutile.

Correction 19 par double implication, thm du rang implique pair. Si pair, soit
(e1, .. ., €2p) une base. On définit u par

{

On a alors Ker(u) = Im(u) = Vect(eq, . ..

<5 €ps Ep+1, -
0p  siie L]

u\e;
(c) siie [p+1,2p]

€i—p

,€p)-

Correction 20 Soit f une telle application, alors f(0,1,0) = f(1,1,0)— f(1,0,0) =
(0,0) par linéarité et f(0,0,1) = f(1,1,1) — f(1,1,0) = (0,1). On a donc, toujours
par linéarité, f(x,y,z) = (z,z). Réciproquement, cette application linéaire vérifie
bien ce que I'on souhaite. On remarque que son image contient (1,0) et (0,1) donc
Im(f) = R2. Par le thm du rang, son noyau est de dimension 1 et f(0,1,0) = (0,0)
donc Ker(f) = Vect(0, 1,0).
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Correction 21 Soit y € Im(f — 2idg), alors il existe € E, tel que f(z) — 2z = y.
On a donc :

f)+2y = f(f(z) —2) +2(f(x) - 22)
= f2(x) = 2f(x) + 2f () — 4=
= f%(z) — 4z
:()Ecar f2 :4idE

On a donc bien y € Ker(f + 2idg) d’ou 'inclusion.

D’apres le théoréme du rang appliqué a (f — 2idg), on sait que :
dim (Ker(f — 2idg)) + rg (f — 2idg) = dim(E)

donc il suffit de montrer que la somme est directe.

Soit = € Ker(f — 2idg) NIm(f — 2idg), alors x € Ker(f — 2idg) N Ker(f + 2idg)
d’aprés l'inclusion montrée ci-dessus. On a donc f(x) 4+ 2z = 0 = f(z) — 2z, ce
qui n’est possible que si x = 0.

La somme est directe, on a bien I’égalité souhaitée.

Correction 22 1. On remarque que pour tout P € R,[X], (n+ 1)P — XP’ €
R,[X]. De plus, si deg(P) = n + 1, alors le terme dominant de X P’ vaut
(n+ 1)an;1 X" avec a, 41 le coefficient dominant de P, c’est-a-dire le méme
terme dominant que (n + 1)P. Ainsi, le polynéme (n + 1)P — XP' € R, [X],
I’application est donc bien définie. Elle est linéaire par linéarité de la dérivation.

n+1
2. Soit P =" a;X" € R,y1[X]. Ona
k=0
PeKer(p) < ¢(P)=0
n+1 n+1
&> (n+1D)apXt =" ka,X*
k=0 k=0
SVke[o,n+1](n+1—-k)ap =0
< Vk e [0,n]ar =0
& P = an+1X"+1
& P e Vect(X"H)
On a montré, par équivalence, que ker(p) = Vect(X"1). Une base de Ker(yp)
est (X"T1).
3. D’aprés le thm du rang, le rang de ¢ est n+ 1. On en déduit que 'image de ¢

est de méme dimension que R, [X], et comme Im(p) C R, [X], on a égalité donc
 est surjective.



n+1 n+1
4. On cherche P = Zaka tel que p(P) = X. On doit avoir Z (n+1-
k=0 k=0
k)arX* = X. On a donc, a,y1 quelconque, Vk € [0,n], k # 1, ar, = 0
1
et a; = —. On en déduit que les solutions sont les polynémes de la forme
n
X
AX"HL 4 — avec A € R.
n
X
Correction 23 1. Soit X = [y | € M3 (R),
z

0
X eKergpa < oa(X)=1(0
0
x — 3y = 3y
S —r4y+2z =0 X =
y—2 =

Y
Y
Une base de Ker¢g 4 est, par exemple, composée du vecteur ) .

3. 1l suffit de prendre deux éléments non colinéaires de 'image.

2. Par le thm du rang, on en déduit que rgg 4 = 2.

Par exemple,

1 1 0 0
dal0]=|—-1]etopa|0] =] 2
0 0 1 —1

Correction 24 1. Il suffit de montrer que fof = f ce qui est équivalent & montrer
que :

V(z,y,2,t) €ERY, fo f(z,y,21t) = f(z,y,z21t)

ce qui est immeédiat.

2. On a :
et :
Im(f) =Ker(f —id) = {(x,y,2,t) € R, f(z,y,2,t) = (z,y,2,1)}
={(x,y,2,t) € R* z =t} = Vect ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,1))..
3. On note s cette symétrie, on sait que s = 2f — id, on a donc :

5(1725374) = 2f(1727374) - (1725354) = 2(1727353) - (1725354) = (152535 2)

Correction 25 On calcule ¢4 0 ¢ 4. Soit donec X = (;) € M2 (R), alors

12— 4y
da(r,y) = 1 (_w i Qy)
puis
v\ _ 1 (2Q2r—4dy)—4(-z+2y)\ _ 1 o - _ 1 (22— 4y
pacoa (y) 16 (—(2:17 —4y) +2(-z+2y)) 16 (8716 —de+8y) = 7 ( Z, 2y

On en déduit que ¢4 est bien un projecteur de R%2. Pour déterminer ses éléments
caractéristiques, on doit déterminer son noyau et son image.

On commence par le noyau. Soit X = (;) € M1 (R)?, alors

)= (o) s =mex=(])

2
1
Pour I'image, on sait, par le thm du rang qu’elle est de dimension 1, il suffit donc
1 /2 1
(_1), on en déduit que

T
Y

XGKeI‘(]ﬁA@(ﬁA(

On a montré que Ker¢ 4 = Vect

d’en donner un vecteur non nul. On prend ¢4 ((1)) =1

Tm(ds) = Vect (_21)

. 2 2
On a montré que ¢4 est le projecteur sur Vect <_1> parallélement & Vect (1>

Correction 26 On doit calculer ¢4 0 ¢ 4.

x
Soit X = | y | € M31(R), alors
z

T —8r+4y+=z
baly|=z|de+7y+4z],

z T+ 4y — 8z
z 8lx T
pacdaly| = |8y | =|v

81

81z z

On a bien ¢4 0 ¢4 = idyz,, (r) donc ¢4 est une symétrie.
On doit déterminer Ker(¢a — idpg,, () et Ker(¢a + idpg,, (r)-
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x
Soit X = | y | € M31(R), alors
z
—8x +4y + =z 9z
XEKer(QbA_idM31(R))<:>¢A(X):X<:> de+Ty+4z | = | Y
x4+ 4y — 8z 9z
1
On résout le systéme, on trouve X € Ker(¢a — idyg,, ) < X =z [ 4 |, on a donc
1
1
Ker(pa — idps,, r)) = Vect | 4
1
—8x + 4y + z 9z 0
De méme, X € Ker(¢a + idy,,(v)) < |40 +Ty+4z | + |9 ]| = [0] &
T+ 4y — 8z 9z 0
z+4y+ 2z =0, on a donc
T —4 1
Ker(pa+idp, r) = y| €Mz (R),z+4y+2=0p = Vect 1,10
z 0 —1

Correction 27 On suppose que f est non nulle et on montre que g I’est nécessaire-
ment. Si f est non nulle, il existe zg € E tel que f(x0) # 0. On a donc g(zg) = 0.
Soit maintenant y € E quelconque. Alors f(xg + y)g(zo +y) = 0. Or, par linéarité,

f(@o +y)g(zo +y) = f(zo)g(x0) + f(y)g(x0) + f(20)g(y) + f(y)g(y)-

On sait, par hypotheése, que f(y)g(y) = 0 et g(xg) = 0 donc f(z)g(y) = 0. Comme
on a supposé f(zg) # 0, on a g(y) = 0. Ceci étant vrai pour tout y, g est nulle.

Correction 28 On remarque tout d’abord que F' et G sont des sous-espaces vec-
toriels de H sont F'+ G C H. Déterminons la dimension de ces espaces vectoriels.
Soit P € R3[X]. On raisonne par équivalence :

PeF < P(-1)=P1)=P0)=0
< P est divisible par (X — 1)X (X + 1)
& Jda€R, P=aX (X2~ 1)car P est de degré au plus 3.

On a donc G Vect (X (X? —1)).
Vect (X (X — 1)(X — 2)). Pour H, on écrit :

PeH & P(1)=P0)=0
< P est divisible par X (X — 1)
< J(a,b) e R?, P=X(X?2—~1)(aX +)
& 3(a,b) eR2, P =aX2(X —1)+bX(X —1)

De méme, on montre que H
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Ainsi, on a montré que tout élément de H = Vect (X?(X — 1), X(X — 1)).

On a donc dim(F) = dim(G) =1 et dim(H) = 2. On remarque que F et G sont
en somme directe car le seul polynéme de R3[X] admettant 0, —1, 1 et 2 pour racines
est le polynéme nul. Ainsi, dim(F @& G) =2 or F & G C H d’ou légalité.

Correction 29 Soit M € M, (K), M = (m;;). On pose D = diag(mi1, ..., Mnn),
A= (aij) et B= (bij) avec

aij = {
OnaAdeTletBeT, et M=D+ A+ B.

On a montré que tout élément de M, (K) s’écrit comme la somme d’un élément
de D, (K), un élément de T, et un élément de T, .

Montrons 'unicité de Dlécriture. Soit M = (my;) € M,(K).

mij sii<j sit>j

0

mij

0

et bij

sinon sinon

On suppose

que M = D+ A+ B avec (D,A,B) € D,(K) x T.F(K) x T, (K). On note
D = diag(d,...,dn), A = (a;j) et B = (b;;). Alors, par identification des coef-
ficients, on a
a;; sii<j
mi; = d; sii= j .
bij sit > ]

Ainsi, les matrices A, B et D sont uniques. On a donc bien
M, (K) = Dn(K) & T, (K) & T, (K).

Correction 30 Tout élément de F  s’écrit donc
((1,0,-1,0),(0,1,—1,3)) est une base de F.

La famille :

(177% -z Y, 3y)

((1,0,—1,0),(0,1,—1,3), (0,0,1,0), (0,0,0, 1))
est une famille échelonnée de R* donc libre. Comme elle est de cardinal 4, c’est une
base de R*, on peut donc affirmer que Vect ((0,0,1,0), (0,0,0,1)) est un supplémen-
taire de F' dans R%.
Correction 31 On va compléter la famille :
(X =1)% (X +1)?)

en une base de Ry[X]. Montrons que la famille :

(X —1)%(X+1)% (X -1)(X +1))



est une base de Ry[X]. Comme elle est de cardinal 3, il suffit de montrer qu’elle est
libre. Soit donc A1, A2, A3 des réels tels que :

MX =12+ X +1D)2+ (X - 1)(X +1)=0.
Ce polyndme est nul, son évaluation en 1 est donc nulle ce qui donne :

A2 =0.

De méme, son évaluation en -1 est nulle donc Ay = 0. On a donc, en revenant 3
I’équation initiale :

A3(X —1)(X+1)=0,
donc A3 = 0, ce qui montre que la famille est libre. On en déduit que c’est une base
de Ry[X] donc Vect (X2 — 1) est un supplémentaire de Vect ((X — 1)2, (X +1)?).

Correction 32 Comme la famille est de cardinal 3, qui est la dimension de R3, il
suffit de montrer qu’elle est libre. On suppose donc qu’il existe «, 3,y trois réels tels
que :

ou + Bv + yw = Ogs.

On a donc :
a+v=0
a+B+v=0
a+pB=0

ce qui impose o = 8 = a = 0 et la famille est libre, donc c’est une base de R3.

Correction 33 Soit (x,y,2,t) € RY On raisonne par équivalence :

(z,y,2,t) eFt=0, x=yet 3y=z2< (x,y,2,t) = (x,2,32,0) = z(1,1,3,0).

Le vecteur (1,1, 3,0) est donc une famille génératrice de F' et comme il est non-nul,
c’est une famille libre, donc une base de F.

Pour obtenir un supplémentaire de F, il suffit de compléter ce vecteur
en une base de R% On peut la choisir échelonnée en prenant les
trois vecteurs suivants: (1,1,1,1),(1,1,0,0) et (1,0,0,0). La famille
((1,1,3,0),(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,0,0)) est une base de R* car elle est
échelonnée (donc libre) et de cardinal 4. Un supplémentaire de F est
vect ((1,1,1,1), (1,1,0,0), (1,0,0,0)).

) 3

Correction 34 1. 1l suffit de montrer que les vecteurs forment une famille li-
bre puisqu’elle est de cardinal 3 et dimR? = 3. On suppose donc qu’il existe
a1, o, ag des réels tels que :

1V1 + Qo9 + (vgv3 = (O, 0, 0)
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On a
a; —2a9+3a3 = 0
—2a1 +3a2+2a3 = 0
3(,Y1 — 9 + a3 = 0
oz1—2a2+3a3 = 0 al—O
& —as+8as3 = 0 (L2<—L2+2L1) &= Qg =
Sas —8az = 0 (L3 < L3 — 3L1) 6%} 0

La famille est bien une famille libre et forme donc une base de R2.

2. Sans calcul, on trouve que les coordonnées de (0,0,0) sont (0,0,0) et ceux de
(1,-2,3) = vy sont (1,0,0).

Correction 35 1. Soit (z,y,z,t) € F, alors  + 2z = 0 et 3y = 2z donc :

3
071707_

2)'

(x,y,2,t) = 2(1,0,—1,0) + y(
Une famille génératrice de F est donc :

(0o for03)).

les deux vecteurs étant non colinéaires, c’est une famille libre, ce qui implique
que c’est une base de F'. Celui-ci est donc de dimension 2.

3
0,1,0, =
7772

. Pour déterminer un supplémentaire de F', il suffit de compléter la base de F
en une base de R*. En rajoutant les vecteurs (1,1,0,0) et (1,0,0,0), on ob-
tient une famille échelonnée donc libre. Comme elle est de cardinal 4, c’est
une base de R* ce qui nous permet d’affirmer qu’un supplémentaire de F est
vect ((1,1,0,0),(1,0,0,0)), dont une base est ((1,1,0,0), (1,0,0,0)).

Correction 36 Soit P € R3[X]. On raisonne par équivalence :

PeG < P(1)=0=P(2)
< P est divisible par (X — 1)(X — 2)
< J(a,b) e R?, P(X) = (X —1)(X —2)(aX +b)
& a,b) €R?, P=aX(X —1)(X +2)+b(X —1)(X —2)

On a montré que tout élément de P s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire de (X(X —1)(X +2), (X — 1)(X + 2)), l'unicité de I’écriture découlant de
celle de la division euclidienne. Cette famille est, par conséquent, une base de G. Le
sous-espace vectoriel G est donc de dimension 2.



X) =tA'X avec

> et le produit matriciel et la transposition sont linéaires. Soit

Correction 37 L’application est linéaire, car elle peut s’écrire f(
A (2 -3 1

1 -1 &
X = (z,y, 2) € R3, on raisonne par équivalence :

3
= p13(X) = (0,0)
& 2 —3y+z,x—y+2/3)=

{

En faisant Lo < Lo — Ly on obtient z = 0 puis z = 3y. On a donc

X € Ker(p13) 0.0
0,0

On doit résoudre le systéme

=0
=0

20 — 3y + 2
3z —3y+ =z

X € Ker(p13) & X = (0,y,3y) < X € Vect(0,1,3),
donc ker 13 = vect(0, 1, 3).

On utilise maintenant le thm du rang: on sait que 'image est de dimension 2. Or
c’est un ssev de R? donc Im(p) = R2.

Sans utiliser le thm du rang, c’est plus long : Soit (a,b) € R? (espace d’arrivée).
On cherche a savoir & quelle(s) condition(s) sur (a,b), il existe (z,y,2) € R? tel
que p13(z,y,2) = (a,b). Autrement dit, on cherche pour quel(s) couple(s) (a,b), le
systéme :

admet des solutions. On fait Ls < 3Ly — L1, on obtient :

{

Le systéme est alors triangulaire donc il admet toujours des solutions. Ainsi Imp =
R2.

=a

=b

2r -3y + =z
x—y+2z/3

2z — 3y + =z
x

=a

=3b—a

Correction 38 Soit U,V € R3et A€ R, on a U = (a,b,c), V = (d,e, f), alors :

fOU4V) = fa+d,\b+e e+ f)
=Na+d+Xo+e2Nc+ f),\b+e+ A+ f)
=Aa+b)+d+e 2 e+2f,A\b+c)+e+f)
=AU+ F(V)

Ainsi, f est linéaire. Comme on nous demande de déterminer sa bijection réciproque,
on va chercher a résoudre le systéme f(U) = V. Soit donc V = (d, e, f) et on cherche

U = (a,b,c) vérifiant f(U) = V. Il nous faut résoudre le systéme suivant, d’inconnue

(a,b,c) :
a+b = d
2c = e
b+c = f
On trouve (a, b, c) = (d f + 5 f- ) La bijection réciproque de f est donnée
.Y Q Q)
par (z,y,z) — (w z+ 2,,2 55)

Correction 39 Soit P € K, [X], on raisonne par équivalence :

PcF @P(al)
@H

< 3Q € K,,—[X], P

_P(ak):()

—a;)|

k

O - e

i=1
ZCJXJH

i=1

< 3(co, s Cnp) € KPR P(X —a;)

On a montré qu'un polynéme P est un élément de F si et seulement
k n—k

X[ x - ai)>

i=1
De plus, les coefficients de

g’il g’écrit comme combinaison linéaire de la famille (

k
(I | (R I
ceztttle comblnalson hnealre sont uniques donc c’est une base de F' qui est donc de
dimension n — k.

(On peut aussi dire que les degrés sont distincts donc la famille est libre). Les
éléments de la base de F' trouvée sont de degrés k a n. On peut donc compléter cette
famille en une base de K, [X] en rajoutant les vecteurs (1,..., X*~1). Ainsi, le ssev
Vect(1,...,X*1), c’est-a-dire K;_1[X] est un supplémentaire de F dans K, [X].

_az _a”L

Correction 40 On se donne F' et G deux ssev de E de méme dimension. On
commence par poser s = dim(F N G), n = dim(E) et p = dim(F) = dim(G). Si
s # 0, on prend une base (e1,...,es) de FFNG. On va compléter cette famille libre
de E de deux facons différentes :

e Tout d’abord de telle sorte que (eq, ...,

€s,Ul, ..., Up_s) SOit une base de F.

e Puis telle que (eq,...,e€s,01,...,U,_s) sOit une base de G.
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Dans le cas ot s = 0, on prend juste une base de F' et une base de G. On sait, d’aprés
le cours, qu'une base de F' + G est la famille (eq,...,es,u1,..., Up_s,V1,...,Up_s)
(cf démonstration de la formule dim (F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)).

Avec nos notations, on a dim(F + G) = 2p — s. Si 2p — s = n, cela signifie que
F+G=F (onaF+G C E et mémes dimensions). Si ce n’est pas le cas, on
peut compléter cette famille libre de E en une base de E en rajoutant des vecteurs
(wl, . 7wn—2p+s)‘

A ce stade 14, on sait que la famille :

(€1,...,€5,U1,.. s Wn—2pts)

<y Up—s, V1, .-, Up—s, W1, -

est une base de F.
On pose H = Vect(u1 + v1,...,Up—s + Up—s, W1, . .
est un supplémentaire commun & F et G dans FE.
On commence par montrer que la famille

., Wn—2p+s). Montrons que H

(ul +v1,.. -5 Up—s + Up—s, W1, - - ~uwn—2p+s)

est bien une base de H. Il suffit, pour cela, de montrer qu’elle est libre. On peut,
pour éviter tout calcul, remarquer que, par opérations sur la famille

(617" '7655u15"'aup—57lul7'"7Up—57wla"'7wn—2p+s)7

la famille

(ela-~ <5 €y ULy v oy Up—s, U + vy, .. < Up—s +’Upfs;wl7~~~uwn72p+s)

est aussi libre. La famille

(ul + V1, Up—s + Vp—s, W, - '7wn—2p+s)

est alors une sous-famille d’une famille libre, elle est donc libre.
Par ailleurs, on vient de dire que la concaténation d’une base de F' et d’une base
de H formait une base de E (la concaténation est la famille :

(615 s€ey UL,y Upg, Ul F U1y v oy Upes + Ups, W1,y -« -« s Wn—2pts)
ci-dessus).
Ainsi, H est bien un supplémentaire de F' dans FE.
Avec le méme raisonnement, on part de la base
(€1, ey Uty Upgy, U1y Upegy, Wi, e e oy, Wi—2pts)
de E. Par opérations élémentaires, la famille
(€1, s €e, UL F V1, .oy Up_s F Up_s, V1, oy Up—s, Wi, - o, W 2pts),
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est aussi une base de E. On peut permuter ses éléments et obtenir que

(617” -3 €5, V15, Up—s, U1 +v1,.. - Up—s +Up—s;wla-~ '7wn—2p+s)7

est une base de E. C’est la concaténation d’une base de G et d’une base de H donc
H est bien un supplémentaire de G dans E.
On vient de montrer que H est un supplémentaire commun de F' et G dans F.

Correction 41 Montrons que Im(u) = u(F) par double inclusion. On a u(F) C
Im(wu), montrons I'inclusion réciproque. Soit donc y € Im(u), alors il existe x € F
tel que u(z) = y. Or z s’écrit a + b avec (a,b) € Ker(u) x F. On a donc u(z) = u(b)
puisque u(a) = Og. Ainsi, y admet un antécédent dans F donc y € u(F) ce qui
montre Uinclusion Im(u) C u(F) d’ou égalité.

Ainsi, on a Im(u) = u(F) d’ou rg(u) = dim(u(F)). Or, d’aprés le théoréme du
rang, rg(u) = dim(F) — dim(Ker(u)) et I’égalité Ker(u) & F = F implique 1’égalité
dim(F) = dim(F) — dim(Ker(u)), on a donc :

dim(F) = dim(u(F)).

Correction 42 1. Montrons que rg(f o g) < rgf et rg(f og) < rgg ce qui impli-

quera :
rg(f o g) < min(rgf,rgg).

On a g(F) C E donc fog(E) C f(E). Cela implique rg(f o g) < rgf.

Si on applique le théoréeme du rang a f[,(g), on obtient :
dim(g(E)) = dimKer (f|yz)) + 18 (fla(m))
dou dim(g(E)) > g (fly(r) - Or dim(g(E)) = rg(g) et
18 (flym)) = dimf o g(E) = 1g(f 0 9)
d’ou l'inégalité rg(f o g) < rg(g).
. On aIm(f+g) C Imf + Img donc :
rg(f +g) < dim(Im(f) +Im(g)) < rg(f) +rg(9),

ce qui montre la premiére inégalité. Par ailleurs, en appliquant ce résultat a
f=(+g) +(=g)et g=(f+g)+(—f), on obtient :

rg(f) <rg(f +g) +18(—9) et rg(g) <rg(f +g) +rg(—f),
d’oti, comme rg(—g) = rg(yg) et rg(—f) =rg(f) :
rg(f) <rg(f +g) +18(g) et rg(g) <rg(f +9g) +ra(f),

ce qui implique rg(f + g) > rgf —rgg et rg(f + g) > rgg — rgf d’ou l'inégalité
souhaitée.



3. On suppose f+g un automorphisme et fog = 0. Si f+g est un automorphisme,
on arg(f+g) =n. D’aprés la question précédente, on a donc rg(f)+rg(g) > n.

On sait également que f o g =0, ce qui implique Im(g) C Ker(f) donc rg(g) <
dim(ker(f)). Par ailleurs, on a rg(g) + rg(f) = rg(g) + n — dim(Ker(f)) > n
donc rg(g) > dimKer(f). On en déduit que rg(g) = dimker(f) et comme on a
une inclusion, on a égalité.

Correction 48 Montrons que Ker(¢) = {(z, —z),z € F'N G}. L’inclusion :
{(z,—x),z € FNG} C Ker(yp)

est claire. Soit maintenant (z,y) € Ker(¢). Alors x +y = 0g. On a donc :

T = —y.
~N
er =te]

On a donc z € FNG donc (z,y) € {(x,—x),z € F NG}, d’ou I'égalité.

Il reste maintenant & se convaincre que dim {(z, —z),z € FNG} = dim(F N G).
Pour cela, on considére une base (e1,--- ,e,.) de FF'N G. Alors, pour tout élément
(a,—a) de {(z,—x),x € FN G}, il existe un unique r-uplet (o, - ,a,) € R" tel

que a = E a;e;. On a alors :
i=1

(a7 _a) = (Z Q; €4, _Z €i> = Z O!i(ei, —ei).
=1 =1 =1

On a montré que (a, —a) s’écrit, de maniére unique, comme une combinaison linéaire
de la famille ((e;, —€;)); ¢, Ainsi, cette famille est une base de Ker(¢p) car elle est
de cardinal r donc dimKer(y) = dim(F N G).

Montrons maintenant que Im(p) = F + G. 1l est clair que Im(yp) C F + G.
Montrons Pautre inclusion. Soit donc z € F + G, alors il existe un couple (a,b) €
F x G tel que x = a+b = @(a,b). Ainsi, z € Im(p). On a donc F + G C Im(p)
d’on Pégalité. Ainsi, rg(¢) = dim(F + G).

Appliquons maintenant le théoréme du rang & ¢ :

dim (F x G) = dim(F N G) + dim(F + G).
Comme dim (F x G) = dim(F') + dim(G), on retrouve ’égalité de Grassman.

Correction 44 Soit m = rg(f) = dimKer(f) et (y1,-- ,ym) une base de Ker(f).
Pour tout i € [1,m], on choisit x; un antécédent de y; par f. Montrons que la famille
(1, y&Tm, Y1, ,Ym) est une base de E. Elle est de cardinal dim(FE) d’aprés le
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théoréme du rang, il suffit donc de montrer qu’elle est libre.
Soit (A1, Ams M1, - lm ) € R?™ tel que :

Z)\ﬂ?i + Zujyj =0g.
i=1 j=1
On applique f a I’égalité, par linéarité, on obtient :
O =Y Nf(z:)+ > nify;)
i=1
3
i=1
On obtient une combinaison linéaire nulle de la famille (yq,---,ym,) qui est libre
puisque c’est une base de Ker(f). On en déduit que Vi € [1,m], \; = 0.

Jj=1

sy;car y; € Ker(f) et f(x:) =y

En revenant & 1’égalité de départ, on a Z,U;jyj = Og et on utilise, & nouveau,
j=1
la liberté de la famille (y1,--- ,y,,) pour affirmer que p; = 0,Vj € [1,m]. Ainsila
famille (z1, -+, Tm, Y1, "+, Ym) €st une base de E.
Montrons I'existence de g par analyse-synthése.
Analyse :Supposons qu’il existe une telle application g € (E). Alors, on a :

Vi € ﬂlan]]a fog(xz) +gO f(xl) = Iy,
ce qui est équivalent a f o g(x;) + g(y;) = z; car f(z;) = y;.
On a également :

Vie [1,n], fog(y:)+gof(y)=wvi

ce qui est équivalent & f o g(y;) = y; car f(y;) = Og. En posant g(y;) = x; et
g(x;) = 0g, on a bien les deux égalités souhaitées.

Synthése :Soit g € (E) Papplication définie par g(y;) = x; et g(x;) = 0g. Cette
application est bien définie car on l’a définit sur une base de E. Montrons que
fog+gof=idg.

11 suffit de montrer que cette égalité est vraie sur une base de E.

Soit i € [1,m], on a :

fog(xi)+go flxz:) = f(Or) + g(y:) = 4,

et

fog(yi) +go flyi) = f(x:) +9(0r) = -



L’égalité est vraie sur une base de E. Par linéarité, elle est vraie pour tout x € F
donc fog+go f =idg. Par analyse-synthése, on a montré qu’il existe g € (F) telle
que fog+go f=idp

Correction 45 On suppose que R™ = Im(f) @ Ker(f), montrons que Im(f)
Im(f2).

On sait déja que Im(f?) C Im(f) car c’est vrai pour tout endomorphisme. En
effet, si y € Im(f?), alors il existe z € R", y = f?(x). Or f2(x) = f(f(x)) € Im(f)
donc Im(f) C Im(f?).

Montrons maintenant l’autre inclusion. Soit donc y € Im(f). Alors il existe
x € R, f(z) = y. On utilise maintenant I’égalité R™ = Im(f) & Ker(f). On peut
donc écrire x = a + b avec a € Im(f) et b € Ker(f). On traduit ¢ € Im(f) par
Pexistence de a’ € R™ tel que a = f(a’). Remplagons maintenant = = f(a’) 4+ b dans
y = f(z). On obtient :

y=f@)=f(f(d)+b)=fofla")+f(b)=fofla),

car b € ker(f). On a donc y = f2(a’) ce qui montre que y € Im(f?). Ainsi, on a
montré linclusion Im(f) C Im(f?) d’ou I'égalité, par double inclusion.

On suppose maintenant que on a Im(f) = Im(f?), montrons que Ker(f)
Ker(f?).
On applique le théoréme du rang & f et a f2 :

n= dim(ker(f)) + Tg(f)’

et

n = dim(ker(f?)) + rg(f?).
Comme Im(f) = Im(f?), on a rg(f) = rg(f?) donc nécessairement dim(Ker(f))
dim(Ker(f?)).

Par ailleurs, on a Ker(f) C Ker(f?) car ceci est vrai pour tout endomorphisme.
En effet, si € Ker(f), on a f(z) = Ogn donc f (f(z)) = f(Orn) = Ogn.

On a donc ker(f) C Ker(f?) et dim(Ker(f)) = dim(Ker(f?)) donc les deux espaces
sont égaux.

Supposons maintenant Ker(f) = Ker(f?) et montrons que R™ = Im(f) & Ker(f).
On va, tout d’abord, montrer que la somme est directe. Soit donc x € Ker(f)NIm(f).
On a donc z = f(a) avec a € R" et f(z) = Ogn. Ainsi, f?(a) = Og». On a donc
a € Ker(f?). Or, on a supposé Ker(f) = Ker(f?) donc a € Ker(f). Cela implique
f(a) = Ogn et comme z = f(a), on vient de montrer que z est nul. Ainsi, on
Ker(f) NIm(f) = {Or~} et la somme est directe.

Considérons maintenant le ssev Im(f) @ Ker(f). Comme la somme est directe, sa
dimension vaut dim(Im(f)) + dim(Ker(f)), ce qui est égal, d’aprés le théoréme du
rang, & n. Ainsi, Im(f) @ Ker(f) est un ssev de R de dimension n, il est donc égal
4 R"™ donc on a:
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Im(f) & Ker(f) = R".

Ceci achéve de montrer la derniére implication. On a montré ’équivalence des
trois assertions.

Correction 46
Gyt
Soit donc y € F, 41, alors il existe x € E tel que y = u"*!(x). On remarque que
Pon peut écrire y = v (u(x)) avec u(x) € F, ce qui montre que y appartient a
F,. On a donc

1. On veut montrer que pour tout n € N, F,1y C F, et G,, C

Fn-l—lCFn

D’autre part, soit z € G,, alors u"(z) = 0 et en appliquant w, on obtient
u"(z) = u(u™(x)) = u(0) = 0 puisque u est linéaire donc z € G, ;1 ce qui
montre que

La suite (dim(F,))nen est décroissante, minorée par 0 donc convergente.
Comme c’est une suite d’entiers, il existe Ny tel que Vn > N, dim(F},)
dim(Fy,). Comme on a, pour tout n > Ny, F,, C Fy,, on en déduit que pour
tout n > Ny, F,, = Fn,.-

On note N le plus petit entier a partir duquel la suite (Im(u™))nen est sta-
tionnaire, on a alors rg(u®) = rg(u”), Yk > N; d’aprés le théoréme du rang,
cela implique que dim (ker u*) = dim(keru?), Yk > N. Comme on a également
Vk > N, ker(u") C keru*, on en déduit que la suite des noyaux est également
stationnaire & partir de l'entier V.

. Soit z € E, alors u" (z) € Imu™. Or, la suite (Im(u,))nen étant stationnaire a
partir du rang N (et 2N > N), on a Im(u") = Im(u2?"). 1l existe donc a € E
tel que u¥(z) = u*N(a) ot x — u™ (a) € keru®.

On pose b = x — u”(a), on a alors * = u™(a) + b avec b € keru®. On donc
montré que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de Imu®
et de keru®.

Montrons maintenant que la somme est directe. Soit donc = € ker Y N Imu®,
alors u™ (x) = 0 et il existe a € E tel que z = u"(a), on a donc a € ker u?".
Or, toujours parce que la suite (Keru™),cy est stationnaire a partir du rang
N (et que 2N > N), on a ker(u*V) = keru donc a € Ker(u) c’est-a-dire
ulN(a) = 0 = z. On a montré que la somme est directe.



3. Soit € Imu”, alors il existe a € E tel que + = u’(a). Montrons que
u(z) € Im(uY). On a u(z) = u¥*1(a) € Imu™ !, Or Im(uN*t1) = Imu® donc
u(x) € Im(u®), ce qui montre que Imu” est stable par u.

N(y) = 0. Comme u est linéaire, on a

N

De méme, soit y € keru®, alors u
uNF1(y) = 0 donc u” (u(y)) = 0 ce qui montre que u(z) € Ker(uv) donc ker u
est stable par wu.

4. Soit x € ker u|, alors u(z) = O et x € F = Fy. Par définition de Fiy = Im(u®),
on sait qu’il existe a € E tel que u"¥(a) = x; On a supposé u(z) = 0 donc
uN*l(a) = 0. On a donc a € Gxy1 et comme Gyy1 = Gy, on en déduit
uN(a) = 0 = z. Ainsi, u|r est injectif.
c’est un endomorphisme d’un espace de dimension finie (car F est stable par u),

|l’end0morphisme u|F est bijectif |

Considérons maintenant u|g. Pour tout * € G = Gy, on a u™¥(x) = 0 donc
uMN|g = 0gq) et

|1’end0m0rphisme u|g est nilpotent|

Correction 47 Soit o € E \ H, alors Vect(zg) ® H = E. 1l existe donc (\,b) €
K x H tel que u(xo) = A\xg +b.
Soit maintenant x € E. Alors x = axg+a avec o« € Ket a € H. On a

u(z) — Ax = au(xg) + u(a) — Aazo — Aa
= adzg + ab + u(a) — Aaxg — Aa
=ab+u(a) — Aa

On sait que H est stable par u, on a donc u(a) € H et H est un ssev donc
ab+ u(a) — Aa € H. On a donc

Ve € E,u(z) — Az € H,
c’est-a-dire Im(u — Nidg) C H.

Correction 48 Si Hy = Hy, on adim(H;NHy) = dim(H;) = n—1. Sinon, il existe
x € Hy et © ¢ Ha, on a alors Vect(x) & Hy = F donc Hy + Hy = E. On en déduit
que

n = dlm(Hl) + dlm(HQ) — dlm(Hl n HQ),

d’aprés la formule de Grassmann. Ainsi, dim(H; N Ha) =n — 2.
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