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Devoir surveillé 8, sujet 2.
Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat
ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation
de la copie seront prises en compte dans U'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1.
Soit [u, v] et [, s] deux segments de longueur non nulle de R.

1. soit f une fonction de €2([r, s],R). On suppose qu'’il existe K > 0 tel que | f'(£)| = K pour tout
t € [r, s] et que, de plus, f”'(f) =0 pour tout ¢ € [r, s].

St 2
(a) Montrer I'inégalité f, ( )2 dt| < —.
r (f(1) K
N 1 N 4
(b) Enintégrant par parties I'intégrale 70 (f'()cos f(1)) dt, établir que f cos f(r)dt| < X
r r

On suppose désormais que f € €>([u, v],R) vérifie f'(¢) = M > 0 pour tout ¢ appartenant a [u, v].

2. On suppose ici que f'(u) = 0.

. 2
(a) Etablir, sur | u+ ——, v |, I'inégalité suivante
VM 8

() =2vVM.

(b) En déduire que

v 4
cosf(r)dt| € ——.
J, cost Vi

On admettra que le résultat est identique lorsque f’(v) <0.
3. On suppose ici que f’'(u) f'(v) <O0.
(a) Montrer qu'il existe un unique réel w de Ju, v| tel que f'(w) = 0.
(b) En déduire que

f cos f(r)dt

<5
VM

4. En déduire que

v 8
(Hdt| < —.
fucosf ) ~

Soit B > 0 fixé. Dans les questions suivantes @ désigne un nombre réel, k un entier naturel et Ji o la
fonction définie sur [0, 7] par

Jk,a (%) = f cos(at+kpt’)dt,
0

k—1/3

5. Montrer, pour tout x appartenant a | , 7], I'inégalité :

-1/3

Nk

6. En déduire qu’il existe une constante C; > 0, indépendante de « et k, telle que pour tout x de
[0, 7] on ait la relation

X
f cos(at+kBt®)dt|<
k

-1/3

ko x)|< Crk™3



Exercice 2.

Soit E un R-espace vectoriel. On note Id 'application identité de E. Soit p € N*. On dit qu'un en-
domorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément a de E vérifiant les trois conditions
suivantes :

— fP(a)=a.

— Lafamille (a, f(a),..., fP~!(a)) est génératrice de E.

— La famille (a, f(a),..., f P~1(a)) est constituée d’éléments deux a deux distincts.

La famille (a, f(a),..., f”_1 (a)) est alors appelée cycle de E.

Partie I : Exemples

1. Dans cette question E = R,
On considére f : R? — R? 'endomorphisme définie par f: (x, y) — (-, X).
En considérant a = (1,0), observer que f est cyclique d’ordre p, I'entier p étant a préciser.

2. Dans cette question E = vect(sin, cos) désigne le sous-espace vectoriel de # (R,R) engendré par
les fonctions sin et cos.

(a) Déterminer la dimension de E.

(b) Soit p e N\{0,1,2}. Pour f € E, on note 7, 'application définie par
27
Tp(f) :xr—»f(x+ ?)

Montrer que 7,(f) € E.
(c) Montrer que 7, : f — 7,(f) est un endomorphisme de E.
(d) On pose f = sin. Exprimer, pour k € N, 75 (f).
(e) Montrer que, pour k,/l €N, on a Tf,(sin) = Té,(sin) = 1= k[p].
(f) Montrer que 7, est cyclique d’ordre p.
Partie II : Etude

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension n € N*. On considere f un endo-
morphisme de E cyclique d’ordre p. Soit (a, f(a),... ,f‘”‘1 (a)) un cycle de E.

3. Montrer que p = n.
4. (a) Montrer que, pour tout ke N, f? (fk(a)) = *(a).
(b) En déduire que f” = Id. Lendomorphisme f est-il bijectif?

(c) Justifier que ker(f — Id) et ker(Id + f + ...+ fP~1) sont des sous-espaces vectoriels de E et
montrer qu’ils sont supplémentaires dans E.

5. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille (a, f(a), ..., f k=1(@)) soit libre.
(a) Montrer que f™(a) est combinaison linéaire des m vecteurs a, f(a),..., f m=1(q).

(b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k , supérieur ou égal a m , le vecteur
fk(a) est combinaison linéaire des m vecteurs a, f(a), .. .,fm_l(a).

(c) En déduire que m = n et que la famille (a, f(a),..., f”_1 (a)) est une base de E.

6. Soit g un endomorphisme commutant avec f c’est-a-dire tel que fog = go f. Onnote ay, ..., @,—1
les n nombres réels tels que :

gla=apa+a f(@+...+a,.1f" 1 (a)
On considere h I'endomorphisme de E défini par

h=aold+a f+...+ap1f" !
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(a) Montrer que f et h commutent.
(b) Montrer que Yk €N, g(f*(a)) = h(f*(a)).
(c) En déduire que g = h.

(d) Quels sont les endomorphismes de E commutant avec f?

Exercice 3.

In(x)

Nous considérons la fonction f définie sur R** par: Vx e R™*, f(x) = T
x

Soit F la primitive de f sur

R*™* qui s’annule en 1, c’est-a-dire :

s [* _fx In(7)
VxeR ,F(x)—f1 f@de= ! 1+t2dt

1. Justifier I'’existence de F.

2. (a) On considere la fonction u définie sur R™* par :

arctan(x
VxeR™, u(x) = —()

Montrer que u est prolongeable par continuité en 0. Dans la suite, u désigne la fonction ainsi
prolongée en 0.
1 1
(b) SoitU: x— f u(t)dt. Montrer que U admet une limite en 0 égale a[ u(t)de.
X 0
(c) Montrer que :

X
Vxe R, F(x) = arctan(x) In(x) —f u(t)de.
1

(d) Endéduire que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F son prolongement
continu.

3. Etudier la dérivabilité de F en 0.
4. (a) Montrer que :
1
VxeR"™, F(—) = F(x).
X

(b) En déduire la limite de F en +oo.
5. (a) Soient x € R**, k € N. Calculer : )
Ii(%) :f Fln(p dr.
1

(b) Montrer que :
VneN, ViR, — = i(—l)ktz’w(—l)”“ﬁ
’ 1+2 o 1+ 1%

(c) Soit n € N. Montrer que :

Vx€l0,1[, |F() = Y. (=DF g ()| < Lps2 (%)
k=0
(d) En déduire que:
n (—l)k 1
FO= ,;0 Ck+DZ| S 2n+3)2




Correction du DS n 8, sujet 2

Exercice 1 1. (a) f (f (t) [ 1 _ 1 L

f’(l‘))2 ffol, ') (s
Par suite :
S ') 1 1 2
S + = —__.
r (f1(D)? I/l 1/ K

(b)

sinf(t)] —f (ﬂ)sinf(t)dt

S |
(¢ N)dt=
frf’(l‘) (f'(») cos f(1)) [ F'0)2

1
(@

s _sinf(s) sinf(r) fs( '@ ) .
frcosf(t)dt— ) 0 + (F0) sin f(f)dt
s 1 1 S( ' ) . ‘
ndt| < —_— ndt|.
frcosf” ST )|+|f'(r)|+ ((f’( o2 ) S 0
f cos f(r)dt| < f"() smf(t)'dt
r K (¢ ))2
s 2 s If"(t)l 2 2 4
j; cos f(p)dt| < K+ IO x 1ldt < K+K_ X

en utilisant la question 1. et le fait que f" = 0.

Dans les questions 3 a 5, [u, v] désigne un segment de longueur non nulle de R, et f une
fonction de classe C? sur [u, v] a valeurs réelles. On suppose cette fois que f"(¢) = M >0 pour
tout ¢ appartenant a [u, v].

t
2. (a) Onsuppose que f'(u) = 0. Soit t € [u+2/vVM,v]: f'(t)- f'(w) :f f"(x)dx.
u

t u+2/vM t
Comme f'(u) =0, f’(t) >[ f”(x)dx:f f"(x)dx+f f"(x)dx.
u u u+2/vVM
u+2/vVM 2
Comme f"(x) =M =0, f'(1) zfu de:M\/T/IZZ\/]\_/I.

(b) Sur l'intervalle [u +2v'M, v] on peut apphquer le résultat de la question 9. avec K = v2M.

v
Douf cosf(rdt| < —— = —
w0 T \/—
u+2/vM u+2/vM u+2/vM 2
De lusf cos f(t)dt f |cos (t)ldtsf dt=—
p . f f . i
v 4
Par suite : fcosf(t)dt < —.
u

Remarque:si u+2v M = v, il n’est pas nécessaire de couper I'intervalle en deux et le majorant
2 < 4
est H S
On admettra que le résultat est identique lorsque f'(v) <0.

3. On suppose que f'(u) f(v) <O0.



(a) Comme f" >0 sur [u,v], f est strictement croissante, continue (f est c?), sur [u, v]. Elle réa-
lise une bijection de [u, v] dans J = f'([u, v]). Comme f'(u) <0 et f'(v) > 0, I'intervalle image
contient 0. Du fait de la bijection, il existe un unique réel w de Ju, v[ tel que f'(w) =0

(b) On peut alors appliquer le résultat de la question 11 (ce qui est possible car f'(w) = 0) sur
chacun des segments [u, w] et [w, v] et :

fcosf(t)dt‘:f cosf(t)dt+f cos f(n)dt sf cos f(p)dt|+ cosf(t)dt‘.
v 4 4 8
ndt| < + = )
J, cosseo N AR

. Ce dernier majorant est donc valable dans tous les cas de figure. En effet, si f'(u) =0 ou f'(v) <0,

alors
4 8

cosf()dt| < — < —
J, coss VYRR

Si ce n'est pas le cas, ona f'(u) <0 et f'(v) >0 donc f'(u) f'(v) <0 et d’apres la question précé-
dente, on a

s_

f cos f(t)dt

Par disjonction de cas, cette majoration est tout le temps vrai.

Soit § > 0 fixé. Dans les questions 7 et 8, @ désigne un nombre réel, k un entier naturel et Ji , la
fonction définie par

Ti,a(X) :f cos(at+kBt’)dt
0

. Soit x € [k™13,71]. Prenons f(x) = ax+ kBx3, f est € et f"(x) = 6kpx.
Sur [k~13, 7], f"(x) = 6kBk~'/3 > 0. On peut appliquer le résultat de la question 12.

8k~ 1/3

\/W\/_

X
t+kpt’)
fkl/scos(a B

. Sixel[0, k13
X
f cos(ar+ k,Bt3)dt
0

Sixel[k™13,71):

X X
sf |cos(at+k,6t3)|dt<f dr<x<k™/?
0 0

x k13 x
f cos(at+kpt’)dt| < f cos(at+kpt’)de|+ f 1/3cos(cu‘+k,[it?’)dt
0 0 k-

X 3 U3 8k—l/3

cos(at+kpt’)dt| <k 7+ —
| cos(ar+kpr) NG

8
En prenant C; =1+ —— >0, on a pour tout x € [0, 7] :

NG

ko ()| < C k73

Exercice 2 Soit E un R-espace vectoriel. On note Id 'application identité de E. Pour tout endomor-

phisme f de E, on note f° =

Id,

et pour tout entier naturel k, f**! = ko f. Soit p € N*. On dit qu'un

endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s'il existe un élément a de E vérifiant les trois conditions

suivantes :

- fp(a) =a



— Lafamille (a, f(a),..., fP~!(a)) est génératrice de E.
— Lafamille (a, f(a),..., fP~!(a)) est constituée d’éléments deux a deux distincts.
La famille (a, f(a),..., f’"1 (a)) est alors appelée cycle de E.

Partie I : Exemples

1. Dans cette question E = R,
On considere f : R> — R? I'endomorphisme défini par f : (x,y) — (-, x). En considérant a =
(1,0), observer que f est cyclique d’ordre p, I'entier p étant a préciser.

Ona

f(@)=(0,1), f?(a) = (-1,0), f3(@) = (0,-D et f{ @ =(1,00=a

Par ailleurs, (a, f(a)) engendre R? donc (a, f(a), fz(a), fg(a)) aussi et il est clair que les éléments
de cette famille sont deux a deux distincts.

’ Lapplication f est donc cyclique d’ordre 4. ‘

2. Dans cette question E = vect(sin, cos) désigne le sous-espace vectoriel de Z (R,R) engendré par
les fonctions sin et cos.

(a)

Déterminer la dimension de E.

(b)

Montrons que la famille (cos,sin) est libre. On suppose qu'il existe «, f deux réels tels que
acos+fsin = 0, soit a cos(x) + Bsin(x) =0, Vx € R. Pour x = 0, on obtient & = 0 et pour x =
3, B = 0. La famille est donc libre et elle engendre par conséquent un espace vectoriel de

dimension 2. On a

Soit p € N\ {0,1,2}. Pour f € E, on note 7, I'application définie par

rp(f):xwf(x+2?”)

Montrer que 7,(f) € E.

(©

Soit f € E alors il existe deux réels a, f§ tels que f = acos+fsin. On a donc, pour tout x réel,

() (x) = acos(x+ %T) +ﬁsin(x+2?n)

27 . . 27m . 27 . 27m
= @ cosxcos— —asinxsin— + Bsinxcos — + sin — cos x
p p p

27 . 2m 27 2 AR
=|acos— + fsin— [cosx + | fcos — — asin — |sinx
p p p p

~

-~ -~

€R eR

On a donc bien 7,(f) € E pour tout f € E.

Montrer que 7, : f— 7,(f) est un endomorphisme de E.

On avu ala question précédente quessi f € E, alors 7, (f) € E, I'application 7, est donc définie
de E dans lui-méme.

Montrons maintenant que I'application est linéaire. Soient f,g € E et L € R, alors, Vx € R,

2 2 2
Ty Af+8)(X) = (Af+g) (x+ ?ﬂ) :/lf(x+ ;”) +g(x+ ?”) = AT (P +Tp(g) ()

Ceci étant valable pour tout x € R, ona 7,(Af + g) = A1, (f) + 7,(g), ce qui montre que 7, est
linéaire.



(d)

On pose f = sin. Exprimer, pour k € N, 75(f).

2 2 4
Soit x eR. On a 7,(f)(x) = f(x+ ?n) donc T%(f)(x) =Tp (x+ ?n) = f(x+ ?ﬂ) puis, par ré-
currence sur k, on montre que

() () :sin(x+ M) VxeR

Montrer que, pour k,/ €N, on a

() =TL()) = 1= kIpl.

(e)

Supposons maintenant que r,’g( f)= Té( f), alors, pour tout x € R, on a

. 2km . 2ln
sin(x+ —) =sin(x + —)
p p

doux+2’;” = x+ 22 [27]. 1l existe donc m € Z tel que x + 2% :x+2’ly” +27m, soit k =1+ mp.

On a donc bien P P
k=1lp]

Montrer que 7, est cyclique d’ordre p.

Montrons que 7, vérifie les trois conditions :
— Onabient,(f)=f.

2n

— Ona1,(f) =sin=; » COS +Cos 2p sin donc cos = nlz?,, (‘L’p(f) —cos%’f) € vect(f,7,(f)). La

famille (f,7,(f)) est ainsi génératrice de E et la famille (f,7,(f),.. ,‘L'p (f)) I'est donc
également.
— Les éléments sont bien distincts d’apres la question précédente.

Partie II : Etude

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension n € N*. On considere f un endo-
morphisme de E cyclique d’ordre p. Soit (a, f(a),..., f?~!(a)) un cycle de f.

3. Montrer que p = n.

Par hypothese, la famille (a, f(a),..., f” ~L(a)) est génératrice de E et elle possede p éléments, on
adonc p=n=dimE

4. (a)

Montrer que, pour tout k e N, f? (fk(a)) = *(a).

(b)

1 suffit de remarquer que f”(f*(a)) = f*(fP(a)) et fP(a)=a
En déduire que f” = Id. Lendomorphisme f est-il bijectif?

On peut dire, en utilisant la fin du chapitre, que 'endomorphisme f” envoie les éléments
d’une famille génératrice de E sur eux-mémes, il vaut donc l'identité sur E.

On peut aussi le montrer a la main : Soit x € E, alors il existe (ao,...,@p-1) € R” tel que x =
p-1

Y arf*(a), onadonc

k=0

p-1 p-1
fFo=Y afffa=Y arffa=x,
k=0 k=0

On a donc bien f? =id.
Lendomorphisme f est bijectif puisque fP 1o f= fo fP~1=1d
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(c) Montrer que ker(f—1Id) etker(Id+ f+...+ fP') sont des sous-espaces vectoriels de E et établir
qu’ils sont supplémentaires.

Ce sont des ev car ce sont les noyaux des deux applications linéaires f—Id et Id+ f+...+ fP~1.
Montrons qu’ils sont supplémentaires. Montrons tout d’abord que la somme est directe. Soit
donc x € ker(f — Id) nker(Id + f +... +fp_1), alors f(x) = xet x+ f(x)+ ...+f”_1(x) =0;
or f(x) = x implique f*(x) = x,Vk, onadonc x+ f(x) +...+ fP 1 (x) = px =0 donc x =0 et
I'intersection est réduite a zéro.

Montrons maintenant qu’ils sont supplémentaires. Soit x € E, on cherche a écrire x = y+ z
avec y € ker(f — Id) et ze ker(Id + f +...+ fP~1). Supposons que ce soit le cas, alors f(x) =
y + f(2) et par une récurrence immédiate, pour tout entier k, f*(x) = y + f¥(z). On a donc

X+ +...+fP ) =py+z+f@)+...+ fP1(2) = py puisque ze ker(Id + f +...+ [P}

doncy:%(x+f(x)+...+fp_1(x)).

Il est clair qu'un élément de cet forme appartient a ker(f — Id) puisque f”(x) = x, par consé-
quent, tout élément x de E peut s’écrire sous la forme y = z avec y € ker(f — Id) et z €
ker(Id+ f+...+ fP~) en posant y = %(x+f(x) +.o..+fP i x)etz=x-7y.

On abien E =ker(f — Id) eker(Id + f +...+ fP7})

5. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille (a, f(a), ..., f* ! (a)) soit libre.
(a) Montrer que f™(a) est combinaison linéaire des m vecteurs a, f(a),..., f™ ' (a).

Si ce n’était pas le cas, la famille (a, f(a), ..., f™ ' (a), f™(a)) serait libre ce qui contredirait la
minimalité de m.

(b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k , supérieur ou égal a m , le vecteur
f k(a) est combinaison linéaire des m vecteurs a, fla),...,f m=1(q).

Comme suggéré dans 1’énoncé, on le montre par récurrence. Le cas initial ol k = m a été traité
dans la question précédente. On suppose donc que cela est vrai au rang k et nous allons le
montrer au rang k+ 1. Par hypothese de récurrence, on sait qu’il existe a;, ..., &, des réels tels
que f*(a) =aia+...+a,,f™ ' (a). Appliquons f, on obtient f**(a) = a; f(@) +...+ an f™(a)
et comme f"*(a) est combinaison linéaire de a, f(a),..., f"*"!(a), cela montre que c’est éga-
lement le cas de f**1(a).

f*a) evect(a, f(a),..., f" Ha),Vk=m

(c) En déduire que m = n et que la famille (a, f(a),..., f”‘1 (a)) est une base de E.

On sait que la famille (a, f(a),..., fP~!(a)) est génératrice de E et d’apres la question précé-
dente, elle est engendrée par la sous-famille (a, f(a),..., f m=1(a)) qui est donc une famille
génératrice de E. Comme de plus, elle est libre par hypothése, c’est une base de E; On a donc
n=metlafamille (a, f(a),..., f" '(a)) est une base de E.

6. Soit g un endomorphisme commutant avec f c’est-a-dire tel que fog = go f. Onnote ay,..., ;-]

les n nombres réels tels que :
n-1 .
gl@=) aif'(a
i=0
On considere h 'endomorphisme de E défini par

h=aold+a f+...4+apf* !

(a) Montrer que f et h commutent.

Ona f¥o f = fo f¥ pour tout k et par linéarité, on adonc foh = ho f.
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(b) Montrer que VkeN, g(f*(a)) = h(f*(a)).
Soit k € N, alors

g(ff@) =fkogl@car fog=gof
n-1
=fk(z aifi(a))

i=0

n—1
=Y a;f*(a) parlinéarité de f
i=0

n-1
=Y floffa
i=0
= ho f*(a)
On a bien I'égalité souhaitée.

(c) En déduire que g = h.

Les deux endomorphismes sont égaux sur une base de E, ils sont donc égaux.

(d) Quels sont les endomorphismes de E commutant avec f?

On a montré que si g commute avec f, alors il est combinaison linéaire de Id, f, ..., f n=1 1a réciproque
est claire.

In(?)
. P . 7 + t2 . 2z . .
I'intervalle d’extrémités 1 et x, F(x) est donc I'intégrale d'une fonction sur un intervalle sur lequel
elle est continue, F(x) est donc bien définie.

Exercice 3 1. La fonction t —

est continue sur R} et pour tout x > 0, 0 n'appartient pas a

2. (a) On sait que, au voisinage de 0 : arctan(x) ~ x. Ainsi lirr(l) u(x) =1 puis
X—

u est prolongeable par continuité en 0 en posant u(0) = 1.

(b) La fonction u étant continue sur R*. La fonction U est de classe C! sur R* par le théoréme

1
fondamentale de I’analyse, elle est donc continue, on a donc liII(l) Ux)=U() = f u(r)de.
x— 0

X
(c) Soit x > 0. On calcule F(x) = f In(#) x dt en intégrant par parties, en dérivant In et
1

1+ 12

ces fonctions étant de classe C! sur [1, x] ou [x, 1] :

rimitivant ¢ — ,
p 1+1¢2

F(x) = [arctan(t)ln(t)]if_f M

dt:arctan(x)ln(x)—f u(t)dt
1 1

(d) On avuprécédemment que arctan(x) ~ x lorsque x — 0.
Ainsi 1in% arctan(x)In(x) = lirr(l) xIn(x) = 0 par croissance comparée.
X— X—

X 1
Par ailleurs liII(l) - | u(dt= f u(t)dt d’apres la question 2?2 Ainsi
=0 J1 0

1
limF(x):f u(t)dt
x—0 0

3. F'(x) = f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers 0.

4. On en déduit que ’ F n’est pas dérivable en 0. ‘

Graphiquement,

5. (a) Posons u=1/tdans F(x) :

la courbe de F admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.

1/x
Fx) :f lnL”)zdu:F(l/x)
1 1+u
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(b) D’apres 22,
1
lim F(x) = lim F(y) = F(0) :f u(ndt
x—0 x—0 0

Géométriquement, | I'r a une asymptote horizontale (d’équation y = F(0)) en +oo.

6. (a) Parintégration par parties en dérivant In :

xk“lnx xk+1 1

I ==~ a0z T a2

(b) Soit ¢ > 0. La somme apparaissant a droite est une somme géométrique de raison — 1> # 1

donc:
i(_lz)k_ 1_(_t2)n+1
P 1= (=)
donc
i (_1)kt2k+ (_1)n+1t2n+2 _ 1
o 1+1¢2 1+1¢2

(c) Soit x dans |0, 1[. Par linéarité de l'intégrale, en utilisant la relation précédente :

)n+1 t2n+2

Fx) = fl In(f)(L7_o (~DF 2k +

- k[ 2k 1 [ 2
=Y (-1 f t 1n(t)dt+(—1)”+f —7Edr.
k=0 1 1

)de

1+12

Ainsi : S
1t 't In(z)
Fx) =Y DL = (-1 ”“f ——dt
(x) k;o( Pl =CD" | s
On passe aux valeurs absolues :
n xt2n+2ln(t)
F) =Y (—D*Lp(x)| = f —Zdt‘.
P 1+¢

On veut utiliser I'inégalité triangulaire pour les intégrales, mais attention : ici x < 1 donc les
bornes ne sont pas ‘dans le bon sens’. On remarque aussi que In(¢) < 0 pour ¢ entre x et 1 et

que 1172 < 1. Ainsi:
xt2n+21 t 1t2n+21 t
f n()dt‘ :f In()Idt
1 1+ 12 x, 1+ 12
:f 272 In(p)| dt
X
1
sf 272 (—In(p)) dt
X
< Dpto(X).
On abien: .
Vx €]0,1|F(x) = Y (= D*Li(x0)| < Lps2 ()
k=0
(d) D’apres 22
() = x*"3(2n+3)Inx-1) Lo Lo
2n+2l 0 = 2n+3)2 2n+32 S @2n+3)32
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En effet, x €]0,1[ donc 2n+3)Inx—1< 0. Donc:

n
— — k PPN
Vx €10, 11| F(x) kZ:O( D Lk < G

Attention, on ne peut pas appliquer ceci directement en 0. Cependant on peut faire tendre x
vers 0, puisque :
— F est continue en 0 d’apres ??;

1
— Par croissance comparée, lim I, (x) = ——— d’aprés ’expression obtenue en 22.
p lim Tpjc(x) kT 12 p p
On obtient alors :
Fo- 3 L
o 2k+1)2' T (2n+3)2
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