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DS9

Devoir d’entrainement 9.

— Exercice 1 séries sujet 1 énoncé
— Exercice 2 algebre linéaire sujet 1 énoncé
— Exercice 3 séries sujet 2 énoncé
— Exercice 4 algebre linéaire sujet 2 énoncé

Exercice 1 (sujet 1). corrigé

On donne I'équivalent de Stirling :

n"\2nn

el’l

n!~

. P n
Dans tout ce probleme, x désigne un nombre réel. On pose a, = (”,f,)

pour tout € N.
1. Rappeler sans démonstration une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série
1
de terme général — avec a € R.
n

2. On suppose |x| > 1/e. Vérifiez que la série )_ a, diverge grossiérement.
3. On suppose |x| < 1/e.
(a) Montrez que la série }_ a, converge absolument
(b) Qu’en déduisez-vous?
4. On suppose que x = 1/e. Quelle est la nature de la série }_ a,?
5. On suppose que x = —1/e. On pose b, = (—1)"a, pour tout entier n > 0.
(a) Vérifiez que la suite (b,,), est positive et converge vers 0.
(b) Montrer que pour tout x €] — 1,00[, In(1 + x) < x.
(c) Montrer que pour tout n€N, by,41/by, = % (1+ %)n
(d) En déduire que (b,), est décroissante
(€) Onpose S, =Y"_ (-1)¥by.
Montrez que les suites (Szp) , et (S2p+1)p sont adjacentes.
(f) Déduisez-en que la série Y a,, converge.

(g) On pose, pour tout n€N, v, =In(1 + a,). Quelle est la nature de la série }_ v, ?
n

[e.®]
6. Pour tout x € R, on pose a,(x) = et lorsque cela a un sens, on pose S(x) = Z an(x).
n=1

(@) Sur quel intervalle maximal J la fonction S est-elle définie?
On pose I = JNR*.

(b) Vérifiez que S est croissante sur 1.

(c) Montrez que S tend vers +ooen 1/e.
(Indication : on montrera que S n’est majorée par aucun réel M > 0.)



Exercice 2 (sujet 1). corrigé

Les quatre sous-parties peuvent étre traitées de facon indépendantes. Néanmoins, la partie C est utile pour
la fin de la partie D.

Partie A

On travaille dans le R-espace vectoriel usuel R? et on considére 'application

f: R - R
(x,y) — (6x—-4y,9x—-6Yy)
1. Démontrer que 'application f est linéaire.

2. (a) Déterminer une base du noyau et une base de 'image de f.
(b) Démontrer que Ker(f) =Im(f).

3. Démontrer que fo f =0y g2.
On pose maintenant
RZ — R?
g: { 1 _
(x) )/) i 22 '(zyy x)
C’est une application linéaire, on ne demande pas de le vérifier.
4. (a) Démontrer que g est un automorphisme.
On pose e; = (1,0) et e, = (0, 1).
(b) Calculer (fog+gof)(e)et(fog+gofle).
(¢) En déduire que fog+go f =idpe.
Partie B
On pose K =R ou C. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie notée n. Soit (f,g) €
(ZL(E))? tels que
(1) fof=0gwm
(2) fog+gof=ide
5. (a) Démontrer que Im(f) < Ker(f).
(b) Démontrer que Ker(f) < Im(f).
(c) Conclure. Puis démontrer que n est pair.
6. Démontrer que fogo f = f puis que f o g est un projecteur.
On pose F =Ker(f) =Im(f) puis G = g(F).
7. Démontrer que F =Im(fog) etque G=Ker(fog).
8. En déduire que F et G sont supplémentaires dans E.

Partie C

On pose K =R ou C. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie paire notée n. On pose
n
m= > Soit f € Z(E) derang mtel que fo f =0¢p).

9. (@) Quelles sont les dimensions du noyau et de 'image de f?
(b) Démontrer que Ker(f) =Im(f).



On pose F =Ker(f) = Im(f) et soit G un supplémentaire de F dans E. On introduit I'application linéaire

G — F
h: { X — )
Cette application h est bien définie carVx € G E, f(x) e Im(f) = F et elle est linéaire car f est linéaire.
10. (a) Quelle estla dimension de G?
(b) Démontrer que Ker(h) = {0g}.
(c) Démontrer que & est un isomorphisme.
Soit %, = (ey,...,e;,) une base de F et %8, = (e’l, ...,e,) une base de G. Soit g 'endomorphisme de E
défini par
Vielll,ml, gle)=h""(e) et Vjell,ml, ge})=0g
11. Démontrer que fog+go f=idg.

Partie D
On travaille dans le R-espace vectoriel usuel R5[X]. On considére I'application

[ Rs[X] — Rs[X]
PX) -~ P"(X)
12. (a) Sans justifier, donner une base de R5[X] et sa dimension.
(b) Justifier que f est linéaire et simplifier fo f.
5
(c) Soit P(X) = Z aka € Rs5[X]. Calculer f(P(X)).
k=0
(d) On pose F =Ker(f). Démontrer que F = R,[X] puis calculer le rang de f.
On pose G = Vect(X3, X4, X°).
13. Justifier que G est un supplémentaire de F dans R5[X].
Comme dans la sous-partie précédente, on pose
h: { G — F
| PX) — fP(X)
14. Justifier que & est un isomorphisme puis déterminer £~ (1), h=1(X) et k=1 (X?).

15. Justifier qu'il existe un endomorphisme g de R5[X] tel que fo g+ go f = idp,[x).



Exercice 3 (sujet 2). corrigé

On admet que :

Si une suite (u,),>1 converge vers [, alors,on a: nhm — Z uy = I (théoreme de Césaro). Dans toute la
— OO

suite, on considere une suite (x;),en+ de réels positifs telle que la série de terme général x, converge.
Pour tout entier naturel » non nul, on note :

n

n 1 n
Sn:glxk;Tn:m];Sketyn n( ) Z

Partie 1 : Résultats préliminaires
1. On souhaite montrer que pour toute suite (a,) e Strictement positive, on a

1/n

1 n

(H a,-) < Y ax (inégalité arithmético-géométrique)
' k=1

(a) Montrer que VxeR, e* =1+ x.
1 n

(b) Onpose A=— Z ay. Montrer que pour tout k € [1, n],
n=1

a a
—kSexp(—k—l).
A A

(c) En déduire I'inégalité arithmético-géométrique.

2. On souhaite montrer le résultat suivant :
étant donné deux suites (uy)nen €t (V) nen équivalentes et a termes positifs, telles que Y u,, di-
verge, on a

n n
D w~ ), Uk
k=1 k=1
(@) Montrer que pour tout € > 0, il existe N € N tel que

Vk=N,1-€evir<ur<((1+e)v.

(b) En déduire qu’il existe deux constantes C et C’ telles que Vn = N,

n

n
C'+(1- e)z ve< ) up<C+(1+e€))_ v
k=1 k=1

k=1
(c) Montrer qu’il existe Ny tel que Vn = Ny,

n n
C<e) vpetC'=—e) v
k=1 =

n n
(d) En déduire que Z Uy ~ Z V.
k=1 k=1
3. (a) Montrer que:

1
VneN¥, Zyk_—Z(n+l—z)x,
n+14

n
(b) En déduire que, pour tout nde N*,ona: Z Vi = Tp.
k=1

4



(c) Etablir que la série de terme général y, converge et que :

+0o +00
2 Yn= ) *n
n=1 n=1

4. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel » non nul :

n 1/n
Zn: ka' .
k=1

On se propose de montrer que la série de terme général z,, converge et que sa somme vérifie :

+00 +00
Y zp<e) xp.
n=1 n=1

(@) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, ona:

1 ( n )l/l’l
(,ﬂ)lln flet

(b) En déduire que:
n+1

VneN ,ZHSWyn.

(c) Montrer que, pour tout réel x positif, on a In(1+ x) < x.
(d) En déduire que:
1

n
Vnel\l*,(1+—) <e.
n

(e) Etablir que pour tout entier naturel » nonnul, ona:

n n k
(n+1) H(l‘i‘%) .

—‘:
n. k=1

(f) Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que :

+00 +00
Y zp<e) xp.
n=1 n=1



5. (a) En utilisant une comparaison séries/intégrales, montrer que

1 1& k 1 Inn
VneN,n=2,-1+—<—) In|—|<-1+—+—.
n nigy \n n o n

1. k 1/n
(b) En déduire lim — Z In (—) puis un équivalent de (—)
n—toop ;= \n n!

6. Soit N un entier naturel non nul quelconque. On consideére une suite particuliere que I'on note
(xn(N)) ;,eny+ définie par :

1 .
xn(N):{ - S%I”lE[[l,N]]
0 sinon.

On pose, comme a la deuxieme question :

n 1/n
Vn(—:l\l*,zn(N):(H xk(N)) .
k=1

+00 +00
(@) Justifier que les séries ) x,(N) et ) z,(N) convergent et écrire Z x,(N) et Z zZn(N) sous
n=1 n=1
forme de sommes finies.

(b) En déduire que :
+00
zn(N)

n=1

N—+o0 T
Y xp(N)

n=1

=e.

7. Conclure que e estla plus petite des constantes A telles que, pour toute suite (x,) de réels positifs :
+00 +00
Z zZn<A Z Xp.
n=1 n=1

8. Bonus : Démontrer le lemme de Cesaro admis en début de probléme.



Exercice 4 (sujet 2). corrigé

1. Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent (c’est-a-dire tels que uov = vo u). Dé-
montrer que ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Dans la suite de I'exercice, u désigne un endomorphisme de E tel que u? = 0.

2. Démontrer que Im(u) est inclus dans ker(u).
n
3. Montrer que rg(u) < P

4. On suppose ici que n =2 et que u est non nul.
(a) Démontrer qu’il existe une droite D de E telle que ker(u) = Im(u) = D.
(b) Soit v un endomorphisme de E tel que v> =0 et uov =vou.
i. Démontrer que v(D) c D.
ii. Démontrer que uov =0.
(c) Soit v et w deux endomorphismes de E tels que v2=0, w*=0, uov=vouetuow= wou.
Démontrer que vo w = 0.

5. On revient au cas général. Soit m = 2 un entier naturel. Soit u;,..., u,, des endomorphismes de E

tels que :
Vi, je[1,m], u?:O et Ujouj=1uUjou,.

On pose F; = Im(u;) et, pour chaque entier i € [2, m],
Fi=Im(uyoupo---ouj_youy).

(a) Démontrer que, pour tout entier i € [1, m—1], F; est un sous-espace vectoriel de E, stable par
Ujtl.
(b) Alaide dela question précédente et de la question 3, montrer que, pour tout entier i € [1, m],
) n
dim(F;) < 5

(c) Dansle casou n < 2™, démontrer que u; o uyo---o Uy, =0.



Correction du devoir d’entrainement n 9

Exercice 1 énoncé
Dans tout ce probléme, x désigne un nombre réel.
On donne I'équivalent de Stirling :

(",f!)n pour tout 72 € N.

On pose a; =

1. Vérifiez que la série ) a, diverge grossierement pour |x| > 1/e.

n..n,n n
D’aprés I'équivalent de Stirling, a,, ~ 26— = xe_
p q & fn n"2nrn  V2an
. . ) . xel™ .
Si|x|>1/e,|xe| > 1, et donc par croissances comparées, lim =inf.
n—+oo 2]-[’/1

n particulier, (a,;) n'est pas de limite nulle : la série diverge donc grossierement. Si vous minorer
E ticulier, (a,) n'est de limit lle:1 d d t.S

a,| (et pas seulement a ailleurs) par le terme général d'une série divergente, vous montrez
la;| (et 1 t a, d’aill ) le t 1d d t t
que ) |a,| diverge donc ni que que )_ a, diverge, ni qu’elle diverge grossiérement.

2. (a) Montrez que la série ) a, converge absolument pour |x| < 1/e On reprend les calculs de la

|xe]”

n
question précédente. |a,| ~ % = # : en effet, Y&~ = |xe|" 2an3'2 =0, par croissances

nl
comparées (en utilisant 'hypothese |xe| < 1).

Comme ) # est une série de Riemann convergente, par comparaison de séries a termes po-
sitifs, }_ |a,| converge, i.e. ) a, converge absolument.

Donc }_ a, converge.

(b) On en déduit que la série }_ a,, converge car c’est une série absolument convergente.

3. On suppose que x = 1/e. Quelle est la nature de la série }_ a; ?

Six= é, an ~ ﬁ ﬁ est a une constante multiplicative pres le terme général d'une série de
Riemann divergente.
Donc par comparaison de séries a termes positifs, }_ a, diverge.
N’oubliez pas de préciser que a, (ou son équivalent) est positif!
4. On suppose que x = —1/e. On pose b, = (—1)"a, pour tout entier n > 0.

(a) Vérifiez que la suite (b,), est positive et converge vers 0.

PourtoutneN, b, = (-1)"a, = (—1)”% = 9’2—2, —donc b, = 0.
La disjonction de cas pour montrer que b, est positif c’est poussif De plus, b, ~ ﬁ, qui est

de limite nulle, donc (b,) également.

(b) Montrer que pour tout x €] — 1,00[, In(1 + x) < x.

In(1+ x)
X

L'égalité est vraie si x = 0. On suppose x # 0 et x > —1. Alors est un taux d’accroisse-

ment.



(©

In(1+x) 1
C1l+c

Si x > 0, il existe ¢ €]0, x[ tel que < 1. En multipliant par x qui est positif,

In(1+x) 1

on obtient I'inégalité souhaitée. Si x < 0, il existe d €]x,0[ tel que T = 1. En
multipliant par x qui est négatif, 'inégalité chance de sens et on obtient I'inégalité souhaitée.

On peut aussi faire une étude de fonction, ou bien dire que la fonction exponentielle est
convexe donc au-dessus de ses tangentes et, par croissance de I’exponentielle, on obtient
I'inégalité souhaitée.

Je suis surprise du nb de personnes qui n'ont pas pris les points de cette question, en écrivant
n'importe quoi, en baclant le TAF ou en ne la traitant pas (pourquoi???)

Montrer que pour tout n €N, b,41/b;, = % (1 + %)n En déduire que (b,), est décroissante

(d)

bus1 _ _ Gpe1 _ A((m+D)/e)™! _ (D" _ 1 (n+1\P _ 1 1\
Pour tout neN, St = — %t = So o = e = o () = e (1+3)

Or (1+ %)n =exp(nin(1 + %)) < exp(n.1/n) = e d’apres la question précédente, en utilisant la
croissance de exp.

On a donc 2 Z“ <1, et (b,) étant a termes positifs, elle est décroissante.
n

Le quotient inférieur a 1 implique la décroissance CAR elle est a termes positifs!!!!

On pose S;, = Z,’jzl(—l)kbk.
Montrez que les suites (Szp) , et (S2p+1)p sont adjacentes.

(e)

— Pour tout p € N*, Sg(p+1) - Sgp = (_1)2P+2b2p+2 + (_1)2P+1b2p+1 = b2p+2 - b2p+1 <0 par
décroissance de (b;,).
Donc (Sp) est décroissante.

— De méme, on montre que (S2p+1) est croissante.

— Pour tout p € N*, Sppp11 — Sopp = (=1)*P*1 by 541 qui est de limite nulle car (b)) U'est.

Les suites sont donc bien adjacentes.

pourtant j'avais bien dit que c’était classique!

Déduisez-en que la série ) a, converge.

(f)

D’apres la question précédente, (S2p)pen €t (S2p+1)pen cOnvergent vers une méme limite,
donc (S;)nen converge également vers cette limite. Par ailleurs, on remarque que pour tout

n

neN, S, = Z ay donc la série )_ a, converge.

k=1
Trois choses a dire :
— les suites étant adjacentes, elles ont méme limite
— Comme on a les indices pairs et impairs, la suite S; converge
— Remarquer que S, estla somme partielle de la série }_ a,.
Attention, I'existence de lalimite de (S;,,) provient du fait que I'on a convergence vers la méme limite
des suites extraites d’indices pairs et impairs

On avu que a;, — 0, on écrit donc

2
_ an 3
In(1+a,)=a, - > + O(a,).

On avu que ) a, converge. On a |a,| ~ donc ¥ |a,|® converge par comparaison a une

1
Vann ) )
série de Riemann et }_ a;o’l est donc une série convergente. Enfin, a,21 ~—et) — estle

27n 2nn



5. Onpose S(x) = X572, an(x) ol a,(x) =

(a)

terme général POSITIF d’'une série divergente. On en déduit que ) v, diverge (bien que son
terme général soit équivalent a a,,, terme général d'une série convergente).

La plupart de ceux qui ont remarqué v, ~ a,, m’ont ensuite dit que a, était positif, ce qui est
tres faux, c’est b, qui l'est, a, change de signe.

(nx)"
n!

, pour tout x € [0,1/e.

Sur quel intervalle maximal I < R* la fonction S est-elle définie?

(b)

11

-, =

e e

D’apres les questions 1, 2 et 3, 'intervalle voulu est

Vérifiez que S est croissante sur 1.

(9]

Pour tout x,y€[0,1/e[,six < y,on a a,(x) < a,(y).

En sommant, on en déduit que pour tout N € N*, ZQ’:l a(x) < eryzl an(y).
En passant a la limite lorsque N — inf, on obtient S(x) < S(y).

S est donc croissante sur [0,1/e].

(%) Montrez que S tend vers +oo en 1/e. (Indication : on montrera que S n’est majorée par
aucunréel M > 0.)

D’apres la question précédente et le théoréme de la limite monotone, il suffit de montrer que
S n’est pas majorée au voisinage de %

Soit M > 0. D’apres la question 3, il existe N € N* tel que Zﬁ;’zl ap(l/e)=2M.

Par continuité de x — Zﬁyzl an(x) en x = 1/e (il s’agit d'une somme finie de fonctions puis-

sances — donc continues), pour x assez proche de 1/e, |Z],¥:1 a,(x)— Zl,yzl an(1/6)| < M.
On en déduit par inégalité triangulaire que, pour x assez proche de 1/e,

Zf,\[:l a,(x) = M.Onadonc S(x) = Zg‘il an(x) = Zl,yzl an(x) =M.

S est donc non-majorée au voisinage de 1/e, d’ou le résultat.

10



Exercice 2 énoncé

Partie A

On travaille dans le R-espace vectoriel usuel R? et on considere Uapplication

f: R - R
(x,y) — (6x—4y,9x-6y)

1. Démontrer que Uapplication f est linéaire.
Soit (U, V) € (R*)?, A eR. Onpose U = (x,¥), V = (x,), on a alors

fAU+V) =f(Ax+x,Ay+y)
=(6Ax+x)—4Ay+¥),9Ax+x)—6(Ay+ )
= (A6x+6x"—4Ay -4y, A9x+9x'— 16y —6Y')
=A6x—-4y,9x—-6y)+ (6x' —4y',9x" - 6))
=AfU)+f(V)

f estdonc bien linéaire.

sautez '’avant derniere ligne va juste mettre le doute : on vous demande de montrer qu’elle est
linéaire, montrez-le sans sauter d’étapes.

2. (a)

(b)

Déterminer une base du noyau et une base de l'image de f .
Soit (x, y) € R?, alors

(x,y)eKer(f) © f(x,y) =(0,0) ©6x-4y=0=9x—-6y © 3x =2y

On adonc

Ker(f) = {(x, y) € R?,3x = 2y} = Vect ((2,3)).
Une base de Ker(f) est la famille ne contenant que le vecteur (2, 3).
?
Si vous commencez la démonstration avec " Soit X € Ker(f)", vous n'obtiendrez qu'une in-
clusion. Vous devez raisonner par équivalence ET raisonner par équivalence jusqu’au bout.
Attention toutefois a ne pas écrire une derniere ligne "< Ker(f) = Vect(2,3) " qui n’est pas
du tout équivalente aux précédentes. C’est juste la conclusion de votre successions d’équiva-
lences (et je pense que vous le savez, vous aviez juste la flemme d’écrire " donc on a montré
Ker(f) = Vect(2,3)".)
J'ai été tres étonnée du nb d’erreurs sur la conclusion de cette question. Une base de ker(f)
ne contient qu'un vecteur (de R? puisque Ker(f) < R?!) Par le théoréme du rang, on sait que
Im(f) est de dimension 1, il suffit donc d’en donner un élément non nul. On a f(1,0) = (6,9),
on a donc Im(f) = Vect((6,9)) = Vect((2,3)). Une base de Im(f) est la famille ne contenant
que le vecteur (2,3).

Démontrer que Ker(f) = Im(f).
D’apres la question précédente, on a Ker(f) = Im(f) = Vect((2,3)).

3. Démontrer que f o f =0 ge).

Soit (x,y) € R?, alors f(x,y) € Im(f). Or, Im(f) = Ker(f), on a donc f(x,y) € Ker(f) c’est-a-dire f o
f(x,y) = (0,0). Ceci étant valable pour tout (x, y) € R>, on adonc fo f = 0 ®2)-

La j’ai commencé a voir des applications linéaires (f, f o f,idg,0¢&)) égales a des vecteurs de E
(x,0g, f(x)) ce qui n'a, bien entendu, aucun sens!)
On pose maintenant

g: R - R
x,)) — 35-Q2y-x

C’est une application linéaire, on ne demande pas de le vérifier.

11



4. (a) Démontrer que g est un automorphisme.

1
Soit (a, b) € R?, alors f(—b, g) = Z(a, b) donc (-22b,11a) est un antécédent de (a, b) par g qui

est donc surjective. Comme c’est un endomorphisme d’'un espace-vectoriel de dimension finie,
g est bijective.

endomorphisme ne suffit pas a justifier que "injective = bijective", il faut préciser que I'on tra-
vaille en dimension finie

On pose ey =(1,0) etex = (0,1).
(b) Calculer (fog+gof)(ey) et(fog+gof)ler).

Ona ) 5 3
— fogley) :f(i((),—l)) = (ﬁ’ﬁ) et
(e1) (6,9) ! (18,-6) (9 3)
—_— o = = — — =|—,——1.
gof(e) =869 =508, 11 11
1 6 9
— fog(ez)—f(ﬁ(Z,O)) = (H,E) et
(e2) (—4,-6) 1( 12,4) ( 0 2)
—_— (o] = —_ — = —(— = —-— —
gofle=g(=4, 22 7 1111/
On adonc

(fog+gof)(e)=eret (fog+gof)(e)=en
(c) Endéduireque fog+go f =idp.

Pour tout (x,y) € R?, ona

(fog+gof)x,)=x(fog+gof)(e)+y(fog+gof)(e)=(x,)

onadoncbien fog+go f =idpe.
On pouvait aussi dire simplement, "par linéarité de f". Partie B

On pose K = R ou C. Soit E unK -espace vectoriel non nul de dimension finie notée n. Soit (f, g) € (£ (E))?
tels que

(1) fof=0ger
(2) fog+gof=idg
Attention!!! On a changé de partie, f n’est plus I'endomorphisme de R? explicité en partie A, c’est un
endomorphisme d'un ev E que I’on ne connait pas!
5. (@) Démontrer quelm(f) < Ker(f).
Soit y € Im(f), montrons que f(y) = 0g. On sait qu’il existe x € E, f(x) = y, on a alors f(y) =
fof(x)=0g puisque f o f =0¢). On abien l'inclusion souhaitée.
(b) Démontrer que Ker(f) c Im(f).
Soit x € Ker(f), montrons que x € Im(f). On sait que

x=fogx)+gof(x)=fogx),

puisque f(x) = 0g. Or g(x) € E, on a donc trouvé un antécédent (g(x)) de x par f, x est donc
bien un élément de Im(f) ce qui montre I’autre inclusion.

Attention, quand vous écrivez " on veut montrer que x € Ker(f) ¢ f(x) = 0g", vous écrivez
que vous allez montrer une équivalence qui est évidente. On comprend que vous avez juste
eu la flemme d’écrire " on veut montrer que x € Ker(f), c’est-a-dire que f(x) = O (mais ca
énerve).
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(c) Conclure. Puis démontrer que n est pair.
D’apres les deux questions précédentes, on a montré 1'égalité Im(f) = Ker(f) par double inclu-
sion. De plus, d’apres le théoreme du rang, rg(f) + dim(Ker(f)) = n, on a donc 2dim(ker(f)) = n
donc n est pair.

6. Démontrer que fogo f = f puis que f o g est un projecteur.

On applique f al’égalité fog+go f =idg, onobtient fofog+ fogof= fet,comme fof=0ggf),on
abien fogof=f.

La encore, attention a ne pas écrire des f(g), des f = 0 ou des x = 0 () qui montrent que vous
confondez les vecteurs et les applications.

On veut montrer que f o g est un projecteur, on calcule donc (fo g)%. Ona

(fog)?=fogofog=fog.
——
=f
Lapplication f o g est bien un projecteur.
On pose F = Ker(f) =Im(f) puis G = g(F).
7. Démontrer que F =Im(f o g) et que G=Ker(fog).
On sait déja que Im(f o g) < Im(f) donc Im(f o g) < F. Pour montrer I'inclusion réciproque, on

va simplement montrer que pour tout y € F, f o g(y) = y. Par propriété des projecteurs, on aura
alors yeIm(fog).

Soit donc y € F, alors il existe x € E tel que y = f(x). On a alors

fog(y)=fogof(x)=f(x),

d’apres la question précédente. On a donc bien fog(y) = y et y € Im(f o g). Par double inclusion,
on a I'égalité.

Onraisonne, a nouveau, par double inclusion pour montrer1’égalité G = Ker(fog). Soit x € Ker(fo
g), alors fog(x) =0 donc x = go f(x) puisque fog+go f =idg. Or f(x) € F, on a donc bien
x € g(F) ce qui montre I'inclusion Ker(f o g) c g(F).

Soit maintenant y € g(F), alors il existe x € F tel que y = g(x). On sait qu’il existe a € E tel que
x=f(a)doncy=go f(a)=a—- fog(a). On a alors

fog(y)=fogla)-(fog)(a) =0,

puisque f o g est un projecteur. Ainsi, y € Ker(f o g) et on a bien I’égalité par double inclusion.
8. En déduire que F et G sont supplémentaires dans E.

On sait que le noyau et I'image d'un projecteur de E sont supplémentaires dans E, on a donc bien F et
G supplémentaires dans E.

Certains ont redémontré que les espaces étaient supplémentaires. La somme des dimensions égales
a E ne suffit absolument pas a affirmer que F + G = E. Il faut d’abord montrer que la somme est directe
pour avoir dim(F & G) = dim(F) + dim(G) puis dire que dim(F) + dim(G) = dim(E) montre que F& G et E
ont méme dimension et sont donc égaux.
On ne dit pas que " F et G recouvrent E", on dit F+ G = E.
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Partie C

On pose K = R ou C. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie paire notée n. On pose
n
m= 3" Soit f € ZL(E) derangm tel que f o f =0 ).

9. (@) Quelles sont les dimensions du noyau et de l'image de f ?
Par hypothése, dim(Im(f)) = m et, par le théoréeme du rang : m + dim(Ker(f)) = n =2m. On
en déduit que le noyau et I'image de f sont de dimensions m.
(b) Démontrer que Ker(f) =Im(f).
Ona fo f =0grE donc Im(f) < ker(f). Comme les deux espaces ont méme dimension, on en déduit
qu'’ils sont égaux.
On pose F = Ker(f) = Im(f) et soit G un supplémentaire de F dans E. On introduit l'application li-
néaire
G — F
h:
{ X — f(x)
Cette application h est bien définie carVx € G E, f(x) e Im(f) = F et elle est linéaire car f est linéaire.

10. (@) Quelle est la dimension de G ?
Par définition, G est un supplémentaire de F dans E donc dim(G) = dim(E) —dim(F) = n—-m =
m.
(b) Démontrer que Ker(h) = {0g}.
Soit x € Ker(h), alors x € G et h(x) = f(x) =0. On adonc x € Ker(f) douxe€ FNG.Or, Fet G
sont en somme directe, on en déduit que x = 0 et comme on a clairement {0z} < Ker(h), on a
I'égalité.

(c) Démontrer que h est un isomorphisme.

On sait que £ est injective d’apres la question précédente et c’est une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de méme dimension finie. C’est donc un isomorphisme.

Attention, tout élément de F admet un antécédent dans E par f mais I'enjeu est de montrer qu'il
admet un antécédent dans G. On a rg(h) = dimf(G) et rg(f) = dim f(E) donc, en général, rg(h) # rg(f)
si h est une restriction de f.

Soit %, = (ey,...,e,) unebasede F et 9By = (e’l, ...,e.) une base de G. Soit g l'endomorphisme de E défini
par
Vielll,ml, gle)=h""(e) et Vjell,ml, ge})=0g

11. Démontrer que fog+go f =idg.

On sait que pour montrer que fo g+ go f(x) = x pour tout x € E, il suffit de montrer que 1'éga-
lité est vraie pour tous les vecteurs d'une base de E. Or F et G sont supplémentaires dans E, la
concaténation d'une base de F et d'une base de G est donc une base de E.

Soit i € [1, m], alors

— e; € Fdonc f(e;) =0g, onadonc

fogle)+gofle)=foh ' (e)=hoh ' (e) =e;,
car h™1(e;) € G.

m
— Ona fog(e))+gof(e))=gof(e).Or f(e)) € F,donc f(e)) = Z a;jej. On aalors

j=1
gofle) =Y a;jglep=Y aijh~'(ej)=h"" (Z aijej) =h7 (f(e)).
j=1 =1 Jj=1

J= J
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Or, € € G donc f(€}) = h(e}) et, par suite, h'(f(€})) = €}, on a doncbien fog(e))+gof(e)) =e;.
L'égalité étant vraie pour les éléments d'une base de E, elle est vraie pour tout x de E. On a donc
fog+gof(x)=xpourtout x € E, c'est-a-dire fog+go f =idg.
Partie D
On travaille dans le R-espace vectoriel usuel R5[X]. On considere l'application

[ Rs[X] — Rs[X]
P(X) — P"(X)

12. (a) Sans justifier, donner une base deRs[X] et sa dimension.
Une base de R5[X] est (1, X, X2, X?, X*, X°), il est de dimension 6.
Quand vous écrivez " elle est de dimension", soit vous parlez de la base et ¢a n’a pas de sens,
soit vous pensez qu'un espace vectoriel est un nom féminin.

(b) Justifier que f est linéaire et simplifier fo f.
Lapplication f est linéaire par linéarité de la dérivation et VP € R5[X], fo f(P) = P® =0 donc
fof=0rsx.
Beaucoup n’ont pas remarqué que la dérivée était nulle.

5
(©) SoitP(X) = Z arX* e Rs[X]. Calculer f(P(X)).
k=0
Ona

5 5
fPX) =Y ark(k-1Dk-2)X3=Y apk(k-1)(k-2)X*3.
k=0 k=3

(d) On poseF =Ker(f). Démontrer que F = Ry [X] puis calculer le rang de f.

Ona f(P)=0< P® =0 o Vke [3,5],ar = 0 © P € Ry[X]. Par équivalence, on a montré F =
R [X].

Le résultat est DONNE dans I’énoncé, toute démonstration un peu rapide ou ne donnant pas les
arguments sera donc sanctionnée!

Par le thm du rang, on a rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(R5[X]) donc rg(f) = 6 -3 = 3. On pose G =
Vect(X3, X4, X°).

13. Justifier que G est un supplémentaire de F dans Rs[X].

La famille (X3, X4, X°) est libre car composée de polynémes non nuls de degrés distincts donc c’est une
base de G (ou bien On sait que F est de dimension 3 donc G est de dimension 6-3=3 et (X3, X*, X°)
est une base de G car elle est génératrice de G de cardinal sa dimension). La concaténation d’'une base
(1, X, X?) de F et de cette base de G forme la base canonique de R5[X] donc F et G sont supplémentaires
dans R5[X].

Comme dans la sous-partie précédente, on pose

h{ G — F
1 PX) — fPX)

14. Justifier que h est un isomorphisme puis déterminer h(1), h™1(X) et h™}(X?).

Un élément du noyau de h appartient a G nKer(f) = {0} donc & est une application linéaire
injective entre deux espaces de dimension 3, on en déduit qu’elle est bijective.

Ona
3

X
— hly==2=
h™(1) .
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X4
-1(y) =
— = 4]
X5
— X ==
60
15. Justifier qu'il existe un endomorphisme g deRs[X] tel que fo g+ go f = idp,x).
On définit une application linéaire sur R5[X] en posant

x3 x4 X5
g =——,8g(X) = Z,g(Xz) =55 ©t g(X%) =g(Xh =g(X° =0.

On a alors 5

_ fog(1)+gof(1):f(%)+021.
x4
— fog(X)+gof(X) :f(z)+0=X.
s

— fog(X?) +go f(X?) :f(E)m:XZ.

— fog(X®)+gof(X})=0+g@B)=3!g(1)=X3.

— fog(XH+gof(XH=0+g@lX)=4lg(X)=X"

— et fog(X°)+gof(X®)=0+g(5x4x3X?) =60g(X?) =X>.

On en déduit que pour tout i € [0,5], fog(X?)+go f(X) = X! donc, par linéarité de f et g, et comme
(1, X, X2, X3, X4, X°) est une base de R5[X],

VPeRs[X], fog(P)+go f(P)=P

On a bien
fog+gof=idryx.
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Exercice 3 énoncé

Dans toute la suite, on considére une suite (x,) nen+ de réels positifs telle que la série de terme général x,,
converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note :

n

n 1 n
Sn=) X, Tpy=—-=) Spety,=———) ix;.
n kzz:l k»Ln n+1k§1 ketyn n(”"‘l); i

Partie 1 : Résultats préliminaires

1. On souhaite montrer que pour toute suite (a,) nen Strictement positive, on a
n 1/n 1
l_[ an < — Z ay inégalité arithmético-géométrique)
i=1 =1
(@) Montrer queVxeR", e* =1+ x.
— Linégalité est vraie pour x = 0.
— Si x>0, par le thm des accroissements finis, on sait qu'’il existe cy €]0, x[ tel que

e¥—1

X

=e“>1.

On a donc bien 'inégalité souhaitée en multipliant par x.
— Si x <0, toujours par le thm des accroissements finis, il existe d, €]x,0[ tel que

On obtient I'inégalité souhaitée en multipliant par x négatif, ce qui inverse le sens des
inégalités.
Par disjonction de cas, on a montré que VxR, e* = 1+ x.

On peut aussi dire que la fonction est convexe donc au-dessus de toutes ses tangentes. On
peut aussi faire une étude de fonction avec un tableau de variations.

Quelle que soit la méthode choisie, la réponse a cette question doit étre succincte.

1 n
Y ay. Montrer que pour tout k € [1,n], —

(b) On pose A= —
ni=1

a a
K <ex p (—k - 1) .
A A
a
On applique la question précédente a Zk — 1, on obtient I'inégalité souhaitée.
(c) Endéduire l'inégalité arithmético-géométrique.
On sait que

Vke[[l,n]],%Sexp(%—l),

on fait le produit de ces inégalités (positives) pour k variantde 1 a n :

ou encore

n oca
Or ) (—k - 1) =
=1 A
souhaité en prenant la racine n-iéme de 'inégalité.

1 n n
" ak) —n =n-n = 0. On obtient donc l_[ ar < A", d’ou le résultat
k=1 k=1
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2. On souhaite montrer le résultat suivant :
étant donné deux suites (Un) nen et (V) nen équivalentes et a termes positifs, telles que Y u, diverge,

ona
n n
D Uk~ ) vk
k=1 k=1
(@) Montrer que pour toute >0, il existe N € N tel que

VkzN,(1-e)vr<ur<l+e)vg.

u
Uk
Vi

u . L
Par hypothese, Zk 1 donc pour tout € > 0, il existe N € N, < €. On a bien I'’encadre-
Uk

ment souhaité en multipliant par vy qui est positif.

La j'ai commencé a voir w'importe quoi.

Pour rappel, l'ordre des quantificateurs a une importance. Dans la définition de limite, on écrit
Ve >0,3N et N dépend donc de e puisqu'il arrive APRES avoir fixée.

Et dire que la limite vaut 1 " a partir d'un certain rang" m'interroge sur le sens que vous donnez
a limite!

(b) En déduire qu'il existe deux constantes C et C' telles queNn= N,

n n n
C+1-0) k<) ur<C+(1+6€)) v
k=1 k=1 k=1

Onsaitque Vk= N, (1 —€)vg <k< (1 +€)vg. Soit n= N, on somme pour k variantde Nan:

M=

n
Y 1-evk< ) wp< ), A+€)v.
k=N

k=N k=N
N-1
On ajoute Y  uy:
k=1
N-1 n n N-1 n
Zuk+2(1—€)vk<2uks uk+2(1+e)vk
k=1 k=N k=1 k=1 k=N
n n N-1
puis on écrit Z Vi = Z Vi — Z Vi, on aalors:
k=N k=1 k=1
N-1 N-1 n n N-1 N-1 n
Youg— Y, Q-+ ) I-ve< ) we< ) ug—y, 1—-ve+ ) (1+e)vk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
ou encore
N-1 n n N-1 n
Y U+ -0v+1-6)) vk< ) ur< Y (up+A+e)v)+1+6) ) vg
k=1 j k=1 k=1 k=1 ) k=1
—c =C

Bien entendu, il ne fallait pas juste sommer les inégalités de la question précédente puisque
celles-ci ne sont valables qu’'a partir du rang N.

(c) Montrer qu'il existe Ny tel que ¥ n = Ny,

n n
C<e) vpetC'=—e) v
k=1 k=1
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La suite (v,) nen étant positive, terme général d'une série divergente, on sait que hm ( Z vk)

!

C
=0= nhm ——. En appliquant la définition de la limite, il

be R

+00. On en déduit que lim
n—+oo

existe N tel que Vn e N,

<
n
Y v
k=1

et il existe N, tel que Vn = Ny,

Cl
<E€E.

> Uk
k=1
n
En multipliant par ) vi (positif) et en posant Ny = max(N, N,), on a bien le résultat sou-
k=1
haité.
n n
(d) Endéduire que Z Uy ~ Z Up.
k=1 k=1
Soit €, alors en posant N" = max (N, Np), avec N et Ny comme dans les questions précédentes, on

obtient
n

n
Vn=N",(1- 2e)z Ve ) up<(1+26)) vy,
k=1 k=1 k=1

donc

n
Y ou
=1
n
v
k=1

—1| < 2e.

On a bien montré
n n
Dk~ ) vk
k=1 k=1
La encore, beaucoup trop m’écrivent " d’apres les deux questions précédentes, on a : " sans me pré-

ciser pour quelles valeurs de n on a l'encadrement.

3. (a) Montrer que:

1
YneN*, Zyk——Z(rHl—z)xl
k=1 i=1

Soit n € N*,

. 1
:l-zzllxgk(k+l)

&1 1
=Y ixy |-——
,-;1 ’k;(k k+1

) 1 1
_izzllxl(?_rwl)
"n+l1-i
_l-; n+l

1 n
:_IZ(”‘H_’)X!

i=1
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On a bien I'égalité demandée.
Faites apparaitre clairement la somme télescopique

(b)

Soit n € N*,

Légalité vous est donnée donc faites apparaitre qu'apres permutation des deux sommes, vous
obtenez une somme constante (et ne me dites pas, c'est évident parce que vu ce que vous j'avais

déja lu a ce stade la de vos copies, j'étais en droit de me demander si vous ne tentiez pas un coup
de bluff!!!!)

ton
Il

n
En déduire que, pour tout n deN*, ona: Z Vi =Th.

k=1

—

™M=

k
> Xk
li=1

n
x,Zl

i=k
,-(n+1—i)

1i

3

- ¥
—_
M:n

~
I
—

S
-+

'M:

+1

S

i=1

M=

1

+00

¥i d’apres la question précédente

+00o

(c) Etablir que la série de terme général y, convergeetque: Y yn= Y Xn.

n=1
On suppose que la série de terme général x,, converge, la suite (S;) ,en est donc convergente. Par
le thm de Césaro, on sait donc que (7}) ,en est convergente, de méme limite. En utilisant I’égalité
de la question précédente, on a donc que la série de terme général y, converge et

+00 +00
Zyk— hm T, = llm Sn—Zxk
k=1 k=1

4. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul :

(@) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, ona:

On part du membre de droite :

1

(n!)lln

(

On se propose de montrer que la série de terme général z,, converge et que sa somme vérifie :

+00

n=1

+00
Y zp<e) xp.
n=1

1/n
Zp = ———— b
n (nhl/n Pl

20

n=1



(b) En déduire queVn eN*, z, < (n”!);ﬁnyn-
Soit n € N*, alors

n 1/n
_ 1
Zp _W(H kxk)
k=1

- 1 1 i K

<s——— = X

( n!)lln n = k

en utilisant 'inégalité arithmético-géométrique avec ay = kxi

1
< (n')—l/n(ﬂ-i' 1)yn

On a donc bien I'inégalité demandée.

(c) Montrer que, pour tout réel x positif, on aln(1 + x) < x.
Linégalité est vraie pour x = 0. Soit x > 0, alors il existe c, €]0, x[ d’apres le théoreme des
accroissements finis tel que
Inl+x) 1

= <
X 1+c,

On obtient I'inégalité souhaitée en multipliant par x qui est positif. On peut, bien str, aussi
utiliser la premiére question et dire que le résultat tombe par croissance de I’exponentielle.

(d) Endéduire que :

1 n
Vnel\l*,(1+—) <e.
n

1
On sait que pour tout n € N*, — = 0 donc, d’apres la question précédente,
n

1 1
Inll1+—|<—,
n n

1 n
puis, nln (1 + —) <1, et enfin, (1 + —) < e, par croissance de ’exponentielle.
n n

(e) Etablir que pour tout entier naturel n non nul, ona:

Soit n € N*. On part du membre de droite :

k

I
1=

n k k+1
-y (1+%) (—

k
(k+1)*
1 kk
(k+ 1)k+1 n 1

l_[k+1

=1 K e
(n+1)"*! L]
1 (n+1)!
car on reconnait un produit télescopique
(n+1)"
-~ nl

k=1

I
=

k

=

car (n+1)!=(n+1).n!
On a bien I'égalité donnée.
On attend de vous que vous fassiez apparaitre un produit télescopique, pas que vous écriviez

une grosse fraction avec des points.
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(f) Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que Y '™ z, < eY > x,. Soit n e N*,

alors
n+1

< < —
0 Zn nl”lyn

n 1 k 1/n
< l_[ 1+— Vn
k=1 k
n 1/n
< (H e) Vn
k=1
<eyp
Par le thm de comparaison des séries a termes positifs, la série }_ z,, converge et sa somme est
inférieure la somme de ey, :

+o00o +00
Y. zu<e) yn
n=1 n=1
+00 +00
On obtient I'inégalité souhaitée en utilisant I'égalité démontrée ci-dessus : Z Yn = Z Xn.
n=1 n=1

La notation avec +oo dans la somme est réservée a la limite des sommes partielles LORSQUE la
série converge. Vous ne pouvez donc pas l'utiliser avant d’avoir montré que la série convergeait (et
a fortiori pour montrer qu’elle converge)

5. (a) En utilisant une comparaison séries/intégrales, montrer que

12 1 Inn
VneN, n=2, —1+ <—) In[—|<-1+—+—.
n& n n

Soitn=2.Pourtout k=1, ettout x e

n’
k k+1
In (—) <In(x) <In (—) .
n n
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que

1 (k (e+1)/m 1 (k+1
—ln(—)sf lnxdxs—ln(—).
n n kin n n

, 0n a, par croissance de In :

donc
On somme I’encadrement pour k variant de 1 a n— 1, on obtient, avec la relation de Chasles :

n—1 n—1
lZln( ) f ln(x)dx<—Zln(k+l)
1/n

n

puis en remarquant que le terme en k = n est nul de la premiére somme est nul, et apres
changement d’indice dans la deuxieme :

1 n
—Zln( )<f ln(x)dxleln(k),
1/n

n=1 Rip=2 \N
ce qui implique :
1.1 k 1
—In— +f In(x)dx < — Z In[—]< f In(x)dx.
n n 1/n n 1/n

1 In(1/ 1
Enfin, f In(x)dx = [xIn(x) — x]},n =-1- ¥ + Py ce qui donne bien
1/n

1 Inn

1 1& k
—1+—<—Zln(—)<—l+—+—
n nis \n n o n
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Pour tous ceux de mauvais foi qui m’'ont dit que la question était infaisable car "on integre
d’habitude entre k et k + 1", ca marche aussi ici :

k k+1
f ln(f) dxsln(k)sf lnfdx
k-1 n n k n

donc, en sommantde2 an:

Pourtoutk=2,0na

flnln(f) dx < i lnk,

n i n
puis

1 noox n k
ln;+f1 ln(ﬁ)dxskglln;.

On somme maintenant ’autre inégalité pour k variantdelan—1:
n-1 k n X
Z In— < f In —dx,
puis, en remarquant que le terme en k = n est nul :
ook noox
Z In— < f In—dx.
k=1 oJ1 N
On retrouve bien I’encadrement

1.1 1 1 k 1
—In— +f In(x)dx < — Z In (—) sf In(x)dx
1 ni= 1

n n n n In

et il suffit de calculer I'intégrale comme ci-dessus.

12 k
(b) En déduire lim — > ln(—) puis un équivalent de (l,)l/n
n

— n.
+oon k=1

n k
D’apres le théoréeme des gendarmes, on a liIP - E In (—) = —1 dongc, par continuité de I'ex-
k=1

n k 1/n 1 n 1/ ! 1/n
ponentielle, lim H (—) =-.0r H (%) " () .On adonc
noroor \n e k=1 n

n . 1 e
—— ~epulSs ———~ —.
(n!)l/n p (n!)lln n

6. Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considere (x,)nen+ particuliere que l'on note
(x5, (N)) pen+ définie par :

1 .
~ sine[l,N]
— n
Xn(N) { 0 sinon.
n 1/n
On pose, comme a la deuxieme question :Yn e N*, z,(N) = ( xk(N)) .
k=1
+00 +00
(@) Justifier que les séries ) x,(N) et} z,(IN) convergent et écrire Z Xn(N) et ) z,(N) sous forme
n=1 n=1

de sommes finies.
Les séries convergent car leurs termes généraux sont nuls a partirdurang N+1.On a:

+00 N 1
Y xa(N) =3 =,
n=1

n=1 n
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et
+00 N n o1 1/n n 1
N) = — = S
r;lzn( ) nZ::1 (/!:[1 k) n;l (nht/n

(b) Endéduire que :

+00
Y zp(N)
lim 2= =e
N—+o0 t0
Y xn(N)
n=1
. 1 e e .. NN . e e P
On sait que T ~ — et ). — diverge. D’apres les résultats préliminaires, on en déduit que
n! n n
Y eyt
i (ROVE = K
donc N N
1 e
N— )
r12=:1 (nht/n e ;;1 n
ou encore i
Y zp(N)
lim 2= =e
N—+oo N
Y xa(N)
n=1

En utilisant la question précédente, on obtient bien le résultat souhaité.

7. Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que, pour toute suite (x,) de réels positifs :
+00 +00
Y zZu<A ) xp
n=1 n=1

On a vu que pour toute suite de réels positifs,

+00 +00

2: Zpse Xn.
n=1 n=1

I'ensemble . N
NER", VY (xp)nen € RN, Y 2, <AY x4}
n=1 n=1

est donc non vide et minoré par 0. Si A est un élément de cet ensemble, on a, pour tout N € N*,

+00 +00
> <A xu(N),
n=1 =1

n=

+00
donc, en divisant par Z Xn(IN) et en faisant tendre N vers +o0, e < A. On en déduit que e minore
n=1
cet ensemble. Comme c’est un élément de cet ensemble, c’est le minimum. On a montré que e
+00 +0o0

est la plus petite des constantes A telles que pour toute suite de réels positifs, Z Zp <A Z Xn
n=1 n=1
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Exercice 4 énoncé

1. Montrons que ker(u) est stable par v. Soit x € ker(u). Alors, comme uov =vou,ona
u(v(x)) = v(u(x)) = v(0g) = Og.

Ainsi, v(x) € ker u.
Ce travail montre que | v(ker u) c ker(u)

, ou autrement dit que ker(u) est stable par v.

Montrons que Im(u) est stable par v. Soit y € Im(u) et x € E tel que y = u(x). On a alors, comme
uov=rvou,
v(y) = v(ux) = u(v(x)) e Im(u).

Ainsi, | v(Imu) cImu

, ou autrement dit, Im(u) est stable par v.

2. Soit y € Im(w). Il existe x € E tel que y = u(x). Donc u(y) = u?(x) = 0g, donc y € ker u.

On a bien montré que | Imu c ker u.

3. Comme E est de dimension finie égale a n, d’apres le théoréme du rang, on a n = rg(u)+dim(ker u).

Or, comme Im(u) c ker(u), on a rg(u) = dim(Im u) < dim(ker u), donc|rg(u) < g

4. (a) Comme u n’est pas nul, on a rg(u) = 1. Linégalité précédente donne directement que rg(u) =
1, donc Im(u) est une droite vectorielle, que nous noterons D.
Le théoréme du rang (cf. question précédente) donne directement que dim(ker ) = dim(E) —
rg(u) = 1.
D’apres 2, on a Im(u) < ker(u) et ces deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension,
donc sont égaux.
I existe donc bien une droite vectorielle D telle que Im(u) = ker(u) = D.

(b) i. Comme D = ker(u) et comme u et v commutent, d’apres la question 1,
ii. Onauov =0« Im(v) cKer(u). Silm(v) = {0g} (cad v =0%(E)), alors uo v =0gg).

Sinon, Les arguments précédents s’appliquent a v : il existe une droite D’ telle que Imv =
ker v = D'. Montrer I'inclusion Im(v) < Ker(«) (ou D' c D) revient a montrer I'égalité puisque
ce sont des droites vectorielles.
Supposons par I'absurde D # D', alors DN D' = {0g} et comme 2 = dim(E) = dim(D) +
dim(D'),onaE=D®D'.Soit xe E.llexistede Detd € D' telsque x=d +d’.
Comme d’ e ker(v),ona v(x) = v(d) + v(d") = v(d).
Donc v(x) = v(d) € v(D) c D. D’autre part, v(d) € Im(v) = D'. On a donc v(x) € DN D/,
donc v(x) =0g.
Ceci étant vrai pour tout x € E, on a donc v = 0, ce qui est exclu. Contradiction.

On a donc Im(v) = ker(v) = D.

De la, pour tout x € E, v(x) € Im(v) = ker(u), donc uo v(x) =0.

Ainsi, m

Elle n’était pas évidente cette question et vous allez me dire que la réponse sort du cha-
peau. En fait, pas vraiment. En effet, comme on travaille en dimension 2, deux droites
vectorielles sont soit confondues, soit supplémentaires dans E.

(c) On peut appliquer le raisonnement précédent : D = Im(v) = ker(v) = Im(w) = ker(w).
Donc pour tout x € E, w(x) € Im(w) = ker(v), donc vo w(x) =0.

Ainsi,

5. (@) Posons v =u;o---ou;:cestun endomorphisme de E, comme composée d’endomorphismes,
notamment F; = Im(v) est bien un sev de E. Ensuite, ©;;; commute avec chaque u; pour
1<k <i,doncavec v. D’apres la question 1,| F; est un sev de E stable par u;;.
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(b) Montrons par récurrence finie sur i € [1, m] la proposition :
. . n
A1) : "dim(F;) < 2 "

— Initialisation : la question 3 montre .#(1).

— Hérédité : soit i € [1, m— 1]. Supposons A (i).
Posons v larestriction de u;;; a F;. D’apres la question précédente, on peut voir v comme
un endomorphisme de F; et, comme ul2 .1 =0, alors v? = 0. D’apres la question 3, on a

dimFl- < n

rg(v) < 5 S i

Or

Im(v) = v(F) = i1 (F;) = ujp1((wjo---our)(E)) = Fipa
Donc dim(Fj4+1) < Yy
— Conclusion : pour tout i € [1, m], dim(F;) < of"

(c) Sin<2™alors, d’apres la question précédente, dimF,, < 1, donc Im(u; o---o uy,) = F, = {0g}.
Directement, | ujo---ou,, =0. ‘
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