Correction du DM11

%
W, = / cos" (z)dx
0
1. Montrer que W,, = /0% sin"(z)dx
Soit n € N. On fait un changement de variable en posant y = § —x. On a dx = —dy donc

0 n T g L 0
Wn:/g oS (g—y) (—dy) :/0 sin” (y)dy.

2. Montrer que la suite (W,,),en est strictement décroissante.
T
Soit n € N. Pour tout z €]0;1], cosz €]0, 1[ donc cos™ z > cos" ™ z,Vz € [0, 5] On intégre

ensuite I'inégalité entre 0 et 7 et on obtient, par croissance de l'intégrale, W, > W, ;. Par
ailleurs, la fonction = — cos™(z)(1 — cos(z)) est continue et ce n’est pas la fonction nulle sur

I: Intégrales de Wallis
Pour tout entier n > 0, on pose

I’intervalle [O, 5] donc, par stricte positivité de 'intégrale, on a

w,, > Wn—&-l,

La suite est donc strictement décroissante.

N’oubliez pas de mentionner la continuité de la fonction !

. . . . n+1
3. A laide d’une intégration par parties, montrer que W, o = ( n 2)
n

Soit n € N. Comme suggéré, on fait une intégration par parties en écrivant cos"?x =
cos"tt xzcosz. On a alors
+1 e 13 L . z 2
Wiao = [cos"™ xsinz|? — sinz(—(n+1)sinzcos" x)dx = (n+1 1 — cos® z) cos™ xdx
+ 0
- 0 0

~"

=0

d’ou
1
Wiio = (n+1) (W, — W,.2) ou encore W, 1o = nt W,
n+ 2
4. En déduire que pour tout entier p > 0, on a
(2p)! «
W- =
» T (ph 2
W 2rh?
On différencie le cas oul n est pair et impair.
e Sin=2p, on a
2p—1 2p—12p—3 2p—12p—3 1
Wo. = o = . = =W
o op 7P op 2p—2 P71 o 22p—2 2°
c’est-a-dire
p—1 P
s (). ()
k=0 =1 _ (2p)!
Wap = — Wo = 2 Wo = 5 s Wo
p 22pp!
I1 2k (H k:)
k=1 k=1



p p
puisque [] 2k =2? [] k. On conclut en remarquant que Wy = 7.

k=1 k=1
e Supposons maintenant n = 2p + 1, on a
2p 2p 2
w- - w, ="t 2w
T op 1 T T p41 3!

On conclut en procédant comme pour le cas pair, en remarquant que W; = 1.

Ecrivez les produits avec H:pl uttqu’avecdes. . . .Onpeutaussiprocderparrcurrencesurp.

(2p)! ™ 2% (p!)?
Z et Wapy = —2
T o)

22rpl2 2
. T cal . .
On sait que Wy = 5 et W7 = 1 donc la propriété est vraie au rang 0.

OnposeHR,, : Wa, =

On suppose la propriété vraie au rang p.

On a alors
2p+1 2p+12p)'m (2p+1)(2p+2) 2p) 7 (2p +2)!
.W2p+2:— 2p = - = - = 5 €
2p + 2 2p + 2 220p|2 2 Alp+1)2  2%pl22  9wr2((p+ 1))
w2 20(p))’ Ap+1)2  2(p)* 2 ((p+ 1))’
[ ) 0 = = g
P op+3@2p+ 1D (2p+3)(2p+2) (2p+ 1) (2p + 3)!

La propriété est vraie au rang p + 1. Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout
entier.

T
2(n+1)
1
Soit n € N, on pose u,, = (n+1)W,,W, 11, alors u,, 11 = (n+2) W, 1W,, 10 = (n—l—l)Wan—j—_QWn =
n

. Montrer que, pour n > 0, on a W, W,,,; =

T
(n+ )W, Wy,41 = u,. La suite (uy)nen est donc constante et ug = Wy, = 5 On a donc,

T . .
pour tout n € N, (n+ 1)W, W, 1 = 5 d’ou le résultat souhaité. On peut aussi procéder par

disjonction de cas.

2p)! 227 (pl)? 2p)122P (p!)?
o Sin=2p, Wy = 0Pl T2Z00D__Gple M) 7
227(ph)2 2 (2p+ 1)1 222 (ph)2(2p+ 1) 2(2p+1)
22r(pl)? 2p + 2)! 2p + 2
o Sin=2p+1, Wops1Wapyo = (p!) (2p+2) T_ (2p + 2) = T et comme

2p+ D22 2(p+11)2°2  8(p+1)2  4(p+1)
4(p+1)=2(2p+ 1+ 1), on retrouve la formule demandée.
1 Wn—l—l
<
n+42 W,

. Prouver que, pour tout n > 0, on a 1 — < 1 et en déduire que W,, ~ W,

quand n tend vers +o0.
La premiére inégalité vient du fait que la suite (W),) est strictement décroissante et strictement
positive. Pour 'autre inégalité, on écrit

Wir  Wapn Wihpo - Wi n+1 ] 1

W, Wi W, W, n+2 n+2

Wn—l—l

On montre que < ) tend vers 1 par le théoréme des gendarmes, ce qui montre que W,, ~

n
W41 lorsque n tend vers +ooc.

W, .
Attention, W, < W,11 & 1< Wﬂ st W, >0

n



T
2n
On utilise les deux questions précédentes: W, ~ W, donc W, W, ~ W?2 1 et comme

T s T
nVVn YR n ~ —— d’ot n ™ = -
WlWis = 50 gy on 2 W ,/2(n+1> ot Wy ~ o

7. Montrer finalement que W, ~



II: Formule de Stirling

On considére la suite (u,)nen+ définie par w, =

Un =

8.

10.

11.

| o1

n"\/n

et la suite (v,),>2 définie pour n > 2 par

Inu, —Inwu,_ ;.

Exprimer simplement v,, en fonction de n.

On a

vn = In (;::) :1n<<1—%>n_lem> — (n—1D (1-%) +1+%1H (1_%)

ou encore v, = (n—3)In(1-2) +1.

Donner un développement limité a 1’ordre 2 de v,.
Pour avoir un développement limité a 'ordre 2 de (n—3) In(1—1), il faut faire un développement

limité de In (1 — %) A lordre 3. On a

Nm(1-1) 1= Y =
n2n n —n2 n2n23n30n3

n
Montrer que V,, = > vy est décroissante.
k=2

On sait que vy, est équivalent a — donc a partir d’un certain rang, la suite (vy) est négative.

12k2
Cela implique que la suite (V},) est décroissante a partir d’un certain rang.

Montrer qu’elle converge.
Il suffit donc de montrer qu’elle est minorée pour avoir avoir la convergence. On va montrer
qu’elle est bornée ce qui donnera le résultat.

Comme vy, ~ il existe N tel que Vk > N, [12k*>.v, — 1| < 1 (on prend € = 1) donc on a

1
12k2°

o] < 2@ =Gz Ainsi, pour n > N, on a

n N-1 n N-1 n
Vol < Z|Uk| = Z vk | + Z k| < Z |ve| + Z 6_/1<:2
k=2 k=2 k=N k=2 k=N

On sait que la suite ( .

ol
1

) converge, donc elle est bornée et par suite, il existe M > 0
neN

k2
"1 N-1
tel que Z 62 < M. 11 suffit maintenant de prendre K = max{ > okl M } (on peut car N
k=N k=2

est fixé!) et on obtient que pour tout n > N, |V,| < K ce qui achéve de montrer que la suite
est convergente.



12. Montrer alors que les suites (In(uy,))nen et (4, )nen convergent et donc qu’il existe un réel K > 0
tel que

n! NK(Q)n\/ﬁ

e
Comme V,, est une somme téléscopique, on a V,, = In(u,) — In(uy). La suite (V},),>2 est
convergente, cela implique que (In(uy)), oy est une suite convergente, donc il existe k& € R tel
que In(u,) — k ce qui implique u,, — e¢*. On pose K :=¢€* > 0, on a le résultat souhaité.

On obtient ’équivalent demandé en écrivant que ?" — 1 lorsque n — +0o0 et en revenant a
I’expression de u,,.

Attention, pour justifier que K > 0, il est faux de dire que c’est la limite d’une suite strictement

- a
positive. Pensez a | —

n neN*

13. En utilisant cet équivalent, donner un équivalent simple de la suite (W5, ),en. En déduire que
K = /27 et, par suite, que

n! ~ (g)n V27n ( formule de Stirling)
2p)!
On sait que Wy, = 22(]35))')2 g donc

K(2p/e)V2p m _m/2p _ «
22p(K(p/e)p\/]3)2'2 K2p  K\2p

2p

. . [T [T
or on a montré a la question 7 de la partie précédente que W, ~ o donc Wy, ~ o
n P

Vr/dp K
7/ K\2p 2«
K = +/2m. En injectant la valeur de K dans ’équivalent de n! trouvé a la question précédente,
on obtient la formule de Stirling.

Cela implique , /ﬁ ~ ﬁ% donc le quotient tend vers 1, or donc cela impose

Beaucoup m’ont identifié les deux équivalents: c’est faux, il n’y a pas unicité de ’équivalent.
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