Correction du TD n 22

Correction 1 On connait déja les coordonnées de f(e1) et f(e2) dans B. Reste
a calculer f(e3). On sait que f(3e; + ea — e3) = Og donc, par linéarité de f,
f(es) =3f(e1) + f(ea). Avec les valeurs données dans 1’énoncé, on en déduit que :

f(63) = 3(261 + 63) + (61 + e + 63)
= 761 + €9 + 463

On en déduit que :

MatB(f) =

— O N
==
= = =

Correction 2 Onag(l)=0,g(X)=1,9(X?)=2X+2et g(X3) =3X2+6X +3
d’on la matrice suivante:

0 1 2 3
0 0 2 6
0 0 0 3
Correction 3 1. 1l faut déterminer les images de la base canonique:
e f(1)=-1.

¢« F(X)=(X+1)—(X+2)=—1.
o F(X)=2(X+1)(X —1)— (X +2)2= X2 —4X —6.

La matrice de f dans la base canonique est donc:

-1 -1 -6
0 0 —4
0 0 1

2. On va déterminer les images des trois vecteurs de B’ par f puis exprimer ces
images dans la base B’. Pour cela on utilise la matrice de f dans la base
canonique. On a :

donc f(X —1) = 0. On en déduit que les coordonnées de f(X — 1) dans B’
sont (0,0,0).

De méme, on a :
-1 -1 -6 1 1
0 0 -4
0 0 1 -1 -1

donc f(—X2+4X +1) = —X?+4X + 1. Les coordonnées de f(—X?+4X +1)
dans B’ sont (0,1,0).

Enfin, f(1) = —1 donc les coordonnées de f(1) dans B’ sont (0,0, —1).

On a donc :
0

0 0
MatB/(f) = 0 1 0
0 0 -1

. On sait déja que les images de X — 1 et —X? +4X + 1 ont pour coordonnées

dans B” respectivement (0,0,0) et (0,1,0). Déterminons les coordonnées de
l'image de X? —2X. On a :

-1 -1 -6 0 —4
0 0 —4 -2 =|-4
0 0 1 1 1

donc f(X? —2X) = X2 —4X — 4. 1l nous faut maintenant déterminer les
coordonnées de ce polynome dans la base B”. Il nous faut, pour cela, trouver
(o, B,7) € R? tel que :

(X 1)+ B(—X?+4X +1) +y(X? —2X) = X? —4X — 4.

En identifiant les coordonnées, on doit résoudre le systéme suivant:

-8 +y = 1
a 448 -2y = -4
—-a +p3 = —4
On trouve a = 2,3 = —2 et v = —1 donc les coordonnées de f(X? —2X) dans
la base B” sont (2,—2,—1). On a:
0 0 2
Matp(f) =0 1 —2
0 0 -1



Correction 4 1. Soit X = (z,y,2) € R? et C la base canonique de R?. Alors :

Mate (f(X)) = Mate(f)Matc(c)
“aly

On en déduit que f est I’endomorphisme de R? qui & (x,y, 2) associe :

(x+2y — 2,22+ y+ 2,2y + 22).

2. Soit P =aX?+bX + ¢, alors :

Matg(g(P)) = AMatg(P)
1 2 -1 c
=12 1 1 b
0 2 2 a

On en déduit que :

g(P)=(c+2b—a)+ (2c+b+a)X + (2b+ 2a) X

3. Par définition, (¢ + 2b — a,2¢c+ b+ a,2b + 2a) sont les coordonnées de :
h(aX? +bX +¢)

dans la base canonique de R?® donc h est I'application de Ry[X] dans R? qui a
aX? 4+ bX + c associe :

(c+2b—a,2¢c+ b+ a,2b+ 2a).
Correction 5 1. D’aprés le théoréme du rang appliqué & f*, on sait que :

dim(Ker(f)) + g(*) = n,

il suffit donc de montrer que la somme est directe. Soit donc x € Ker(f*) N
Im(f*). Alors f*(z) = Ogn et il existe a € R™ tel que f*(a) = z. On a alors, en
appliquant f a Pégalité f4(a) = x :

f(x)

f°(a)
f(a) car f* = f°

Ainsi, f(z) = x ce qui implique, en appliquant f2, que f*(z) = f(x) puis
f4(z) = x puisque f(z) = z. Or, f4(z) = Ogn puisque z € Ker(f*) donc
x = Ogn est la somme est bien directe. Par égalité des dimensions, on a bien
Ker(f4) ® Im(f*) = R™.

2. Montrons que A inversible implique A = I,,.
Si A est inversible, A* l’est aussi. On compose 1’égalité A* = A5 par I'inverse
de A* et on obtient A = I,,. Ainsi, on a bien A non inversible ou A = I,,.

Correction 6 Notons B = (fy,--- ,gm) avec (f1,---, fr) une base de F’

af’l“agla"'

et (g1, - ,gm) une base de G.

1. La forme de la matrice indique que les images de (f1,---, f;-) sont des combi-
naisons linéaires de (f1, -, f,) (puisque leurs coordonnées selon (g1, - , gm)
sont nulles). On a donc u(F) C F. Autrement dit, F est stable par u. De méme,
les images de (g1, - , gm) sont des combinaisons linéaires de (g1, - , gm) donc
G est stable par u.

2. Les images de (f1,--- , fr) sont des combinaisons linéaires de (g1, - , gm) donc

u(F) C G et les images de (g1, - ,gm) sont des combinaisons linéaires de

(f1, -+, f) donc u(G) C F.

3. Cette fois-ci, les images de tous les éléments de B sont des combinaisons linéaires
de (f1,--+,fr)- On a donc u(F) C F et u(G) C F. Les deux espaces étant
supplémentaires dans E, on a Im(u) C F.

Correction 7 1. On commence par déterminer le noyau de A. Pour cela, on
résout le systéme:

0 r -y 42z = 0
AX =0 2z +2y -4z = 0 ©x—y+22=0.
0 r -y +2z = 0
On a donc :
z 1 —2
Ker(A) = y|,z—y+22=0p = Vect 11, 0
z 0 1
Or:

Ker(A) = {Matg(a),a € Ker(f)},
il nous faut donc déterminer les vecteurs de R3 dont les coordonnées dans B
sont (1,1,0) et (—2,0,1).
Le vecteur de R? dont les coordonnées dans B sont (1,1,0) est le vecteur :
1(1,1,1) + 1(1,1,0) = (2,2, 1),

le vecteur dont les coordonnées dans B sont (—2,0, 1) est le vecteur :

—2(1,1,1) + 1(1,0,0) = (—1,-2, —2).



On a donc :

Ker(f) = Vect ((2,2,1), (—1, -2, —2)) = Vect ((2,2,1),(1,2,2)).

Par le théoréme du rang, on sait que I'image de f (et donc 'image de A) est de

dimension 1. On a :
1

Im(A) = Vect | —2
1

On cherche ensuite le vecteur dont les coordonnées dans la base B sont (1, —2,1)

1(1,1,1) — 2(1,1,0) + 1(1,0,0) = (0, —1,1).
On a donc Im(f) = Vect ((0, —1,1)).

. On sait déja que le noyau de la matrice est :

1 -2
Vect 11,1 0
0 1

Il nous faut donc simplement déterminer les polynémes dont les coordonnées
dans C' sont, respectivement, (1,1,0) et (—2,0,1). On a :

(X 1)+ 1(X+1)2=2X>+2
et
—2(X 1)+ 1(X? —1) = X% +4X - 3,

donc :
Ker(u) = Vect (2X* +2,-X* 4+ 4X — 3) = Vect (X*+1,2X — 1),

car — X2 +4X —3=—(X%2+1)+2(2X - 1).

On sait déja que :
1
Im(A) = Vect -2 ,
1

il suffit donc de trouver le polynéme dont les coordonnées dans la base C' sont
(1,-2,1):
(X -1 -2(X +1)*+1(X? 1) = —6X — 2,

donc Im(u) = Vect (—6X — 2) = Vect (3X + 1).

Correction 8 1. Onpose X = |y

x
et on détermine le noyau de A c’est-a-dire
z

les solutions du systéme AX = . Le systéme se réécrit :

O O O —

2z —y =0
—x+2y+3z = 0
y+ 2z =0
1
ce qui est équivalent & y = 2z = —2z donc Ker(A4) = Vect 2 . On en
-1

déduit que Ker(u) = Vect (2X? + 2X +4) car :
(X 12 +2(X +1)? = (X? - 1) =2X? 42X + 4.

Par le théoréme du rang, on sait que 'image de u est de dimension 2, il suffit
donc d’en donner deux vecteurs non colinéaires. On a par exemple :

u((X —1)%) =2(1,2,3) — (1,2,0) = (1,2,6),
et

u(X?—1) =3(1,2,0) 4+ 2(1,0,0) = (5,6,0),
donc Im(u) = Vect ((1,2,6), (5,6,0)) .

On peut aussi remarquer que Cy 4+ 2Cs — C3 est nulle donc il existe un élément
non-nul dans Ker(u) (dont les coordonnées sont (1,2, —1)), donc

dim(Ker(u)) > 1.

La matrice n’est clairement pas de rang 1 car toutes ses colonnes ne sont pas
colinéaires donc elle est de rang au moins 2. D’aprés le théoréme du rang, on
sait que dim(Ker(u))+rg(u) = 3 ce qui impose dimKer(u) = 1 et rg(u) = 2. On
peut donc affirmer que Ker(u) est engendré par 1’élément dont les coordonnées
dans C sont (1,2,—1) c’est-a-dire 2X? + 2X + 4. Pour l'image, on conclut
comme ci-dessus en prenant deux vecteurs non colinéaires.

. Les coordonnées de 3X?2 —2X — 1 dans la base B sont (1,0, 2) donc, par produit

matriciel, les coordonnées de son image par u sont (2,5,4). On en déduit que
w(3X? —2X — 1) = 2(1,2,3) + 5(1,2,0) + 4(1,0,0) = (11,14,6).

. On va vu que son noyau n’était pas réduit au vecteur nul, la matrice n’est donc

pas inversible.



4. On commence par calculer les coordonnées des vecteurs de B’ dans B. On a :

0 1 1
Matg(X?>—1)= | 0] ,Matg(4) = [ 1 | et Matp(2X?+2X+4)= | 2
1 —2 —1

(les coordonnées du dernier vecteur ayant été calculé précédemment !).
Par produit matriciel, on en déduit les coordonnées dans C' des images de B’,
on peut donc écrire directement la matrice :

0 1 0
M(ltB/c(u) =(3 -5 0
2 -3 0

Correction 9 1. On fait les opérations élémentaires suivantes :

Ly<+ Ly—aljet Ly <+ Ly—2L4.

On obtient la matrice suivante, équivalente en lignes & A:

1 01 0
01 0 1
0 00 «
0 00 O
Cette matrice est de rang 2 si a = 0, de rang 3 sinon.

2. Sia=0:

Alors les colonnes 1 et 3 sont égales donc f(e;) = f(esz). On en déduit que
e1 — es € Ker(f).

Les colonnes 2 et 4 sont aussi égales donc f(e2) = f(eq) et, par suite, on
aes —eq € Ker(f). On sait que rg(f) = rg(A) = 2 donc, d’aprés le théoréme
du rang, dimKer(f) = 2. Les deux éléments non colinéaires que nous venons de
trouver engendrent donc le noyau. Pour trouver une base de I'image, il suffit de
donner deux éléments non colinéaires de I'image. Par exemple f(ej) et f(eq).
D’aprés la matrice, on sait que :

f((:‘l) = €1 + 262 et f(ez) = €9,

donc (eq + 2e3, €3), ou plus simplement (e, es) est une base de Im(f).

Si o # 0.

On remarque que les colonnes 1 et 3 sont identiques donc f(e;) = f(e3). Par
le théoréme du rang, on sait que le noyau est de dimension 1 et e; — e3 est un
élément non-nul du noyau donc c’en est une base.

On sait que limage Im(f) est engendrée par (f(e1), f(e2), f(es), f(es)). Or

f(er) = f(es), Im(f) est donc engendrée par la famille (f(e1), f(e2), f(eq)),
c’est-a-dire (e + 2e9 + aeq, ea, €2 + aeg) qui est de cardinal 3. Comme on sait
que rg(f) = 3, c’est une base de Im(f).

Correction 10 1. On calcule le déterminant de A — AI5 en faisant des opérations
élémentaires. On peut, par exemple, faire Cy <— C1+Co+C3 puis Lo < Lo— Ly
et Ly + L3 — L1. On trouve alors :

det(A — X3) = (4 — \)(1 — N~
Les reéels tels que Ker(u — Aid) # {(0,0,0)} sont donc 1 et 4.

2. La matrice A — I3 n’a que des 1. Elle est donc de rang 1. On a C; = C5 donc
u(1,0,0) = u(0,1,0) d’ou (1,—1,0) € Ker(u — id). On a également Cy = Cj
d’ou w(0,1,0) = u(0,0,1) donc (0,1, —1) € Ker(u — id). D’aprés le théoréme du
rang, rg(u — id) = 1 donc dim(Ker(u — id)) = 2 et on a trouvé deux vecteurs
non colinéaires du noyau. On en déduit que :

Ker(u — id) = vect ((1,-1,0), (0,1, —-1)).

On remarque que la somme des colonnes de la matrice A — 413 est nulle, on a
donc (1,1,1) € Ker(u — 4id). La matrice étant de rang 2, par le théoréme du
rang, on sait que dimKer(u — 4id) = 1 donc Ker(u — 4id) = Vect ((1,1,1)).

3. 1l suffit de montrer que la concaténation des bases des deux noyaux est une base
de R3. Comme elle est de cardinal 3, il suffit de montrer qu’elle est libre. On
suppose qu’il existe (A1, A2, A3) € R? tel que :

)\1(15 _170) =+ A2(07 17 _1) + A3(17 17 1) = (07070)

On a alors :
Al+A3 = 0
7)\1 + /\2 + )\3 =0
—)\2 + )\3 = 0

ce qui impose A\ = As = A3 = 0 donc la famille est libre et les deux noyaux sont
bien supplémentaires dans R3.

4. On note B la base canonique de R3 et B’ = ((1,-1,0),(0,1,-1),(1,1,1)). On
sait que :

MatB/ (’LL) =

S O =
o = O
= O O

Par la formule du changement de base, on a :

PggAPgp =

OO =
O = O
- O O



donc pour @ telle que :
1

-1
0 -

= O

Q = Ppp =

—

on a la relation souhaitée.

1 0 0
5. On a det(A) =det [0 1 0| =4 # 0 donc la matrice est inversible. On
0 0 4

peut aussi dire que, d’aprés le travail précédent, Ker(u) = {(0,0,0} (puisque
0 ¢ {1,4}) donc u (et par conséquent A) est inversible.

Correction 11 1. Supposons qu’il existe aq, - ,a,_1 des réels tels que :

Qo + -+ Oép_lfp_l(fli) =0.

On applique f"~! & cette égalité, on obtient cof™~1(x) = 0 ce qui implique,
puisque f"~(z) # 0, ap = 0. On revient & 1’égalité de départ et on applique
cette fois f"~2, on obtient alors a1 f*~(x) = 0 d’oit a; = 0 et ainsi de suite.
Tous les coefficients sont égaux & zéro ce qui montre que la famille est libre.

2. On raisonne par double implication.
(=)0n choisit © € E tel que f"~'(z) # 0. Un tel élément existe puisque
frol £ Oz(E)- A la question précédente, nous avons montré que la famille
(z, f(z), -+, f*"1(x)) est libre. Comme elle est de cardinal n, c’est une base
de F, notons-la B. On a alors :

o1 0 --- 0
0 0 1 0
Matp(f) =
1
0

d’ou la premiére implication.
(= )On suppose maintenant qu’il existe une base B de E telle que :

o1 0 --- 0
oo 1 --- 0
Matp(f) =
1
0

On a alors :

000 1
00
Matp(f)? = | A
. .1
0
0
puis :
0 0 1
Mats (£ = 0 - of
0 e 0

et Matp(f)" = (0). Comme Matg(f)* = Matg(f*), on en déduit que f*~1 #
Oc(my et " = 0c(m)-
Correction 12 Notons V = (1,1,3) et U = (1,—1,1). Soit X = (z,y,2) € R%. On

raisonne par équivalence, X € F < (V,U, X) sont coplanaires < det(U,V, X) = 0.
On calcule donc le déterminant :

1 1 x
D=|1 -1 y
1 =z
On fait Cl = C1 + CQ
2 1 x
D={0 -1 y
4 1 =z
puis L3 = L3 — 2L, :
2 1 X
D=|0 -1 y
0 -1 =z2x
-1 y |
On développe par rapport & la premiére colonne, on obtient : D =2 -1 =
7-2X

2(2z—z+vy). Ainsi, D =0 < 2x—2+y = 0donc E = {(z,y, 2) € R3 2x—2+y = 0}.

Correction 13 On calcule son déterminant. On fait Ly < Lo —Lq et Ly < L3—1L;
puis on développe par rapport a la premiére colonne. On trouve det(A) = —2(a +
2 —1). On en déduit que la matrice est inversible pour tout x tel que = # 1 — ala
matrice est inversible pour tout x tel que z # 1 — a.



Correction 14 11 suffit de calculer le déterminant de On trouve 6

[
N O =
i)

donc la famille est libre.

Correction 15 Notons D le déterminant cherché. On fait C; < C;—C}4, on obtient

-m 0 1 2m

1 m 0 0

D= -1 2m+2 m 1
0 0 0 m

On développe par rapport & la derniére ligne, ce qui nous donne :

-m 0 1
D=m| 1 m 0 |
-1 2m+2 m

On fait C < C7 + Cy — C3, ce qui nous donne :

—(m+1) 0 1
m—+1 m 0
(m+1) 2m+2 m

D=m

On factorise D par m + 1 puis on ajoute la premiére ligne aux deux autres :

-1 0 1
D=m(m+1) 0 m 1 |
0 2m+2 m+1

Enfin, on développe par rapport & la premiére colonne, on trouve :
D =m(m+1)%(2—m).

On en déduit que pour m = 0,2 et —1, la matrice est non inversible, son rang est
donc strictement inférieur a 4.

Correction 16 On fait Cy < Cq + Cy + C3 + C4 car la somme des colonnes donne
toujours le méme nombre. On factorise alors par 1+2a+2b puis on enléve la premiére
ligne & toutes les autres lignes. On développe par rapport & la premiére colonne et
on obtient :

l1+a—-b b—a a—2>b
det(M) = (1 + 2a + 2b) 0 1 0 .
a—2b b—a 1+a-0

On développe par rapport a la deuxiéme ligne. On trouve (14 2a + 2b)((1+a —
b)? — (a —b)?) = (1 4+ 2a + 2b)(1 + 2a — 2b). La matrice M est donc inversible si et
seulement si 1+ 2a +2b # 0 et 1 4+ 2a — 2b # 0.

Correction 17 Pour M = A, on obtient det(24) = 2det(A). Or det(24) =
2" det(A) donc det(A) = 0 et A est non inversible. On a donc det(A+ M) = det(M)
pour toute matrice M. Si on suppose par ’absurde que M est non nulle, elle admet
une colonne non nulle. On compléte cette colonne V en une base (V,Cq,...,Cp_1)
de M,1(R). On considére maintenant la matrice M dont la j-iéme colonne vaut —V
et dont les colonnes sont une permutation de la base trouvée. Ses colonnes forment
une famille libre donc elle est inversible. Or M + A a sa j-iéme colonne nulle, on a
donc det(A 4+ M) = 0 ce qui est une contradiction.

Correction 18 1. On écrit :
2—X -1 1 2—-)X -1 1
det(M — A\I3) = det 1 - 1 =det|[2—-X\ -\ 1 ,
1 -1 2—A 2—XA —1 2—2A

en faisant C7 < C; 4+ C5+ C3. On peut alors factoriser le déterminant par 2 — A
et faire Lo+ Lo — 14 pU.iS Ly <+ L3 — Ly. On obtient :

1 -1 1
det(M —X3)=det [0 1-X 0 | =(2-XN(1-)%
0 0 1-X

On a donc det(M — A3) = 0 si et seulement si A =2 ou A = 1.

2. Si A =1, le systéme correspondant & Ker(M — I3) est t —y+2=0. On a :

T 1 1
Ker(M — I) = yl,z—y+2z=0p =vect 11, 0
z 0 -1

Si A =2 on a alors y = z et le systéme est équivalent & z = y = z. On a donc :

T 1
Ker(M — 2I5) = yl.z=y=2) =vect 1
z 1

3. On pose v; = (1,1,0), vo = (1,0, —1) et v3 = (1,1,1). Montrons que (v, va, v3)
est une famille libre de R3, ce qui montrera qu’elle en est une base. On suppose
donc qu'il existe aq, asg, a3 des réels tels que :

a1v1 + oV + aigvg = Ops.

(05} + (6%)] + 3 = 0
ag + ag = 0 ce quiimpose a1 = as = a3z =0. On en
—Q2 + Qa3 = 0
déduit que (v1,v9,v3) est une base de R? et dans cette base, la matrice de u est

On a alors :



diagonale, de la forme :

—
o

4. La matrice de passage P = convient.

O = =
jen)
—

Remarque. Si on prend la base (vs,v1,v2), la matrice de u dans cette base est

2 00
0 1 0
0 0 1
11
et la matrice de passage P= 11 1 0
1 0 -1

Correction 19 On note (ey, e, e3) la base canonique de R3.
On a f(e1) = (1,1), f(e2) = (1,0) et f(e3) = (0,—1) d’ou la matrice suivante:

(1 1 0 >
1 0 -1
Correction 20 On note B = (ey, s, e3) la base canonique de R3.
1. Soit X = (z,y, z) € R3. On raisonne par équivalence :
XeEFEer+2y—2=0& X = (a,y,x+2y) & X =x(1,0,1) + y(0,1,2)

donc :
E = vect((1,0,1),(0,1,2)).

Ona:
. 1 1
® c] — 5(1,0, 1) + 5(1,0, —1) donc p(el) = 5(1,0, 1)
e e = (0,1,2) — (1,0,1) — (1,0,—1) donc p(e2) = (0,1,2) — (1,0,1) =

(=1,1,1) et
1 1 1
® €3 = _5(1707 _1) + 5(1707 1) donc p(€3) = 5(15071)
On a donc

1 11

2 2

Matg(p)=10 1 0

i1 1

2 2

2. On sait que p+ ¢ = Id, on a donc Matg(q) = Is — Matp(p) d’on

0 -2 1
Matg(s) =2Matg(p)—Is={0 1 0
1 2 0

3. Par calcul matriciel, on trouve p(1,2,3) = (0,2,4), p(1,1,1) = (0,1,2) et
s(1,2,3) = (—1,2,5), s(1,1,1) = (-1, 1, 3).

Correction 21 Ona f(1) = (1,1,1), f(X) = (1,2,3), f(X?) = (1,4,9) et f(X?3) =
(1,8,27) d’out la matrice suivante :

1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
Correction 22 On a:
* v.(1) =1
e v, (X)=X+a.
e 0, (X)=(X+a)?=X2%+2aX +a
donc :
1 a a?
M,=10 1 2a
0 0 1

On remarque que ¢, ! : P(X) > P(X —a), donc o' = ¢p_,, d’ot :

1 —a d?
M '=M_,=[0 1 —2a
0 0 1

Correction 23 1. Il suffit de montrer que cette famille est libre. On suppose donc
qu’il existe A1, A2, Az réels tels que Aje1 + Aaea + Agez = (0,0,0). On résout le

systéme :
AM+A+A3=0 A1 =0
)\17)\2:0 = )\2:0
A +A3=0 A3 =0

La famille est libre, et comme elle est de bon cardinal, c’est une base de R3.



2. On va exprimer directement les images des vecteurs de la base B’ dans cette
base. On a :

fler) = fler) + fle2) + fles)
= (361 —e9 + 63) + (61 + e2 + 63) + (—361 + eo — 63)
=e1 +ex+ €3

= €1.

De méme, on montre que :

fle2) = fler —e2)
= fle1) — fle2)
= (361 ) +€3) — (61 + e + 63)
= 261 — 263
= 262.
et
fles) = f(ex +e3)
= fle1) + f(es)
= (361 —eg + 63) + (—361 + e2 — (:’3)
= Ogs.
d’ou :

100
Matg(f)=[0 2 0
00 0

3. D’aprés la matrice Matp/(f), on voit que 'espace engendré par les colonnes
est de dimension 2. L’image est donc de dimension 2 et pour en donner une
base, il suffit de donner deux vecteurs non colinéaires de I'image, par exemple,
€1 et 2e5. Plus simplement, une base de l'image est (€1, €2). D’aprés le théoréme
du rang, on sait que le noyau est de dimension 1, il suffit donc de donner un
vecteur non-nul du noyau; on sait que €3 appartient au noyau et il est non-nul,
c’est donc une base du noyau.

Correction 24 On remarque que la somme des deux premiéres colonnes donne la
troisiéme colonne. Cela se traduit par :

f(170’070) Jrf(o’]‘?O?O) = f(o’()’]‘?O)?

soit encore f(1,1,—1,0) = (0,0,0). De méme, si on soustrait la premiére colonne &
la troisiéme, on trouve la quatriéme, on a donc :

£(0,0,1,0) — f(1,0,0,0) = f(0,0,0,1),

d’ott f(1,0,—1,1) = (0,0,0).

On a trouvé deux éléments non colinéaires de Ker(f) donc dim(Ker(f)) > 2.
D’aprés le théoréme du rang, on a 4 = rg(f) + dimKer(f). La matrice A n’est
pas de rang 1 puisque toutes ses colonnes ne sont pas colinéaires donc elle est
de rang au moins 2. On en déduit que rg(f) > 2. Le théoréme du rang impose
dimKer(f) = rg(f) = 2. Comme on a trouvé deux éléments non colinéaires du
noyau, ils engendrent celui-ci donc :

Ker(f) = Vect ((1,1,-1,0),(1,0,—1,1)).

Pour donner une base de 'image, il suffit de donner deux éléments non colinéaires
de celle-ci. On peut, par exemple prendre f(1,0,0,0) et f(0,1,0,0) :

Im(f) = Vect ((1,2, 1), (1, -1, —1)).

X
Correction 25 1. On cherche & déterminer le noyau, on a X = | y | € KerA si
z
0
AX = | 0. On résout le systéme suivant:
0
0 20 —y—2=0 20 —y—2=0
AX =10 S —x4+2y—2=0 &< 3x—3y=0Ly<+ L1 — Lo
0 —r—y+22=0 3r —32=0 L3+ —L3z+ L
e
rT=z
1
Onadonc X =z [ 1] donc Kerf = vect(1,1,1).
1

D’aprés le théoréme du rang, on sait que I'image est de dimension 2, il suffit
donc de donner deux vecteurs non colinéaires de l'image, par exemple, ceux
donnés par les deux premiéres colonnes de la matrice. On a donc :

Imf = vect ((2,-1,-1),(-1,2,-1)).
2. On doit montrer que ces deux espaces sont en somme directe, c’est-a-dire que

leur intersection est réduite & zéro. Soit donc x € Kerf N Imf, alors il existe
a, B, réels tels que x = a(1,1,1) = (2, —-1,—1) +v(-1,2,-1) d’ou :

a=28—7vy
a=—F+2y
a=-F—vy



En retranchant la premiére ligne & la troisiéme, on trouve = 0, en retranchant
la deuxiéme & la troisiéme, on trouve v = 0 dout a = f = v = 0 et par
conséquent x = 0; la somme est bien directe. Par ailleurs, on a dim (Kerf &
Imf) = dimKerf + dimImf = dimR3 d’aprés le théoréme du rang donc par
égalité des dimensions, on a R? = Ker f @ Im .

3. On note e; = (1,1,1), es = (2,—1,—1), et e3 = (—1,2,—1). Cette base est
adaptée a la somme directe. Par ailleurs, on a f(e3) = (6,—3,—3) = 3eq et
f(es) = (—3,6,—3) = 3e3 par calcul matriciel donc la matrice de f dans cette
base est :

0 00
0 3 0
0 0 3

Correction 26 1. Pour montrer que c’est une base, il suffit de montrer que c’est
une famille libre car elle est de cardinal 3. On suppose donc qu’il existe
(a1, 9, a3) des réels tels que aier + ages + azes = Og. On remplace les ¢;
par leurs expressions :

a1(61 =+ (:’3) + 012(61 + 62) + a3(€1 +eg + 63) =0g,
ce qu’on peut aussi écrire :
(a1 + a2 +ag)er + (a2 +ag) ez + (a1 + a3) ez = 0.

Comme la famille (e, eg, e3) est libre, on a oy + s+ a3 = as+ag = a3 +az =0
ce qui implique a; = a9 = a3 = 0. La famille est bien libre, c’est donc une
base de E.

Pour calculer la matrice Matpg/(f), on calcule les images de €1, €3 et €3. On a :

o fle1) = f(ex1 +e3) = f(e1) + flez) = —ez +e1+2e3 =e1 + ez =1,
o fle2) = fler+ea) = fle1) + fle2) = ez ter+extez=e1+ex =eg et
o f(e3) = fler) + f(e2) + f(e3) = 2e1 + ea + 2e3 = €1 + e3.

On en déduit que :

o O =
o = O
_= o

On sait que A" = PBB/MatB/(f)nPB/B.
Matg/(f) = I3 + B avec B?> = (0) donc :

Calculons Matp/ (f)™. On écrit

10
MatB/(f)"zlg—i-nB: 0 1
0 0

— o 3

Par conséquent, Vn € N,

1 1 1 1 0 n 1 -1 0
A" =0 1 1 0 1 0 1 0 -1
1 0 1 0 0 1 -1 1 1
1 1 n+1 1 -1 0
=10 1 1 1 0 -1
1 0 n+1 -1 1 1
-n+1 n n
= 0 1 0
-n n n+1

f Vapplication canoniquement associée a A. Soit X =

1G)-

donc f(z,y) = (22 +y,x —2y,z+vy). On cherche g : R? — R? telle que go f = idp>.

Correction 27 On note
(z,y), alors :

2z +y
r—2y|,
r+vy

1
On remarque que z = 2z +y) — (x4 y) et y = 3 (2z+y)— (x —2y) — (x+y)).

1
L’application g : (z,y, 2) — <:c -z, §($ -y — Z))

La matrice de g dans les bases canoniques de R? et R? est :

1 0 1
B = <1 1 _;> ;
2 2 2

et, par la formule de la matrice de la composée, on a BA = Is.
La matrice B n’est pas unique car on peut trouver une autre application qui vérifie
ho f =idg2. On peut par exemple prendre :

vérifie bien g o f = idpe.

b (2,9, 2) <é(2x+y),22 —:10) .

Sa matrice dans les bases canoniques de R? et R? est :
2 1
2 19
r—_ (35 3
b (—1 0 2)

Correction 28 On note f et g les applications canoniquement associées & A et B.
Si AB est inversible, alors f o g est un automorphisme de R3. La bijectivité de
f o g implique la surjectivité de f. Or f: R? — R3 et dim(R3) > dim(R?), elle ne
peut donc pas étre surjective. On a une contradiction donc AB ne peut pas étre
inversible.

et on a bien B’A = I.



Correction 29 L’idée est d’exhiber une base de matrices de projection puis de
considérer les applications linéaires canoniquement associées.

On considére les matrices M;; = E;; + E;j si i # j et My; = Ejy;. Elles forment
une famille libre de M,,(IR) car par les opérations élémentaires M;; <— M;; — M;;, on
obtient la base canonique de M, (R). De plus, cette famille est de cardinal n?, c’est
donc une base de M, (R) (ou bien, la famille est génératrice de M, (R) car obtenue
a partir de la base canonique par des opérations élémentaires). De plus, ce sont des
matrices de projection car elles vérifient ij = M;;. En effet,
= b Ey =

i

2
o M:

o Pouri # j, M}, = Ei;Eii+Eii Eij+ EjiEii+ Eij Eij = Eii+ Eij+(0)+(0) = Mj;
Ces matrices sont bien des matrices de projections. Soit B une base de E. Pour tout
(,7), on note f;; I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est M;;.
Pour tout i, 7, ffj = fij done (fij), ¢ j<n ©st une famille de projecteurs. De plus, la
famille est une base car c’est I'image de la base (M;;), <i j<n Par I'isomorphisme ¢
entre M, (R) et L(E) défini comme la bijection réciproque de f +— Matg(f).

On a bien trouvé une base de L(F) formée de projecteurs.

Correction 30

Analyse :Si B = (e1,a1, -+ ,€r,0r,€r41, "+ ,€m) €st une telle base, on a :

Vi[l,m], f(e;) =0g et Vi e [1,7], f(a;) = e;.
On en déduit que (eq,- - ,e) appartient a Ker(f) et (aq,---
dents des (eq, - - ,er)
Synthése :On a f? = 0g(g) donc Im(f) C Ker(f).
base de Im(f) que 'on complete en une base (e1,---,ey) de Ker(f). On pose
ensuite (ag,---,a,) des antécédents des (ej,---,e.). Montrons que la famille
(e1,a1, " ,€r,Qr,€r41, - ,€my) est une base de E. Elle est de cardinal r +m. Or
r est le cardinal de (ey,--- ,e,) donc r = rg(f) et m est le cardinal de (ey,--- ,ep)
donc m = dim(Ker(f)). Par le théoréme du rang, le cardinal de la famille est égal a
la dimension de FE, il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

On suppose qu’il existe (aq, -+, am, B1, -, Br) € R™T™ tel que :

m ks
Zaiei + Zﬂj&j =0g.
i=1 j=1

On applique f, par linéarité de celle-ci, on obtient :

> aif(e) + Y Bifa;) =0g
i=1 =1

a,) sont des antécé-

) )

On choisit (e1,- - ,e,) une

10

On sait que Vi € [1,m], f(e;) =0p et Vi € [1,7], f(a;) = ¢; donc »_ Bje; = 0p.La
j=1

famille (eq,--- ,e,) est libre donc Vj € [1,7],5; = 0. En revenant & P'égalité de

départ, on a Zaiei = Op et, par liberté de la famille (eq,--- ,ep), on obtient la
i=1

nullité des «;.

La famille B = (e1, a1, ,€p,Qp,€pp1,-

la matrice de f est de la forme souhaitée.

€m) est bien une base de E dans laquelle

)

Correction 31 1. Pour ¢ € [2,n], on fait 'opération élémentaire L; < L; — L;_1,

on obtient :
rm+x b+x b+
a—11 Tr9—> 0 0
P(x)=1| a—ry T3—0b 0
: K 0
0 0 a—"Tp-1 Th—0>0

En développant par rapport & la premiére ligne, on obtient un polynéme de
degré au plus 1 puisque toutes les lignes de 2 & n ont leurs coefficients constants
par rapport a x.

2. On a P(—a) = H (r; —a) et P(— H ) car, dans ces deux cas-1a, la
i=1 i=1
matrice est triangulaire.
3. On cherche deux réels « et g tel que P(X) = aX + 8, sachant que P(—a) =

) et P(— ﬁ

i=1

n
H (rs . En résolvant le systéme
i=1

—aa+ 3 = P(—a)
—ba+ 5 = P(-b)
on trouve . P(—b) — P(—a)
N a—>b
= aP(—b()l : I;P(—a)
donc
P(X) = aib (H(n_b)_ﬂ(r —a)) X~|—aib <aH(n_b)_bH(n_a)



On en déduit que Ay = P(0) = - i b (aH (ri —b) — bH (r; — a)).
i=1

i=1

Pour As, on prend r; = 0 pour tout i, on a donc As = A N S’ M
b" — a™

(=)

4. On peut poser b = a + ¢, on fera tendre ensuite € vers 0. On a H (ri =) =

i=1
n

ICECEDS H
=1 1= 11;&]
tendre € vers 0, on trouve

(€?) donc en injectant dans P puis en faisant

n

Px)=]] fa+ZHJ )X +a)

=1 1= 1175] (

On peut aussi utiliser la multilinéarité du déterminant. On pose r, = r; — a,
E; la colonne avec un seul coefficient non nul égal & 1 sur la iéme ligne et U
la colonne avec tous les coefficients égaux a 1. On a P(z) = det((a + z)U +
" E (a+2)U+7rhEs, ..., (a+2z)U +7r,E,). On développe colonne par colonne,
chaque fois que I’on a deux U, le déterminant est nul. On se retrouve donc avec

P(z) = (a+z)det(U,rbEs,...,rL Ey) + (a+ x)det(ri E1, U, r5Es, ..., 1, Ey)

..+ det(riEy, ..., Ey),
d’ott

a+:z:ZHr +H T

i=1 j#i

d’ou le résultat trouvé ci-dessus en remplagant r; par r; — a.

Correction 32 1. Si x; = x; pour ¢ # j, le déterminant est nul car deux lignes
sont identiques.

H ) .
2. Pour z; # z;, écrire R(X) = 2L sous la forme Z

X+
X—l—acZ =1

n
11—

j=1

Vi € [[l,n]], a; = ﬁ

11

Par récurrence, en utilisant D,
> (@5 — i) (y; — vi)
1<J

[1(z: +y;

2]

041—|—b1’

on obtient

Ly
L1 1
. Sionnote Ly,..., Ly leslignes,ona D, = | : | = o L,_1 | On a donc
)
i=1
1 1
T1+ Y1 1+ Yn
D, =
1 1
_—,
Tp—1 +y1 Tp—1 +yn
R(y1) . R(yn)
1 1
T1+ Y 1+ Yn-1 T1+Yn
= . 1
+ ..
T 1+y1 T 1+ynl T 1+yn
) 0 R(yn)
R(b,
= D, _
A !
1

Dy,



