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DS 10

Devoir surveillé 10.

Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées. Les
étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat ou
une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que

la présentation de la copie seront prises en compte dans l’évaluation.

Chaque exercice doit étre rédigé sur une copie séparée.

Exercice 1.

Cet exercice doit étre rédigé sur une copie séparée

Soit n un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules indiscernables au toucher et numérotées de 1 & n. On tire une boule
au hasard dans 'urne. Si cette boule tirée porte le numéro k, on place alors dans une seconde urne
toutes les boules suivantes: une boule numérotée 1, deux boules numérotées 2, et plus généralement
pour tout j € [1,k], j boules numérotées j, jusqu’a k boules numérotées k. Les boules de cette
deuxiéme urne sont aussi indiscernables au toucher. On effectue alors un tirage au hasard d’une
boule dans cette seconde urne.

On note X la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée et on note Y la variable
aléatoire égale au numéro de la deuxiéme boule tirée.

1. Reconnaitre la loi de X.

2. Déterminer Y ().

o

. Soit k € [1,n]. Pour tout entier j de [1,n], exprimer Px_4(Y = j) en fonction de k et j.
On distinguera les cas 7 < k et 7 > k+ 1.

4. (a) Déterminer la décomposition en éléments simples de m

(b) En déduire que, pour tout élément j de Y (),

P =)= Q(Z(Z:)j)'

2
5. Montrer que E(Y') = n—3|— :

6. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

1)(4
7. (a) Montrer que E(XY) = (n+ )1(8n i 5).
n?—1

18

(b) En déduire que Cov(X,Y) =



Cet exercice doit étre rédigé sur une copie séparée

Exercice 2.
On note [*(N) I'ensemble des suites réelles U = (U,,) telles que la série Y U2 converge.
Sous réserve d’existence, on pose pour U,V € [*(N):

+o0o
(U V)=> UV,
n=0

1. Pour aw et n € N, on pose U,, = . Pour quelles valeurs de a, la suite (Uy),,oy est-elle un

n®+1
¢élément de (2(N) ?
2. Produit scalaire sur [*(N):
1
(a) Démontrer Va,b € R, ab < 5 (a® +b?).
+oo
(b) En déduire que si U,V € I3(N), (U, V) = > U,V, est bien défini.
n=0

(c) Montrer que [2(N) est un espace vectoriel et que (-, -) est un produit scalaire sur [*(N).
(d) On pose

+o0
S={UeR",3ng € N,Vn >no, U, =0et »_ U, =0},
n=0
c’est-a-dire ’ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang et dont la somme des
termes est nulle. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de [?(N).
(e) Montrer que S+ = {Ogn}.

(f) En déduire que S C (SL)L.



On note E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [—m, 7] & valeurs réelles que 'on munit
du produit scalaire défini, pour f,g € E, par

arr =—/f

On admet que ( | )g est un produit scalaire sur F.
Pour n € N* et 0 < k < n, on définit la fonction f, € F par

Vt € R, fp(t) = cos(kt).
De méme pour 1 < k < n, soit g, € E définie par
Vt € R, gi(t) = sin(kt).
On note F,, = (fo, f1,-- s fa, 915+, gn) €t Fy = Vect (fo, ..oy fn, 91,5 Gn)-

3. Une famille orthonormée de FE.
Dans cette question, on fixe n € N*.

(a) Soient u,v € R. Donner une expression de cos(u) cos(v) et de sin(u) sin(v) en fonction de
cos(u + v) et de cos(u — v).
(b) Démontrer que F,, = (fo, f1,- - fu, 91, - - -, gn) €st une famille orthogonale dans E.

(c) Calculer la norme des vecteurs de F,.

(d) Montrer que F,, est de dimension finie et déterminer sa dimension.

4. Une projection orthogonale. Soit h € E. Pour tout n € N*, on note pg, (h) le projeté
orthogonal de h sur F,.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de suites (ax(h))gen et (bg(h))ren tel que b(h) =0
et

Vn € N* pp, (h) = Z fk:+zbk

k=0

Exprimer pour tout k € N, ax(h) et bi(h) & 'aide d’intégrales.
(b) On note ||h||g = \/(h | h)g. Démontrer que
Vn €N, [|pr, (W) g < [Ihlle-

(¢) Justifier que les suites (ax(h)),cy €t (br(h))zey sont des éléments de 1*(N) et que

1% 1%
2 §Zak(h)2 + 52 b (h)? < |||
k=1 k=1

5. Soit n € N*. Calculer

" 2
ozl,..i.I,}xfneR /_Tr (1 - ; g sin(kt)) dt



Cet exercice doit étre rédigé sur une copie séparée

Exercice 3 (Processus de branchement et extinction).
On considére une espéce de plante dont chaque individu de chaque génération (indépendamment des
autres) donne naissance a :

e deux descendants, avec probabilité p €]0; 1[;
e aucun descendant, avec probabilité 1 — p;

puis meurt. A la génération 0, la population est constituée d’un seul individu. On note X, le nombre
d’individus a la génération n, et on s’intéresse & la probabilité d’extinction aprés n générations :

r, =P(X, =0)
1. Montrer que pour tout n > 1, X,, est un entier pair compris entre 0 et 2".
2. Déterminer la loi de X; et de Xs.
3. Que vaut rg ?

4. En considérant le SCE ((X; = 0), (X; = 2)), justifier que pour tout n € N,
Fuer = (1= p) +pry.

5. Soit f,: x> pr?+1—p.

(a) Etudier les variations de f, sur [0;1].

(b) Montrer que (7,)nen est a valeurs dans [0; 1] et est monotone, et en déduire que (7,)nen
converge vers une limite ¢ € [0;1].

(¢c) Déterminer les points fixes de f, (leur nombre et leur position par rapport 4 1). On pourra

1 1

distinguer les cas p < 5, p = 5 et p > % Dans chacun des cas, on donnera l'allure du

graphe de f, en mettant en évidence ces points fixes.

(d) Conclure sur la limite de la suite (7, ),en selon la valeur de p. Interpréter.

1
6. Dans cette question, on suppose p # —, et on note toujours ¢ la limite de la suite (r,),en-

Justifier que 2pf < 1, puis montrer a l'aide de I'inégalité des accroissements finis:

VneN, |r, — € < (2pl)".

. . 1
7. Dans cette question, on s’intéresse au cas ou p = 3

1 1 1

(a) Montrer, pour tout n € N, la relation — = .
—Tpr1 1—7, 147,

(b) Montrer que si une suite (u,)nen & termes strictement positifs converge vers un réel ¢ > 0,
n

alors Zuk ~ ¢ X n, lorsque n — +o0.

k=0
On pourra fizer u une suite respectant les hypothéses de l’énoncé, fixer un € > 0, et justifier
qu’a partir d’un certain rang ko, on a c —e < up < c+e.

2 1
(c¢) Déduire des deux questions précédentes: 7, =1 — — + 0 (—>
n n



Cet exercice doit étre rédigé sur une copie séparée

Exercice 4.
Dans toute cette partie, n est un entier strictement positif fixé.
On note ® I'application définie sur R, [X] par :

VP eR,[X], ®(P)=((X*-1)P)".
1. Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X].

2. (a) Donner la matrice de ® dans la base canonique.

(b) En déduire qu’il existe n + 1 réels distincts \g < Ay < -+ < \,, que l'on précisera, tels
que pour tout ¢ € [0;n], ® — \idg,[x] n’est pas bijective.

(c) Quel est le rang de & — \idg,[x] 7

3. Prouver que pour tout k € [0,n], Ker (® — Asidg,(x]) contient un unique polynome unitaire,
que ’on notera P, dans la suite de 'exercice.

4. Soit k € [0,n].

(a) Prouver que deg Py = k.
(b) Soit Qr = Pp(—X). Montrer que ® (Qy) = \Qs, et en déduire que Pp(—X) = (—1)*Py(X).

5. Calculer .P()7 .P17 PQ, P3.
Pour (P, Q) € R, [X], on pose

rla)= [ Poemn -

1
6. Prouver que (- | -) est un produit scalaire sur R, [X].

7. Prouver que pour tous (P,Q) € R,[X]? (®(P) | Q) = (P | 2(Q)).
8. En déduire que (P, Py, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X].

9. Prouver que pour tout k € [0,n], B, € Ry_1[X]*.



Correction du DS n 10

Ezxercice 1 Soit n un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n.On tire une boule au hasard
dans I'urne. Si cette boule tirée porte le numéro k, on place alors dans une seconde urne toutes les
boules suivantes : une boule numérotée 1, deux boules numérotées 2 et plus généralement, pour tout
J € [1,k], j boules numérotées j, jusqu’a k boules numérotées k. Les boules de cette deuxiéme urne
sont indiscernables au toucher. On effectue alors un tirage au hasard dans cette seconde urne.

On note X la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée et Y la variable aléatoire
égale au numéro de la deuxiéme boule tirée.

1.

4.

Le premier tirage se fait dans une urne qui contient n boules indiscernables au toucher et chaque
numeéro est alors équiprobable; on a reconnu la loi uniforme

X <= U([1,n]).

Dans le pire des cas, on pioche lors du premier tirage la boule numérotée 1 et il n’y a dans la
deuxiéme urne qu’une boule numérotée 1. Si on pioche au premier coup la boule numérotée
n, il y a ensuite des boules numérotées de 1 & n dans la deuxiéme urne. Ainsi, la valeur de la

deuxiéme boule piochée est toujours une valeur entre 1 et n et toutes les valeurs sont possibles.
On a donc Y(Q) = [1,n].

Beaucoup ont écrit Y (2) = [1, k]

Soit k € [1,n]. On suppose que 'événement [X = k| est réalisé.

D’apres la description de I'expérience, on a disposé dans la deuxiéme urne un nombre de boules
égal a

k(k+1)

k
1424 +k=) j= 5

J=1

Sij € [1,k], il y a dans I'urne des boules numérotées j (et il y en a exactement j). Sinon, les
boules j ne font pas partie de I'urne (et la probabilité de les piocher alors nulle). On a donc
par équiprobabilité et avec la formule ci-dessus pour le total de boules :

2j

A si1<j<k
: k(k+1
Puey(¥ = j) = { "D
0, sik<y
(a) On écrit
1 1+k—k 1 1

k(k+1)  k(k+1)  k k+1



(b) Soit j € [1,n]. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {[X = k] :
k€ [1,n]}, on a

P(Y =j) = > Pu—y(Y =j)P(X =k)

ce qui est bien le résultat demandé.

Il faut bien penser a citer que c’est la formule des probabilités totales et préciser a quel SCE
elle est appliquée. Attention, on a Px_g(Y = j) = 0 lorsque k 4+ 1 < 5.

5. On a:
L _ " 2n+1—j5

EY) = ;jP(Y:J)Zj;J—(n(ZH)])
_ —n(n2+ 3 ;j(n+ 1—j) = —n(n2+ 0 ((n+ 1)];7‘ - ;f)
B 2 n(n+1) n(n+1)(2n+1)
— m((714—1) 5 6 )
_ (n+1)_2n3+1
. on+2
= —

ce qui est bien le résultat attendu.

6. Soit n > 2. Si X et Y étaient indépendantes alors, pour tout couple (k,j) € [1,n]?, on aurait
Pix—y(Y = j) = P(Y = j) #0.

Or, la probabilité de gauche est nulle dés que 7 > k. Les variables X et Y ne sont donc pas
indépendantes.
Pour n = 1, les deux variables aléatoires X et Y sont certaines et égales a 1... elles sont donc
indépendantes.



7. (a) On a

n

E(XY) = > Y EP(X =knY =j)=> Y kP(X = k)Pxy([Y = j])

k=1 j=1 k=1 j=1

n k .
1 27 : :
= D> 3 kjx = x = car Px_y (Y =) =0Vj > k+1

= T V=) == b

n k n
B 9 , 1 2 k(k+1)2k+1)
- n;lﬁLl;j _n;kﬂx 6

1 1 n n
= — S k2k+1)=—1[2) &2 k
ke =g (23 1)
)

k=1

1 /nn+1)2n+1) n(n+1)
B 3_n< 3 T )
- ”;;1(2(2n+1)+3)

_ (n+1)(4n+5)

B 18 ’

ce qui fait plaisir car c’est ce qu’on demande!

Pensez A citer le thm de transfert

(b) Par la formule de Konig-Huyguens,

Cov(X,Y) = E(XY)—EX)E(Y)
(n+1)(4n+5) n+1 n+2
18 CERE
_ ”£1(4n+5—3(n+2>)
(n+1(n—1) n?*-1

18 18

et c’est tout bon.
(On remarque que, pour n = 1, la covariance est nulle, ce qui est cohérent avec ce que
'on a mentionné ci-avant quant a l'indépendance de X et Y.)

Exercice 2 L. Pour a € R} et n € N, on pose U,, =
de I>(N) ?

o : . : 1 :
La suite diverge grossiérement si « = 0. Si « > 0, on a U2 ~ e la suite (U,),,cy est donc

1 La suite (Uy), oy est-elle élément

un élément de [2(N) si et seulement si 2a > 1 ¢’est-a-dire a > —.

On a changé 1’énoncé et on voulait vous interroger pour a € R, typo dans I’énoncé ce qui a
amené certains (trés peu) a considérer les cas a la main. L’immense majorité, vous avez fait
un équivalent. Attention, il n’est valable que pour a > 0. Pour affirmer que les séries sont de
méme nature, il faut préciser que I’équivalent est positif (ou de signe constant) ou invoquez
le "critére de comparaison des séries a termes positifs". Si vous majorez seulement le terme
général, vous n’aurez pas de condition nécessaire et suffisante.



2. Produit scalaire sur I*(N):

(a)

1
Démontrer Va,b € R, ab < 5 (a® + b%).
On raisonne par équivalence :

1
ab < = (a*> +V?) & 2ab < a® + VP

2
<0< (a—b)?
La derniére inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére I'est également. On a
1
bien Va,b € R, ab < 3 (a® 4+ b?)
Une suite d’équivalences sans conclusion vous a fait perdre la moitié des points.
+o0o
En déduire que si U,V € *(N), (U | V) = Z U, V., est bien défini.

n=0

Soit U,V € I%(N), alors pour tout n € N, on a

0<|UVal < 5 (U2 4V

N | —

. 1 .
La série de terme général 3 (U2 4+ V;?) converge en tant que somme de séries convergentes.

Par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que »_ U, V,, est
absolument convergente donc convergente. La série de terme général U, V, admet donc
une somme ce qui justifie la définition de (U | V).

Beaucoup de rédactions confuses sur cette question. Certains somment les inégalités pour
majorer la somme partielle. Comment allez-vous conclure ensuite? Soit vous invoquez que
la suite des sommes partielles est croissantes car le terme général de la série est positif (ce
qui est faux) et, dans ce cas, le fait qu’elle soit majorée vous garantit qu’elle converge. Me
dire juste que la somme partielle est majorée ne vous donne pas la convergence de la série

(on majore le tg de la série !!!). J’ai encore vu des sommes (de 0 & co pour justifier que la
+oo

série converge: ¢a n’a aucun sens, la notation Y n’est défini que si la série converge.
n=0

Montrer que I?(N) est un espace vectoriel et que (- | -) est un produit scalaire sur [*(N).

On commence par s’assurer que [*(N) est non-vide ce qui est le cas puisque la suite
nulle appartient a [?(N). On se donne ensuite deux éléments U,V € [*(N) et un scalaire
A € R, montrons que AU + V est un élément de I2(R). Pour tout n € N, (AU, + V},)? =
N2U? + 20U, V,, + V2. Par hypothése, les séries de terme général U? et V2 convergent
et on a montré a la question précédente que > U,V, convergeait. On en déduit que
ST (AU, + V,,)? converge donc AU + V € I2(R) et cet ensemble est bien un ssev de RY.

Montrons que (- | -) est un produit scalaire:
e VU,V € I*(R), (U | V) € R, c’est une forme.
e Symétrique: YU,V € I*(N), (U | V) = (V | U) par commutativité sur R donc la
forme est symétrique.

e Bilinéaire: Soit U, V,W € [*(N) et A € R, alors la suite de terme général (\U,,+V,,)W,,
“+oo +00
est convergente de somme égale a )\Z U.w, + Z V,.W,, par propriétés des limites.

On a donc la linéarité par rapport a la premiére variable et, par symétrie, on obtient

la linéarité par rapport a la deuxiéme variable.

4



e Positive : Soit U € [*(N), alors > U? est une série positive et convergente. La suite

de ses sommes partielles est donc une suite positive et convergente, sa limite est, par
+00

conséquent positive. On a bien Z U2>0.

n=0
“+00
e Définie: Soit U € I*(N) telle que Z U2 = 0. La suite des ses sommes partielles est
n=0
croissante (puisque U2 > 0), positive et de limite nulle. C’est donc la suite nulle. On
a bien (U,U) =0= U =0 d’ou le caractére défini.
On a montré que { | ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, ¢’est donc un
produit scalaire sur *(R).
La, j’avoue, j’ai été sévére mais soyez honnéte: aviez-vous vraiment compris pourquoi
¢’était un produit scalaire?? Dites-moi que vous partez en vacances en ayant intégré le

+oo
fait que Y est une limite et pas une somme (méme si elle s’appelle somme de la série, je
n=0
sais, c¢’est pervers).
+o0
On pose S = {U € I*(N),3Ing,Vn > ng,U, = 0 et ZUn = 0}. Montrer que S est un
n=0

sous-espace vectoriel de 1*(N).

La suite nulle appartient a S, 'ensemble est donc non-vide. Soit U,V € S et A € R. Alors
par définition de S, il existe ng € N tel que Vn > ng, U, = 0 et il existe my € N tel que
Vn = mg, V,, = 0. Pour tout n > max(ng, mg), on a alors AU,, + V,, = 0. Par ailleurs, les
deux séries Y AU, et >V, étant convergentes, on a

+o0 +oo +o00
S AL +TVa) =X U+ V,=0.
n=0 n=0 n=0

On a donc AU +V € S et S est bien un sous-espace vectoriel de RY.

Il est clair qu’il est inclus dans [?(N) puisque si U € S, la série de terme général U? admet
un nombre fini de termes non nuls, elle est donc convergente.

Montrer que S*+ = {Ogn}.

Soit U € S+, posons

1 sin=0
V,=< -1 sin=1
0 sinon
+00
On a bien V € S et, par suite, (U, V) = UV, = Uy — Uy = 0. Ainsi Uy = Uy. On fait
n=0

ensuite le produit scalaire de U avec W définie par

1 sin=1
W,=4<¢ -1 sin=2
0 sinon

A nouveau, il est clair que W € S, on a donc (U, W) = 0 ce qui impose U; = U,. Par
récurrence, on montre ainsi que U est une suite constante. Or, la série Y U? converge.
Si U est constante, la série ne peut converger que si U = 0. On a montré S+ C {Ogn} et
I’autre inclusion est évidente donc S+ = {0}.



(f) En déduire que S C (SL)L. On a (SL)L = {Ogz}+ = I?(N) et S C I?(N). En effet, on
peut considérer la suite dont les deux premiers termes valent 1 et les suivants 0, c’est un
élément de [?(N) donc la somme n’est pas nulle, il n’appartient pas a S. On a donc une
inclusion stricte.



3. Une famille orthonormée de E. Soit n € N*.

(a) Soient u,v € R. Donner une expression de cos(u) cos(v) et de sin(u)sin(v) en fonction de
cos(u +v) et de cos(u — v).
Soit (u,v) € R?, On a

cos(u + v) + cos(u — v) = 2 cos(u) cos(v) et cos(u — v) — cos(u + v) = 2sin(u) sin(v)

on en déduit que

1 1 1
cos(u) cos(v) = 5 cos(u + v) + 5 cos(u —v) et sin(u)sin(v) = 5 cos(u —v) — 5 cos(u + v).
(b) Démontrer que F,, = (fo, f1,- s far 91, -+, gn) est une famille orthogonale dans E.

e Soit ¢ # j, montrons que < f; | f; >p=0.
On a

1 ™
<filfi>e = 2—/ cos(it) cos(jt) dt
™ —T

- i/_: cos((i + j)t) + cos((i — j)t)dt

_ 1 {sin((i +J)t) N sin((z — 5)t)]"
47 1+ 1—7

=0

—m
e Soit ¢ # j, montrons que < g; | g;j >p=0. On a

1 ™
<gilgi> = 2—/ sin(¢t) sin(jt) dt
™ —T
1 ™
= cos((i — j)t) — cos((i + j)t)dt
™ —T
_ 1 [sin((@=4)t)  sin((+5)8)]"
C Ar i—3j i+
=0

—T

e Soit i € [0,n] et j € [1,n], montrons que < f; | g; >g= 0.
1
On sait que sin(u + v) + sin(u — v) = 2sin(u) cos(v) donc sin(u) cos(v) = 3 sin(u +
1
v) + 5 sin(u — v).
On suppose tout d’abord 7 # j:
On a

1 s
<filgi>e = 2—/ cos(it) sin(jt) dt
TJ_x

— ﬁ/ﬂsin((i +j)t) +sin((j —d)t)dt
1] cos((i+)t) | cos((i—)B)]"
 4r { 147 - =] :|T{'
=0

Sii=j,ona

L[]

1 [ 1 [T
< filgi>p= %/_ﬂ cos(it) sin(it) dt = E/_W sin(2:t) dt = po 5

On peut aussi traiter ce dernier cas sans faire de disjonction de cas en disant que la
fonction t — cos(it) sin(jt) est impaire et on I'intégre sur un intervalle centré en 0.

7



La famille est bien orthogonale.

Je me permets de vous signaler que 'intégrale d’une fonction périodique sur sa période
n’est pas nécessairement nulle, méme si la fonction en question est paire. Certains m’ont
écrit " =0 par propriété des fonctions sinusoidales". Vous savez que 1’énoncé vous dit que
vous allez trouver un produit scalaire nul n’est-ce pas? donc ne pas se fouler a le montrer
proprement c’est quand méme s’exposer a ne prendre aucun point

(c) Calculer la norme des vecteurs de F,.

1 ™
o 1] = 2—/ dt = 1.
7r —T

e Soit i € [1,n], alors

1 /7 1 [7 1
112 2/ - . =
| fill” = _277/77 cos”(it) dt = yym 41 + cos(2it) dt = 5

1
e Soit i € [1,7n], on remarque que || f;||*+||g;||* = 1, on en déduit que ||g;||* = 3 Ainsi,

1
Sl = llgill = 7
I1 fallait faire attention a ne pas diviser par 0 et donc, a traiter fy a part.
(d) Montrer que F, est de dimension finie et déterminer sa dimension.
F,, est de dimension finie car il posséde une famille génératrice finie. On a montré aux deux
questions précédentes que la famille F,, est orthogonale et ne posséde aucun élément nul

(puisque les normes ne sont pas nulles), on en déduit que la famille est libre et, par suite,
que dim(F,) = 2n + 1.

Relisez I’énoncé, on demande de montrer qu’il est de dimension finie PUIS de la déterminer.
On attend donc que vous reveniez & la définition de dimension finie. Dire que la famille est
orthogonale donc libre ne donne aucun point car c’est faux si vous ne précisez pas que les
vecteurs sont non nuls (pourquoi croyez-vous qu’on vous a fait calculer les normes avant!)

. Une projection orthogonale. Soit h € E. Pour tout n € N, on note pg, (h) le projeté orthogonal
de h sur F,,.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de suites (ag(h))nen €t (bg(h))nen tel que by(h) =0
et

Vn € N* pg (h) = Zak(h)fk + Zbk(h)gk
k=0 k=1

Exprimer pour tout k € N, ai(h) et bi(h) a laide d’intégrales.
Soit n € N*. On sait que la famille

(fg,\/ifl,...,\/ifn,ﬁgl,...,\/ign),

est une BON de F,,. D’aprés 'expression du projeté dans une BON, on a donc
PFn(h> =< f0> h > +Z <h7 \/§fk>\/§fk + Z <h7 \/§gk>\/§gk
k=1 k=1

En posant



‘ao() (fosh) = /

e Vi € [1,n],

aykm::mhjmzzi/maﬁ@wmwdtabykm::ﬂhgw::%/Wgnwﬂmﬂda

—Tr —Tr

on a bien lexistence d'un (2n + 1)-uplet tel que

pr, () =Yl () fi+ Db (W)
k=0 k=1
De plus, ce (2n + 1)-uplet est unique puisque la famille F,, est libre.

Soit maintenant £ € N*. on remarque que pour tout n > k, a,(:)(h) ne dépend pas de
n (d’aprés l'expression intégrale qui ne dépend que de h et k). Posons, Vk € N, ai(h) =
a,(f)(h), bo(h) = 0 et bi(h) = b,(f). On a alors deux suites (ag(h))ren et (bx)ren telles que
bo(h) =0et

Vn € N, pg, (h) = }: ‘n+§:m

k=0

Ces suites sont uniques puisque pour tout n fixé, leurs 2n+2 premiers termes sont uniques.

Elle n’était pas simple cette question parce qu’il fallait d’abord dire que pour un n fixé,
il existait 2n + 1 réels (2n + 2 si on fixait bg) uniques puis remarquer que les coeflicients
ne dépendaient pas de n que c’était les mémes pour tout n (sous réserve d’en prendre
suffisamment)

(b) On note ||hl[p = \/(h,h)g. Démontrer que ||pr,(h)|l; < Al

On sait que pg, (h) et h — pg, (h) sont orthogonaux (car ils appartiennent respectivement
a 'image et au noyau d’un projecteur orthogonal), par le théoréme de Pythagore, on a
donc

111 = e, (W[5 + |1k = Pr, ()]} = llpe, (B[ -

En prenant la racine carrée de I'inégalité, comme les quantités sont positives, on a donc

lpe, (W)l < 1Al -
(c) Justifier que les suites (ar(h))en €t (e(R)),en sont €léments de 1*(N) et que ag(h)® +

S )+ L S ) <

2
Soit n € N. D’apreés la question 4a, on a

pr, (h Zak fk+zbk )Gk

et la famille F,, est orthogonale. On en déduit que
IpE, (D)5 = Zak 211 fell? +Zbk *Jlgxll*.

. 1
On sait que [[foll, = 1 et Vk € [L,n],||fill; = llgxll; = —=. on & done

V2
o ()1 = a0 ) + 5 D" an()? + 5 S be(h)



D’aprés la question précédente, on sait que Vn € N, ||pg, (h)||5 < ||h]| 5, on a donc,

n

1 I
Vn € N, ag(h)? + 52 ap(h)® + 52 bi(h)* < ||h]|% -
k=1

k=1
En particulier, on en déduit que

Vn € N, Zak |hHE et —Zbk ‘hHE

n

n
Les suites (Z ak(h)Z) et (Z bk(h)2> sont donc croissantes et majorées, ce qui montre
neN neN

k=1
que les séries Y ax(h)? et > bi(h)? convergent donc (ax(h))nen et (bg(h))nen sont des éléments
de I*(N).

En passant a la limite quand n tend vers +oo dans I'inégalité

1 — s e )
Vi€ NS an(h)? < (Bl et 5> bk < 1Al
k=1 k=1
on obtient I'inégalité souhaitée

Il fallait justifier que 'on pouvait passer a la limite avant de faire tendre n vers +o0.

5. Soit n € N*. Calculer

" 2
ozl,..l.l,lafneR /Tr (1 - ;ak Sln(k‘t)) dt

Si on note H,, = Vect (g1,...,9n), alors

n 2
: . . 2
oq,..lf}xfneR /_7T (1 - ,;_1 Qg sm(kt)) dt | = hlenl-i 21 ||1 — h||p = 27d( fo, Hy).

Comme H,, est un sous-espace vectoriel de F),, il est de dimension finie, on a donc d( fo, H,,) =
1 fo — pa,, (fo)|| > o0 pa,, désigne le projecteur orthogonal sur H,,. Or, on sait que fo € H;-, on
a donc py, (fo) = 0 donc

n 2

Ezercice 3 1. Soit n > 1. Tout d’abord, X,, désignant un nombre d’individus, il est positif.

Ensuite, si 'on note Y,,_; le nombre d’individus a la génération n — 1 qui donne naissance a
deux descendants, alors on a X,, = 2Y,,_;. Cela prouve que, pour tout n > 1, X, est un entier
pair.

De plus, par définition, Y,, 1 < X,,_1, donc X,, < 2X,,_;. Cette inégalité, couplée au fait que
Xy =1, donne par récurrence immédiate X, < 2",

2. D’aprés I'énoncé, X;(Q2) = {0;2}, avec P(X; =2)=pet P(X;=0)=1—p

Pour X5: on a X5(2) = {0;2;4}.

10



5.

e D’apreés la formule des probas totales, avec le SCE ((X; = 0), (X; = 2)), et par indépen-
dance des individus de la génération 2,

P(X5 = 0) = P(X; = 0)P(X5 = 0| X1 = 0) + P(X; = 2)P(Xo = 0 | X; = 2)
p) x 14+ px (1—p)?

=(1-
=(1-p)(1+p(1—-p))

e De méme, d’aprés la formule des probas totales, avec le SCE ((X; = 0), (X; = 2)), et par
indépendance des individus de la génération 2,

=0+pxp’=p°

P(X;=2)=1-P(X;=0)-P(Xy=4)=1—((1—p) (L +p(l —p)) +p°) = 2p*(1 = p)
N’oubliez pas de préciser X (2) !
On a rg = 0, d’aprés I’énoncé.
Par la formule des probas totales, en utilisant le SCE ((X; = 0), (X; = 2)),

Tn+1 - P<Xn+1 - 0) == P(Xl - O)P(Xn—i-l - O | X1 - 0) —|—]P>(X1 - Q)P(Xn+1 - 0 | X1 - 2)

=up

Intéressons-nous maintenant a la probabilité u,,. Supposons pour cela que I'événement (X; = 2)
est réalisé; il y a donc deux individus A et B en vie a la génération 1. Chacun de ces individus
va donner naissance a une descendance indépendante de 'autre individu. On peut noter, pour
tout n > 1, A, et B, le nombre d’individus respectifs dans ces lignées a la génération n, de
sorte que Ay = By =1, et X,, = A, + B,,. De plus, & un décalage prés d’une génération, A, et
B,, suivent la méme loi que les X,,, puisque le processus de reproduction est le méme entre A, 1
et A, qu'entre X,,41 et X,,. On a alors, par indépendance (conditionnellement & (X; = 2)) des
deux lignées,

un:P(Xn+1 =0 | X1 :2) :P«An—l—l :0) N (Bn+1 :O> ’ X1 :2)
:P<An+1:0|X1:2>XP(BR+1:0’X1:2>
=Tn XTp

La derniére égalité étant vraie, puisque, par exemple, P(A,,1 = 0 | X; = 2) est la probabilité
que, partant d’un individu, sa lignée soit éteinte n générations plus tard; ce qui vaut bien r,.

On en déduit alors la formule voulue :
Pos1 = 1= p+p(ra)’
(a) La fonction f, est dérivable sur [0;1], et pour tout = € [0;1], on a
fylx) =2pz >0

Ainsi, la fonction f, est croissante sur [0; 1].

(b) » Pour tout n € N, notons P(n) : "0 < r, < r,1 < 17. Montrons que P(n) est vraie
pour tout n € N par récurrence.
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e Pourn=0,onary=0,etr; =pe0;1. Onabien 0 <17y <7 < 1; P(0) est
donc vraie.

e Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Par hypothése de récurrence, et par
croissance de f, on a:

0 < T'n < Tn+1 <
Donc:  f,(0) < fp(ra) < fplrasn) < fp(1)
cad:  1—-p < 71y < Ty <
Comme 1 —p > 0, on en déduit que P(n + 1) est bien vraie.
e Finalement, P(n) est vraie pour tout n € N.
On a montré que la suite (r,) est croissante et & valeurs dans [0; 1].

» Ainsi, (r,) est croissante et a valeurs dans [0; 1], donc majorée; elle converge alors
vers un réel £ € [0;1].
Vous pouvez aller plus vite mais il faut impérativement que vous mentionnez intervalle
stable! Ensuite, la croissance de f donne la monotonie de la suite et le sens de monotonie
est donné par la position de ry par rapport a rq.

(c) Soit x € R. On a les équivalences suivantes:
)=z pr®—ox+(1-p)=0
Le discriminant de ce polynome de degré 2 est A := 1 —4p(1 —p) = 4p> —4dp+1 =

(2p—1)? > 0. Le polynome admet alors deux racines (éventuellement confondues, comme
on va le voir) :

O{p:

1—/@p—12 1—|2p—1
2p B 2p

14+ y/@p 12 14 (2p -1
- % -

t
e Bp o

Dés lors, trois cas se présentent:

1
e Sip< > alors 2p — 1 < 0, et dans ce cas on a

1+(1-2) 1-—
=1, et B, = +<2p p) _ pp>1

_ 1—(1—-2p)
_ -

Qp
1
e Sip= 3 alors 2p — 1 = 0, et dans ce cas, f, admet un seul point fixe:

ap:/@p:%zl

) 1
e Sip> 2’ alors 2p — 1 > 0, et dans ce cas on a

1-(2p—1) 1-
S C A B e T By=——" =1

2p D 2p

Qp

12



P<: P=3 P>
o/,
//.\
R I Ip
\5//’ g//.i
1
1 1
B \_
0 t=1=a, B, 0 1 0 l=qa, 1=5,

(d) Tout d’abord, montrons que ¢ est un point fixe de f,. Pour cela, il suffit de faire un
passage a la limite dans I’égalité, valable pour tout n € N, 7,41 = f,(r,); par continuité
de f,, on obtient ¢ = f,(¢). Ceci montre que ¢ est bien un point fixe de f,,.

Montrons ensuite que, quelle que soit la valeur de p, I'intervalle I := [0; )] est stable par
fp- En effet, soit x € I; on peut donc écrire 0 < z < ay,.

Par croissance de f, sur I C [0;1], on en déduit :
0<1=p=[p(0) < folz) < fiplay) = o

De plus, comme 9 = 0 € I, par récurrence immédiate, on en déduit que (r,) est a valeurs
dans I. Comme elle converge vers un point fixe, on en déduit que (r,,) converge vers a,,
puisque U'intervalle fermé I = [0; a,] ne contient aucun autre point fixe.

Ainsi, par la question précédente:

1
e Sip< 2’ alors 1, —, 400 0 = 1.
1
e Sip= 2 alors 7, —, 100 ap = 1.
L—p

. 1
e Sip> — alors r, — 400 0p = ——.
2 p

1
> Sip< o alors £ = 1, et dans ce cas,

2pl =2p < 1

— P
, et dans ce cas,

1
Si maintenant p > 2’ alors { = o, =

1 —
2p€:2p—p:2(1—p)<1
p
En effet, 2p > 1, ce qui donne bien 2 — 2p < 1.

» Appliquons I'inégalité des accroissements finis & la fonction f, sur I'intervalle [0; o] = [0; £].
On a, pour tout z € [0;€], | f1(z)| = |2pz| = 2px < 2p.
Par I'inégalité des accroissements finis, f, est 2pl-lipschitzienne; autrement dit, pour tous
z,y € [0;4],
[fo() = fp(y)] < 2pl ]z -yl

En particulier, pour x = r,, et y = ¢, pour tout n € N,
[Tnr — L] = | fo(rn) — fp(O)] < 2pl|r, — (]

13



Par récurrence immeédiate, on obtient, pour tout n € N,
|rn — €] < (2p0)" |ro — €] = (2p0)" - €

1
(a) Soit n € N. On a, comme p = 5

1 1 1 2

T=rw 1= f(ra)  1=(2+D) 1-72

On en déduit, en remarquant que 1 — 72 = (1 —r,)(1 +1r,) :

1 1 2 1 1—r, 1

1—rpa l—Tnzl—r% 1—r, (1—rn)(1+rn):1+rn

(b) Soit donc (uy,)nen une suite telle que, pour tout n € N, u,, > 0, et telle que u,, —, 5400 € >
n
. S,
0. Posons pour tout n € N: S, := Z uy. L’objectif est de montrer que — —,, 4 1.
cn
k=0
Fixons € > 0.
Par définition de la limite, il existe un rang ko € N tel que, pour tout k > ko,

lup —c| <e, cad c—e<u, <c+e
Soit n > ko + 1. On somme ces inégalités pour k € [ko + 1,n] :

(c—e)(n—ko) < Sy — Sk, < (c+e)(n— ko)

On obtient ainsi, en divisant par cn et en isolant f—g :

c—¢e  (c—e)ko — Sk <&< ct+e  (c+e)ko— Sk

AN
c n n c n
cad:
¢ (¢ —€)ko — Sk, g&g 148 (c+€)ko — Sk,
c n cn c cn

C
On note C) := (¢ — e)ky — Sk, et Cy := (¢ + €)kyg — Sk,- Comme =1 — 0o 0 et

cn
C . . C C
=2 — a0 0, 1l existe un rang N > 1 a partir duquel —1' Lceet =2 <e.
con cn cn
On obtient donc, pour tout n > max (kg + 1, N),

€ S €

l—-—e< —=<14--¢
c cn c

. : . o S
Ceci étant valable pour tout € > 0, on en déduit, par définition de la limite, que — —,, o
cn

1; cad S, ~ c-n.

(c) Soit n € N. On a, par la question 7a, et par télescopage (en se rappelant que ry = 0),

i
L

1 _”*( 1 )_ 1 U S
Ol—i—rk p I —rgr 1—my l-r, 1—-1r9 1-1m,

i
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n—1
. 1 . . 1 1
De plus, par la question 7b, on a kz:% T, ~c(n—1)~cn, ot ¢ = ngrfoo it
puisque pour p = o Tn ——n—ioco 1.
On en déduit )
n
1=
11—, 5 Toln)
puis
| L | L =240y =1-2+1 (1)
rp=1-—-=1-——=1—-— 0 =1l——+o(—|.
L+ 2+ o(n) 7 (14 0(1)) n n n

Ezxercice 4 1. Soit P et @ des polynéomes de R,,[X] et A € R. Alors en utilisant la linéarité de
la dérivée, on obtient :

(P +AQ) = (X2 =1)(P+2Q))"

(X =DP+AMX?-1)Q))"
(X?=DP)" + A(X? = 1)Q)"
O(P) + AD(Q).

De plus si P est de degré au plus n, (X? — 1) P est encore un polynéme, de degré au plus n + 2
et donc ®(P) est bien un polynéme de degré au plus n, donc ® est a valeurs dans R,[X]. On
a donc montré que ® est un endomorphisme de R, [X].

On a parfois 'impression que vous pensez que les éléments de R, [X]| sont de degré n ce qui
est TRES faux ! Si vous dites que le degré de la dérivée vaut le degré " -1", ¢’est faux. Il faut
préciser le cas ot on dérive un polynéme constant.

2. (a) La base canonique de R,[X] est (1, X,..., X"). Pour k € [0,n], on a
OXF) = (XF2 - XY = (k4+2)(k+ 1) X — k(k — 1)X*2,

Cette écriture convient aussi pour £ = 0 ou k = 1 puisque ®(1) = (X? — 1) = 2 et
P(X)=(X?-X)" =6X.
La matrice de ® dans la base canonique s’écrit donc

Matq x,..xm® = | 0 20 0 - 0
0 30 - -—nn-1)
: . . 0

Beaucoup d’erreurs de signe dans le report des coefficients dans la matrice, quel dommage
]

(b) Pour tout A € R, la matrice de ® — Aidg,(x) dans la base canonique est triangulaire, et
son déterminant s’obtient alors en effectuant le produit des termes diagonaux.

On en déduit que ce déterminant est nul si et seulement si A est égal & un des termes
diagonaux, a savoir A\g := 2, Ay := 6, Ay := 12, ..., \,, :== (n + 2)(n + 1) (c’est-a-dire pour
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tout k € [0,n], \e = (K + 2)(k + 1) qui est bien une fonction strictement croissante sur
les entiers naturels).

On a montré que, pour cette suite \g < A; < ... A, de réels distincts, ® — Aidg, x] est non

bijective.

Aild est la matrice diagonale avec le méme coefficient \; sur la diagonale (et pas diag(Xo, . . ., An)
(c) Enfin, pour tout ¢ € [0;n], la matrice de ® — A\jidg,[x] (qui est de taille n 4 1) est

triangulaire avec n termes diagonaux non nuls (et un terme nul, par construction des \;),
donc @ — \idg,(x) est de rang n.

La matrice est de taille n + 1 !
3. Soit kK € N.

o Comme ®— \;idg, x] est de rang n d’aprés la question précédente, on a, d’apreés la formule
du rang:
dim(ker(® — A\pidg,[x])) = dim(R,[X]) —n =1

Donc ker(® — Ayidg,[x]) est une droite vectorielle.
1l existe donc P, € ker(® — Apidg,x1), P, # 0, tel que ker(® — A\iidg,[x]) = Vect(]Sk).

. 1 -~
Notons alors ay, # 0 le coefficient dominant de Py. On pose P, := — P,; par construction,
Ok

le polynome Py est unitaire et il engendre ker(® — )\kian[X]).
Attention, de dimension 1 ne signifie pas du tout que le ssev ne contient qu'un élément !!!

e Démontrons l'unicité de P,. Considérons a présent un polynome Q) € ker(® — Azidg,x])
unitaire; comme Py et (), appartiennent a4 la méme droite vectorielle et P, # 0, il existe
a € R tel que Qr = aPy. Or, les deux polynémes étant unitaires, on en déduit que o = 1.
Conclusion : il existe bien un unique polynoéme unitaire dans ker(® — Ayidg,,[x7)-

4. (a) Sur la matrice, on lit que pour tout polynéme unitaire P de degré d, ®(P) a pour terme
dominant (d + 2)(d + 1) X9 = N\ X<
Or, pour k € [0,n], ®(Ps) = APy, donc le coefficient dominant de ®(Py) est A\, =
(k +2)(k + 1) puisque Py est un polynome unitaire.
D’aprés ce qui précéde, Py est de degré k, puisque la fonction k£ +— \; est injective car
strictement croissante. On peut aussi le refaire a la main : (k+2)(k+1) = (d+2)(d+1)
(d—k)d+k+3)=0=d=k.
Tres souvent mal traitée.

(b) e Notons R = (X? — 1)P, de sorte que (X? —1)Qr = ((—X)? — 1)Px(—X) = R(—X).
On a alors, en remarquant que R” = ®(Fy):

O(Qr) = (R(—X))" = R'(=X) = ®(P)(—=X) = M Pe(=X) = MQs-

Le polynome Q) est donc également dans ker(® — Aiidg,[x]), qui est une droite vec-
torielle engendrée par le polynome unitaire Py, donc x est un multiple de P.

e On a Qr = P(—X) donc Qi est de méme degré que Py et, puisque Py est lui-méme
unitaire, le coefficient dominant de Qy, est égal a (—1)*.
On a donc Qy = (—1)¥P; donc P(—X) = (=1)*P(X).

La majorité est passée a coté. De maniére générale pour un endomorphisme ¢ quelconque,
O(P)(—X) # ®(P(—X)). Pensez a la dérivation.
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5. On a vu que ®(1) =2 et ®(X) = 6X, donc P, = 1 et P, = X (ils sont bien unitaires). Etant
donné la forme de la matrice, on va chercher P, sous la forme X2 + a et P; sous la forme
X3 +bX, avec a et b des réels. On sait que ®(P,) = 12P; et ®(P3) = 20P; donc :

1
<I>(X2+a):12)(2—2+2a:12()(2+a)<:>—2+2a:12a<:>a:—g

‘ 3
(I)(X3+bX):20X3—6X+6bX:20(X3+bX)<:>—6+6b:20b<:>b:—?
Doncpngz—%etszXg—%X.

6. La fonction proposée est bien & valeurs réelles, puisqu’on intégre des fonctions continues sur un
segment.

» symétrie : quels que soient les polynomes P et (), on a visiblement (P | Q) = (Q | P).

» bilinéarité : puisque 'expression est symétrique, il suffit de montrer la linéarité & gauche
(par exemple). Soient P, P, @ des polynémes et A un réel,

1 1

PIOQU(L - )i+ [ PG~ R)it = (P Q)+ AP Q)

-1

par|Q) - |

-1
par linéarité de I'intégrale, donc (- | -) est linéaire a gauche, donc bilinéaire par symétrie.

> défini positif : si P € R,[X], (P | P) = [', P2(t)(1 — #2)dt est positif par positivité de
I'intégrale, puisque les bornes sont dans le bon ordre et Vt € [—1, 1], P?(¢)(1 — %) > 0.
De plus si (P | P) = 0, alors f_ll P2(t)(1 — t*)dt = 0. Par stricte positivité de 'intégrale,
comme t — P?(t)(1 — t?) est positive et continue sur [—1, 1], cela implique que P?(¢)(1 —
t?) = 0 pour tout ¢ € [—1,1], donc en particulier P(t) = 0 sur | — 1,1[. Or P est un
polyndome, donc puisqu’il admet une infinité de racines, c¢’est forcément le polynéme nul.

» conclusion : application (- | -) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : c¢’est
donc un produit scalaire sur R, [X].

On perd des points si on invoque la stricte positivité de I'intégrale sans préciser que la fonction
est continue ou quand on montre la linéarité a droite (ou a gauche) et qu’on dit juste "donc
bilinéaire" sans préciser que c’est grace a la symétrie. Vous avez le droit d’invoquer la linéarité
de I'intégrale mais en écrivant explicitement ce qu’elle vous donne comme égalité (ce qui montre
alors que vous savez ce qu’il faut montrer pour avoir la linéarité).

7. Soit (P, Q) € (R,[X])?. Alors en procédant a deux IPP successives en intégrant u(t) = ((X? —
1)P)"(t) et en dérivant v(t) = Q(¢)(1 — #?) = ((1 — X?)Q)(t), on obtient :

1

(@(P) | Q) = / (X? — )P ()Q()(1 — )t

-1




Pour passer de la 3e a la 4e ligne, on a multiplié¢ X2 —1 et 1 — X2 par —1, et utilisé la linéarité
de la dérivée.

8. Comme deg P, = k pour tout k € [0,n], la famille (P, ..., P,) est échelonnée et de cardinal
n+ 1 = dimR,[X] : on sait donc déja que c’est base de R, [X]. Montrons que c’est une base
orthogonale : si i # 7,

Ni(Bi | By) = (@(P) | Py) = (P | ©(F)) = A;(Bi | By)

mais \; # A; si i # j, et donc on a nécessairement (P; | P;) = 0.

La famille (F,..., P,) est donc une base orthogonale de R, [X].

9. Soit k € [0,n]. Alors vérifions que Vect(F,. .., Pr—1) = Rx_1[X] : la famille (Fp, ..., Py_1) est
échelonnée en degré (donc libre), et chaque polynome est de degré inférieur a £k — 1. On a donc
Vect(Fo, ..., Pr_1) C Rp_1[X] et I’égalité des dimensions donne I’égalité entre ces sous-espaces
vectoriels.

Comme P, est orthogonal & chacun des P, pour ¢ # k, il appartient bien a I'orthogonal de
VeCt(Po, ceey Pk—l); donc Py € Rk_l[X]J‘.
Une famille orthogonale n’est libre que si elle ne contient aucun vecteur ul
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