Correction du TD n 23

Correction 1 1. symétrique, bilinéaire, positive et définie en se souvenant que
P*)(0) = Klag.

2. Symétrique, bilinéaire, positive. Si < f, f >= 0 alors la fonction positive ¢ —
(1—t2) f2(t) est nulle sur [0, 1] donc f(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] et, par continuité
de f, f est nulle sur [0, 1].

3. Si< f,f>=0, f(t) = 0 pour tout t € [0,1] donc f est constante sur [0,1] et
comme f(0) =0, on a f nulle

Correction 2 C’est une forme symétrique, linéaire par rapport & la premiére
variable (par linéarité du produit matriciel et de la trace) donc bilinéaire. Soit
A = (aij)1<i,j<n, on note B = AT A = (b;;)1<i j<n- Alors par le formule du produit

matriciel, on a
n
bz] = § Qi Qkyj,
k=1

donc Tr(ATA) = > a,. On a donc bien (A, A)

1< k<
la matrice nulle donc c’est bien un produit scalaire.

>0etsi(A,A) =0, alors A est

Correction 8 On trouve

1
(X2 _
(7
Correction 4 1. Si
)

(fler), - flen

une bon de E.

X2 +6X +1), (3X2—X+3)>

D, 1
V38 V19

(é1,...,e,) est une bon, alors < f(e;), f(e;) >= 6, ; donc

est une famille orthonormale et comme de cardinal n, c’est

2. Soit x = Z:z:lez, alors f(x

=1
par linéarité,

f(e;) > f(e;) car c’est une bon et

-3 <A

< f(x), fej) >=< Zziei,ej >=x;,

donc f(z ij f(e;) et f est linéaire.

7j=1

Correction 5 On a ||e;|| = 1 pour tout i et

E < e €5 >,

lleall” =

donc
Z < €, €5 >2: 0,
i#]
puis < e;,e; >= 0 pour ¢ # j. La famille est donc orthonormale. Montrons que

c’est une base de FE.
n

Pour cela, on va montrer que pour tout * € F, on a x = Z < z,e; > e;. Soit
i=1

donc z € E, on pose y = x — Z < xz,e; >¢; Ona < y,e; >= 0 pour tout j donc
i=1

llyl> = 0 et y = 0. On a montré que la famille était génératrice de E et libre car

orthonormale donc c’est une base de E.

Correction 6 On applique Cauchy-Schwarz & f et f’ avec le produit scalaire
b
9= [ F0g(0)a

1
Correction 7 Cauchy-Schwarz appliqué a (v2z,y, V5z2) et (— 1

1
)
Correction 8 On applique Cauchy-Schwarz a t — t*\/f et t — t™\/f avec le

1
produit scalaire < f, g >:/ f(t)g(t)de.
0

Correction 9 On applique Cauchy-Schwarz a I, et A.

Correction 10 On remarque que G = (Vect((1,2,-1,1)))" donc G+ =

Vect((1,2,—1,1)).

Correction 11 On note S,(R), A,(R) et D,(R) respectivement 1’ensemble des
matrices symétriques, antisymétriques et diagonales.

On peut remarquer que la base (E;;) de M, (R) est une BON pour ce produit
scalaire. Une base de I’ensemble des matrices diagonales est (E;;,i € [1,n]), une
base des matrices symétriques est (Ey,i € [1,n]) U (Eij + Eji, i < j).

L’orthogonal des matrices diagonales est ’ensemble des matrices de diagonale
nulle. En effet, si M € D, (R)*, alors pour tout i € [1,n], < M, E;; >= 0, soit
m;; = 0 (puisque M = )" m;;E;;j et (E;j)1<i,j<n BON pour ce produit scalaire.)

i,j



L’orthogonal des matrices symétriques est l’ensemble des matrices anti-
symétriques. En effet, les matrices antisymétriques, c’est-a-dire les matrices vérifiant
MT = —M admettent pour base (E;; — Ejj)i<j. Sii<jet k<l ona

0 si (4,7) # (k,1)
< E;i+FE;, By — Ey >= L.
L {||Eij||2_||Eji||2_0 =

Remarque: On ne peut pas avoir (i,5) = (I,k) car i < jet k < L.
Par ailleurs, on a
< Ey, By — Ey, >= 0,

puisque la base (E;;) est orthonormée. On a donc bien que pour tout k < I, Ey;, —
Ey € Sp(R)* d'ott A,(R) C S, (R). Par égalité des dimensions, on a montré que
l’orthogonal des matrices symétriques est ’ensemble des matrices antisymétriques.

Correction 12 Soit f € H* alors h : t — tf(t) est un élément de H donc <
1

h, f >= / tf(t)dt = 0. Par stricte positivité de I'intégrale, comme ¢ — tf2(t) est
0

positive et continue, on a tf%(t) = 0 pour tout ¢ € [0,1] donc f(t) = 0 pour tout
t €]0,1] puis f = 0 par continuité. Ainsi, on a montré H+ C {0}. Comme H" est
un ssev de F, on a donc H+ = {0}.

Correction 13

Correction 14 1. On a dim(F) = 2.

2. On remarque que F = Vect(u,v)* avec u = (1,1,1,1) et v = (1,2,3,4) donc
F+ = vect(u,v). Comme u et v sont non colinéaires, ils forment une base de
FtL

3. On cherche une base orthogonale de F'-. On orthogonalise (u,v) (attention, il

1
faut appliquer la formule avec 5(1, 1,1,1), on trouve le vecteur 5(—3, -1,1,3)

donc ((1,1,1,1),(3,1,—1,-3)) = (u,w) est une base orthogonale de F+. On a
donc
), )

[lull [Jwl]

ot ¢ désigne la projection ortho sur F-. On a donc

q(z)

e F) = o) =[5 0.3.2.1) | = e

Correction 15 1. On remarque que F = vect(u,v)*

(1,1,2). On a donc F*+ = vect(u,v)

avec u = (1,—-1,1) et v =

2. On a F de dimension 1, F' = vect(w) avec w = (3,1, —2). On a donc

T, w
p(z) = < 2>
|w]]
et
s(z) =2p(z) —z = _(x,7w> w— .
On en déduit que
1 2 3 —6
Matg(s) = = 3 -6 -2
-6 -2 -3

Correction 16 1. forme, symétrique, linéaire par rapport a la premiére coordon-
née donc bilinéaire, positive. On suppose (P, P) = 0 alors P(ax) = 0 pour tout
k € [0,n] donc P admet n + 1 racines distinctes. Or P € R,[X] donc P = 0.

2. (a) On a Pj(ar) = 0k
(b) On a (P;, P;) = Z d;x0:x = d;; donc la famille est orthonormale.
k=0
3. On remarque que
H= {P € E,ZP(ak)} = vect(1)* = R,
k=0

si on note A = 1. On en déduit que

> Q(ax)

(4, Q)]

d(Q, H) = ==
[|Al| vn+1
Correction 17 1. On raisonne par équivalence. Soit M = (mll m12>. On a
m21  M22

n 1 0 _ 0 1 -
wer o () 0)ar)=oa (0 1)) -0
donc

MEFL@mM:mQQ et mlg——mglﬁMEVQCt<((1) ?),(? _01)>

2. On utilise ’expression de la projection orthogonale. On trouve que la projection

1/1 1
deBsu1roaut§<1 _1)



Correction 18 On raisonne par équivalence en remplacant ||z + y||* par 2||z||* +
2 2 ) o
2|ly||” = || — y||” (identité du parallélogramme). On arrive a

2 2 2
=yl + 2l=[][[yll

ce qui est vrai donc 'inégalité donnée ’est aussi.

1 1
(1,1,1)

1
% ,%(1,—2,1),%(1,0,—10

Correction 20 Cauchy-Schwarz appliqué a (z,y, z) et (1,2,3).

Correction 19 On trouve <

Correction 21 Onnote (ey,...,e,,e,41) la base canonique de R™*! et on suppose
n

que R™*! est muni de son produit scalaire canonique. On pose = = E \/(?) e; =
1= O

(). (7)o (") et y = (1,....1). Alors < 2,y >= Zf||x||_

et |ly|| = n+ 1. En appliquant l'inégalité de Cauchy—Schwarz x et v, on a 1 inégalité
souhaitée.

(-2

Correction 22 1. Cest le noyau de la forme linéaire trace donc un ssev et, par
le thm du rang, sa dimension est n? — 1.

On peut aussi dire qu'un élément de F' vérifie m,,, = —Z my; donc il est
i=1

engendré par (Ej;,i # j) U (Ey — Enp,t € [1,n —1]. Clest assez rapide de

montrer que cette famille est libre et elle est de cardinal n? — 1.

2. On sait que dim(F+) = n? — dim(F) = 1, il suffit donc de donner un élément
non nul de F-. On remarque que I,, € F* car pour tout M € F, < I,, M >=
Tel, "M = TrI,M = Tr(M) = 0, donc F*+ = Vect(I,,).

Correction 23 Soit x € E, alors (z,0g) = 0 donc € {0g}*. On en déduit que
E C {OE}J‘ C F donc E = {OE}J‘

Soit maintenant x € E+ alors (,2) = 0 donc = Og. On a donc E+ C {0p}
donc E+ = {0g} car E+ est un ssev.

Correction 24 On a F = vect(u)* avec u = (1, —1) donc F+ = vect(u).
Pour tout x de E, on a p(x) =z — q(z) = T| ’||2 u avec |[u]]® = 4. On a donc
u
3 1 1 -1
1 1 3 -1 1
Matg) =73 1 1 3
-1 1 1 3

Correction 25 On a F = vect(u,v)’ avec u = (1,2, 1) et v = (2,—1,0) donc

dim(F) = 1. On trouve F' = vect(w) avec w = (1,2,5). Pour tout x de E on a

s(z) = 2p(x) — v = — (x,w,w) — x donc

15
14 2 5
Matp(s)= 4z | 2 —11 10
5 10 10

Correction 26 1. Le supplémentaire orthogonal est ’ensemble des matrices anti-
symétriques c’est-a-dire les matrices vérifiant M T = —M ou encore m;; = —mj;.

2. On peut remarquer qu'un BON de S3(R)*
Es3)(on I'a vu ex18).

est (Evo — Eo1, Big — E31,FEa 3 —
On applique alors la formule du projeté orthogonal sur

0 0 -2
S3(R)L. Ona M(E3 — F13)=[2 0 -3 | donc
1 0 -1
-1 = TI‘ (M(TElg — Egl)) = TI“ ((TE13 — E31)M) = <E13 — E31> .
De méme,
1 -2 0
M(Ey — Er2)=11 =3 0
4 -1 0
donc <E12 — EQl,M> = —2.
Enfin,
0 0 -1
M(E32 — E23) =1 2 -1
01 4
donc <E23 — E32,M> = -2.
On en déduit, on notant p la projection orthogonale sur S3(R)*, que
0 -2 -1
p(M) = —(E13 — E31) —2(E1g — E21) —2(Eoz — E32) = |2 0 2
1 -2 0

M) = VIS car [|A|* =

J
que l'on définissait bien un produit scalaire.

On a ensuite ||p( > az; (cf cours lorsque I'on a montré
”

Correction 27 On voit que @ est symétrique et bilinéaire. On suppose ¢ définie

positive. On sait, par cauchy-Schwarz que Vz € E, ||z]|* =< z,a >2 car [ja|]* = 1.
On en déduit que o(z,z) = [|z||° + k < z,a >2< (k + 1) ||z||° donc il faut que

k+1>0.Sik=—1,ona p(a,a) =0 et ¢ ne sera pas définie. Il faut donc k > —1.



Réciproquement, supposons que k > —1. On a o(z,2) > (k+1) < z,a >2> 0 et
si p(x,z) = 0 alors d’apres I'inégalité

o(r,r) = (k+1) < 2,0 >2,
ona < z,a>=0donc p(z,z) = ||z||> ot z = 0 et ¢ est bien un produit scalaire.

Correction 28 en)". Alors ||z||> = 0 car < z,e; >=0

1
.,en)” = {0g} donc
.,en) = E (car E euclidien) et la famille est bien génératrice de E.

1. Soit x € Vect (eq, ...,
pour tout i, on a donc x = Og. Ainsi, on a Vect (e, ..
Vect(ey, . .

2. On a ||€j||2 =1=1+4) <eje >?donc < ej,e; >= 0 pour i # j. On en

i#]
déduit que la famille est orthonormale donc libre et avec la question 1, c’est une
bon de E.

Correction 29 1. Soit x € G+, montrons que x € F*. Soit donc y € F, mon-
trons que < z,y >=0. Onay € Fet F C G donc y € G. Comme z € G+, on
a < x,y >=0. On a donc bien z € F- d’ou 'inclusion.

2. On le montre par double inclusion. Soit € F+ N G+, montrons que l'on a
€ (F+G)*. On se donne donc a +b€ F+G, on a

<z,a+b>=<z,0a>+<x,b>.

Or < z,a >= 0 puisque = € F*+ et a € F. De méme, < x,b >= 0, on a donc
< x,a+b >= 0donc z € (F+ G)* et on a montré l'inclusion F+ NG+ C
(F+G)*.

Par ailleurs, on a F C (F 4+ G) donc d’aprés la question précédente, (F +
G)*+ C F*. De méme, G C (F + @) donc (F + G)* € G+. On en déduit que
(F+G)r cFtnaGt.

On a montré I’égalité par double inclusion.

3. Soit (a,b) € F+ N G+, montrons que a +b € (FNG)*. Soit donc z € F NG,
alors < z,a+b >=<z,a > + < z,b >. Or < x,a >= 0 puisque a € F* et
x € F. De méme, < z,b >=0donc a+b € (FNG) L et on a montré 'inclusion
Fr+Gtc(FNnG)*.
On peut aussi le montrer en raisonnant avec les ensembles: On a FNG C F
donc F+ c (FNG)*. De méme, G+ C (FNG)*t. Comme (FNG)t est un
ssev, on a donc F+ + G+ C (FNG)* .

4. Onlavuencours! Ona F C (FY)t C Fcarsixz € F, alors < 2,y >= 0
pour tout y € F+ donc x € (F1)+. On conclut avec P'égalité des dimensions
car FOFt=FE=FtoFHt

5. On applique la question 2 & F- et G, on obtient :
(FJ_ + GJ_)J_ _ (FJ_)J_ N (GJ_)J_
donc (F£ +GY) = FNG. On en déduit que (FNG) L= ((FX+G+)L)" =
F++ G-
Correction 30 1. Si < u;,u; >= 1 pour tout ¢,j, alors pour ¢,j quelconque,
[lu; — uj||2 =1-2+1=0donc u; = u; ce qui est absurde. donc a # 1.

2. On a |[v||> = 3 < wj,u; >= Yl a+n on adonc (n? —n)a+n > 0 donc
2] i#£]

a>=>— d’ou le résultat.

n?—n

3. Pour tout i,k € [2,n] on a

0 sik=1

1—a sinon

< U — UL, U >=<< Ui, Uk > — < UL, U >= {
On suppose qu'il existe des réels A\; non tous nuls tels que Y A\;(u; —uq) = 0p,
alors pour tout k € [2,n], > A < u; —ug,up >= 0 donc Ag(1 —a) = 0 d’ou
Ax = 0 pour tout k£ donc la famille est libre. On en déduit que N > n — 1.

4. On suppose (uy,...,u,) liée alors il existe des réels A; tels que > \u; = Og.
On a donc, pour tout k, < > Au;,ur >=0= > A\;a+ A, ou encore
i#k

Z’\ia+ (1—a)\, =0.

On somme pour k variant de 1 & n :
naZ)\i—i— (1 —a)Z/\k =0
i k

donc ), A\i(na+1—a) = 0. Montrons que ), A\; # 0. On suppose, par ’absurde
que >, A\; =0, alors —A; = ) \; donc

i>2

0= )\1’(1,1 + Z)\lul = Z)\l(uz — ul)

i>2 i>2

, Uy, —uq) est libre donc Vk > 2, A\; = 0 puis A; = 0. On obtient
1

une contradiction, on a donc ), A\j # 0 d'ot na+ (1 —a) =0d’ota = ——7
n_

Or (ug —uq,...



