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Problémes de révisions

Exercice 1.
Dans cet exercice, on cherche a montrer que la distance d'un point a un sous-espace vectoriel n’est pas
forcément atteinte. Autrement dit, étant donnés un sous-espace vectoriel F de E et g € E, il n'existe pas

foe Ftelqued(g,F)=1lg— foll.

Pour trouver ce contre-exemple, on se place dans I'espace E = €6([0, 1],R) muni du produit scalaire
<f,g>= fol f(t)g(t)dt et on considere le sous-espace F = {f € E, f(0) = 0}. On se donne g€ E\ F et on
suppose par I'absurde qu’il existe f € F tel que d(g,F) =11g — foll.

1. Montrer que si g — fy € F*, alors on a une contradiction.

2. Supposons par I'absurde que g — fy n’appartient pas a F* afin d’obtenir également une contra-
diction. Il existe donc hg € F tel que < g — fo, ho ># 0. On peut le supposer strictement positif sans
nuire a la généralité.

(a) Montrer qu’on peut choisir a € R tel que ||g — (ahy + f)1? < 1lg — fol 2.

(b) Conclure.

Exercice 2.

Soit (E, (, ,)) un espace euclidien de dimension n = 1. L'objectif du probleme est d’étudier les endo-
morphismes u de E tels que :

(u(x),x) =0 pour tout x dans E (%)

Les éléments u de £ (E) qui vérifient (x) sont appelés endomorphisme antisymétrique.
Partie 1 : Etude d’'un exemple
Dans cette partie E = Ry[X] espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur a
2. On considere 'application ¢ : E?> — R définie par :
1
p(RQ = ), PHQK

k=—1

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E. Dans la suite on considérera que E est muni de ce
produit scalaire que l'on notera(, ).

2. Soit u 'endomorphisme de E défini par:
u(P) =2P'(0)X* - (P(1) + P(-1))X

(a) Vérifier que pour tout P dans E ona2P'(0) — P(1) + P(-1) =0.
(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de I'espace euclidien E.
1 1
3. Soient P; = E(X2 +X) et Py = S ulPy).

(a) Déterminer u?(P;) et montrer que (P;, P») est une famille orthonormale.

(b) Déterminer une base de ker u.



0 0
(c) Trouver une base orthonormale § de E et aréel tels que : Matg(u)=| a 0 0
0 0 O

Partie 2 : Caractérisations des endomorphismes antisymétriques

Soit u dans Z(E).

4. Pour tout (x, y) dans E? calculer {u(x + y), x+ y). En déduire que u est un endomorphisme anti-
symétrique si et seulement si :

(V(x,) € E?) ((u(x), y) = = (x, u()))

5. Soient = (ey,..., e,) une base orthonormée de E et M = [m; ;] lamatrice de u dans 5. Démontrer
que u est un endomorphisme antisymétrique de E si et seulement si M est une matrice antisy-
métrique i.e. vérifie MT = — M.



Partie 3 : Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit # un endomorphisme antisymétrique de E.

6. Démontrer que si A est telle que ker(u — Aldg) # {0g}, alors A =0
7. Démontrer que E = Imu & ker u. En déduire que ker u = ker u2.

8. Démontrer que pour tout (x, y) dans E%ona:

(u?(x),y) = (x, u*(3))

puis que si A vérifie ker(u? — Aldg) # {0g}, alors A est négatif.

Dans la suite de cette partie, on suppose n = 2 et on admet qu’il existe A non nul tel que ker(u? — AIdg) #
{05} et on note xo un élément non nul deker(u? — AIdg). On note encore F = Vect(x, u(xy)).

9. (a) Montrer que F est stable par u.
(b) Démontrer que F* est stable par .

(c) On munit F+ du produit scalaire induit par celui de E. On définit u; € £ (F*) par
u1 (x) = u(x) pour x dans F+

X 1 . L. N
Autrement dit u; = u |£ . (double restriction au but et a la source de u).
Démontrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F* puis que Imu = F & Im ().

10. Démontrer que le rang d'un endomorphisme antisymétrique est pair.
Indication : on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.

Partie 4 : Une application

Dans cette partie E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4.
On note %A = (ey, ez, €3, e4) une base orthonormale de E. On considére I'’endomorphisme u de E dont la
matrice dans % est :

0 4 1 -1
-4 0 -1 -1
A=l 11 0 -5
1 1 5 0

11. Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E et vérifier que le vecteur f; = e; +
e, — e3 est appartient 2 un noyau de la forme ker(u? — Ald).

12. Soit F = Vect(fy, u(f1)). Déterminer une base orthonormale de F ainsi qu'une base orthonormale
de F*.

13. En déduire une base orthonormale %, de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice de u
dans %, soit :

0 —a 0 O
a 0 0 O
B= 0 0 0 -b
0 0 b O



Exercice 3.

Soit n un entier naturel non nul. On considere une matrice A de M, (R) telle que AT =3A%2-A-1,
ol1 A" désigne la transposée de la matrice A.

1. Démontrer que la matrice B = 3 A3 — A% — A est symétrique réelle.

2. Soit 1 € R tel que Ker(B — A1) # {(0)}. Montrer A = 0.
On pourra étudier le signe de Y ' BY pour un vecteur Y deR".

. Montrer quel'ona: A=3 (AT)2 - AT~ 1,
. En déduire que le polynéme P(X) = (3 X% — X — 1)? — X? est annulateur de la matrice A.
. Déterminer un polynome unitaire annulateur de AT .

. Factoriser P en produit de polynomes irréductibles dans R[X].

N o O s W

. Soit A € R et V un vecteur non nul tel que AV = AV. Montrer qu'il existe y € R que 'on précisera
telque ATV =puV.
8. On note a; = 1,a», a3, a4 les racines du polynome P.

On appelle £ = (L, Ly, L3, L4) la famille des polyndmes de Lagrange associée a cette famille de
scalaires, c'est-a-dire les polynomes (L;) jc[1 4] de Rs[X], espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a 3 a coefficients réels, tels que :

1sij=i

0 sinon (symbole de Kronecker).

Vi, j) € [1,4]% Li(aj)=5;jou &;; ={

(a) Déterminer L; sous forme d'un produit de polyndémes irréductibles de R[X].
(b) Vérifier que £ est une base de R3[X].

(c) Soit R € R3[X], . Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base Z.
9. Etude des puissances de A
(a) Soit ke N*.
i. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome P dans la base £.

ii. En déduire une expression de AF.

(b) Démontrer que la suite (A¥) cn+ converge vers une matrice de projection.
Exprimer cette matrice a I'aide de la matrice A et des (L;)jc[y,4]-



Exercice 4.

X six<t

On note E = ¢°([0,1],R). On rappelle que pour tout (x, #) € [0, 112, on note min(x, t) = { ; ) .
sinon

Questions préliminaires

1. Soit a € R. Résoudre dans R, suivant les valeurs de a, I'équation différentielle y”" + ay = 0.

2. Soient h € E et a € [0, 1]. Justifier que la fonction H : x — f; h(t)dt est de classe €* sur [0,1] et
déterminer sa dérivée.

kkkokk

3. Cas particuliers

1
(a) Tracer la courbe représentative de la fonction ¢ — min (5, t) sur 'intervalle [0, 1].

1 1
(b) Calculer f min(g,t) dr.
0

1
(c) Soit x unréel de [0, 1], exprimer f min(x, £) d¢ en fonction de x.
0
4. Soit f € E.

(@) Justifier que F: x — f 1min(x, t) f(t) dt définit une fonction de classe 6! sur [0, 1] et pour tout
x €1[0,1], calculer F’ (;).

(b) Calculer F(0) et F'(1).

(c) Démontrer alors que F est de classe C? sur [0,1] et montrer que F” = —f.

A toute fonction f de E, on associe T(f) définie par :
1
vxel0,1], T(N(x) =f min(x, 1) f(¢)dt.
0

5. Montrer que T est un endomorphisme de E.
6. L'application T est-elle injective?
7. Onpose A={G € €°([0,1],R),G(0) = G'(1) = 0}.

(a) Montrer que Im(7T) c A.
(b) Soit G € A. Calculer T(G").
(c) Déterminer Im(7).
8. Recherche des éléments propres de T On appelle valeur propre de T un réel A tel que Ker(T —
Aidg) #1{(0)}.

(a) Démontrer par I’absurde que, si A est une valeur propre de T, alors A est strictement positive.
On pourra utiliser la question 4.

(b) Déterminer les valeurs propres de T. On pourra aussi utiliser la question 4.

(c) Pour chaque valeur propre A de T, déterminer la dimension et une base de Ker(T — Aidg).



Exercice 5.

On appelle valeur propre d’'une matrice A € M,(R) un réel A tel que ker(A— AI,) # {(0)} et sous espace
propre associé a A ce noyau. On appelle spectre de A l'ensemble des valeurs propres de A.

Soit n un entier naturel non nul.

Questions de cours

1. Soit p une projection vectorielle de rang r € N.
(a) Donner, en fonction de r, une matrice W de p dans une base adaptée.
(b) Donner les spectres possibles de W.
(c) Comparer rg(W) et tr(W).
(d) Calculer det(W).

kkkkk

On consideére la famille X3, ..., X}, de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (2, </, P) toutes suivant la loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1].

Soit M une variable aléatoire discrete de Q2 dans M, (R) telle que pour tout w dans Q, M (w) est sem-
blable a A(w) = diag(X; (w), ..., X, (w)).

2. On note T la variable aléatoire tr(M).

(a) Déterminer T(Q), c’est-a-dire '’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T.

(b) Donner laloi de probabilité de T et 'espérance de la variable aléatoire T.

3. En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire R = rg(M).
4. Onnote D la variable aléatoire det(M).

(a) Déterminer D(L2).

(b) Donner la loi de probabilité de D et calculer I'espérance de la variable aléatoire D.
5. On se propose de déterminer la probabilité de I'événement 2 :

" tous les espaces propres de M ont méme dimension ".

(@) Onnote V I'événement : " M ne posséde qu'une seule valeur propre ". Calculer P(V).
(b) On suppose n impair. Déterminer P(Z).
(c) On suppose n pair et on pose n = 2r. Calculer P(T = r). En déduire P(Z).
X1 (w)
6. Pourtoutwe Q,onnote Uw)=| : [eM;1R) et Aw)=Uw)x Uw)" =(a;j(w))
Xn(w)

i, )e[1,n]?"

(a) Soit w € Q. Déterminer, pour tout couple (i, j) € [1, n]?, a;j(w).

(b) Donner laloi de probabilité de chaque variable aléatoire a; ;.
n
(c) Montrer que tr(A) = )_ X;.
i=1

(d) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire rg(A).
(e) Pour tout w dans Q, donner les valeurs propres de la matrice A(w).

(f) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire rg(A).



Correction des problemes de révisions

Exercice 1 1. On amontré que F* = {0} doncsi g— fy € F+,ona g = f, ce qui implique g € F et c'est
une contradiction avec notre hypothese de départ.
2.(@ Ona

llg—(aho+ f)lI> = llg—fol =2 < g— fo, ahg > +||ahol* = |lg— fol > —2a < g— fo, ho > +a?|| hgl|?

I faut donc montrer qu’on peut trouver a tel que —2a < g — fo, ho > +|lahyll? <0.Sia>0,
il suffit de choisir a tel que allholl? <2 < g, fo > ce qui est possible car, par hypothese, 2 <
g, fo>>0.

(b) En choisissant un réel ¢ comme a la question précédente, on a un élément ahg + fy € F qui
vérifie ||g — (ahg + fo) < d(g, F) ce qui est une contradiction donc g — f, € F*.
Or, d’apres la premieére question, cela n’est pas possible donc f; n’existe pas.

Exercice 2 Soit (E,(, ,)) un espace euclidien de dimension n = 1. L'objectif du probleme est d’étudier
les endomorphismes u de E tels que :

(u(x),x) =0 pour tout x dans E (%)

Les éléments u de £ (E) qui vérifient (x) sont appelés endomorphisme antisymétrique.
Partie 1 : Etude d’'un exemple

Dans cette partie E = R»[X] espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur a
2. On considere 'application ¢ : E?> — R définie par :

1

PBQ) = )Y Pk)QKk)
k=-1

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E. Dans la suite on considérera que E est muni de ce
produit scalaire que l'on notera ( , ).

On doit montrer que ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive.

— symétrique : clair par commutativité du produit sur R.

— Ona@AP+Q,R)=Ap(PR)+¢(Q,R), VPQ,R € E et A € R. La forme ¢ est donc linéaire par
rapport a la premiere variable et par symétrie, elle est bilinéaire.

1
— VPeE, @(PP)= Y P(k)?=0,elle est positive
k=1

1
— Si@(PP)=0,alors Y P?(k) =0 ce quiimpose P(~1) = P(0) = P(1) = 0 or P est de degré au

k=—1
plus 2 et il admet au moins trois racines, il est donc nul.

@ est donc une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est un produit scalaire.

2. Soit u 'endomorphisme de E défini par :
u(P)=2P (0)X? - (P(1) + P(-1))X

(a) Vérifier que pour tout P dans E ona2P'(0) — P(1) + P(-1) =0.

par le calcul en posant P = aX? + bX +c.



(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de I'espace euclidien E.
Soit P€ E.On a

< u(P),P>=u(P)(-1)P(-1) + u(P)(0)P(0) + u(P)(1)P(1)

=(2P'(0) - (P(1) + P(-1))) P(-1) + (2P'(0) + P(1) + P(-1)) P(1)

=2P'(0) (P(1) + P(-1)) - P(1)* + P(-1)* = (P(1) + P(-1)) (2P'(0) - P(1) + P(-1))
=0

L'endomorphisme E est donc bien antisymétrique.
1 1
3. Soient P; = 5(X2 +X) et Py = S u(Py).

(a) Déterminer u?(P;) et montrer que (Pq, P,) est une famille orthonormale.

Onau(P)) = X?>-X=2P, et u?(P;) = -X*-X =-2P,.

Par ailleurs, on a

— @(P1,P2) =P1(—=1)P2(-1) + P1(0)P>(0)+ P1(1)P,(1) =0+ 0+0=0.
— (p(Pl,Pl) =140+0=1

— 9Py, P))=0+0+1=1.

la famille est bien orthonormale.

(b) Déterminer une base de ker u.

c
Le noyau est donc

|

Soit P = aX? + bX + ¢, alors u(P):Ooszz—Z(a+c)X:0c>{ Zf(;

engendré par X? — 1 qui est non-nul, c’est donc une base de ker u.

S Q ©
(=R ]

(c) Trouver une base orthonormale § de E et a réel tels que : Matg(u) = (

Posons Q = X? -1, alorson a
— @P1,Q)=0+0+0=0
— @(P2,Q)=0+0+0=0
- (p(QrQ):Z

On pose P3 = %Q, alors la famille (Pq, P», P3) est orthonormale, de cardinal 3 donc c’est une bon de E.

D’apres la question 3a), on sait que u(P;) = 2P,, u(P,) = u?>(P;) = —2P; et u(P3) = 0 puisque P3 € ker u.
On a donc la matrice souhaitée dans cette base.

Partie 2 : Caractérisations des endomorphismes antisymétriques

Soit u dans £ (E).

4. Pour tout (x, y) dans E? calculer {u(x + y), x + y). En déduire que u est un endomorphisme anti-
symétrique si et seulement si :

(V(x,) € E?) ((u(x), y) = = (x, u()))

On remarque que pour x,y € E,ona
<ulx+y,x+ty>=<ux),x>+<u(y),x>+<ulx),y>+<uly),y>

Supposons u antisymétrique, alors < u(x + y),x + y >= 0 pour tout x,y donc < u(x),y > + <
u(y),x >=0d’ou le résultat par symétrie du produit scalaire.

Réciproquement, supposons que < u(x),y >= — < x,u(y) > pour tout x, y, alors en particulier,
pour x = y,ona < u(x),x >=— < x, u(x) > donc 2 < x, u(x) >=0 et u est antisymétrique.

8



5. Soient = (ey,..., ;) une base orthonormée de E et M = [m; ;] la matrice de u dans . Démontrer
que u est un endomorphisme antisymétrique de E si et seulement si M est une matrice antisy-
métrique i.e. vérifie TrM = — M.

Onnote m; les coefficients de M. On a montré que u est un endomorphisme symétrique si et seulement
si, pour tout x,y, < u(x),y >= - < u(y),x>.Ona<u(x),y >=-<x,u(y) >Vx,ye E &< u(e;),ej >=
n
—<ej,ulej) >V, elll, nl1%.Or u(e;) = Y. my;er donc < u(e;),ej >=m;j.Onadonc < u(x),y >=—-<
k=1
xu(y)>Vx,yeEemj=m;; < M =yy.
On a donc montré que u est antisymétrique si et seulement si M est symétrique.

Partie 3 : Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit # un endomorphisme antisymétrique de E.

6. Démontrer que si A est telle que ker(u — Aldg) # {Og}, alors A =0

On suppose ker(u—Aldg) # {0z}, alors il existe x # O tel que u(x) = Ax.Onaalors 0 =< u(x), x >=<
Ax, x >= Al|x||? or ||x]|? # 0 donc nécessairement A = 0.

Attention : Il ne suffit pas de dire ker(u — Aldg) pour conclure, vous devez choisir x # 0.

7. Démontrer que E = Imu &+ ker u. En déduire que ker u = ker u?.

Soient x € ker u et y € Imu alors il existe a € E tel que y = u(a), on a
<x,y>=<x,ula)>=-<ux),a>=-<0,a>=0

donc ker u et Imu sont orthogonauy, ils sont donc en somme directe. Comme la somme de leurs
dimensions est celle de E par le théoréme du rang, on a E = ker u @ Imu.

Remarque : Il est inutile de montrer que les espaces sont en somme directe car ils sont orthogo-
naux.

Par ailleurs, on sait que keru c ker u?, montrons l'inclusion réciproque. Soit x € ker u?, alors
u(x) € Imu et u%(x) = 0 donc u(x) € keru, on a donc u(x) € kerunImu ce qui impose u(x) =0
et par suite x € ker u. On conclut par double inclusion.

8. Démontrer que pour tout (x, y) dans E2 ona:
(u?(x),y) = (x, u*(y))

puis que si A vérifie ker(u? — A1dg) # {0g}, alors A est négatif.

Ona
(U*(x),y) = —{(ux),u()) =—(={x, u*() = (x,u*y))

Par ailleurs, si ker(u? — AIdg) # {0} alors il existe x # 0 tel que u?(x) = Ax. On a alors
—Nu)I? = = (ux), u(x) = (u*(x), x) = Mlx|®
dou1 A1 <0.

Dans la suite de cette partie on suppose n = 2 et on admet qu'il existe A non nul tel queker(u? — Aldg) #
{0z} et on note xo un élément non nul deker(u® — AIdg). On note encore F = Vect(xy, u(xp)).



9. (a) Montrer que F est stable par u.

I suffit de montrer que I'image d’'une base de F appartient encore a F. Par hypotheése, (xg, #(xo))
est libre, c’est donc une base de F. On a u(xg) =€ F et u(u(xp)) = Axg € F donc u(F)c Fet F
est stable par u.

(b) Démontrer que F* est stable par u.

Soit y € FL, alors y est orthogonal a la base (xo, u(xp) de F, autrement dit, < y,xp >= 0 =<
¥, u(xp) >. Montrons que < u(y), xo >= 0 =< u(y), u(xp) > ce qui montrera que u(y) appartient
aFt.

Ona < u(y),xo>=— <y, ulxp) >=0et < u(y), u(xg) >=-<y, u?(xp) >= -1 < ¥, Xo >=0donc
u(y) € F* et par suite F* est stable par u.

(c) On munit F+ du produit scalaire induit par celui de E. On définit u; € £ (F') par
u1(x) = u(x) pour x dans Ft

. 1 . L. N
Autrement dit u; = u Iﬁ . (double restriction au but et a la source de u).
Démontrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F* puis que Imu = F & Im ().

Les propriétés d’antisymétrie sont encore valables pour la restriction du produit scalaire a F*
donc u; est un endomorphisme antisymétrique.

Onalmu, c F- donc F et Imu; sont orthogonaux donc en somme directe. Par ailleurs, si y € Imu,
alors il existe x € E tel que y = u(x). On écrit x = a+ b avec a€ F,be€ F+, onaalors u(x) = y =
u(a)+ u(b) avec u(a) € u(F) c F et u(b) € Imu; donc on al’inclusion Imu < Imu; @ F.

Il reste 2 montrer I'inclusion réciproque. Soit donc a + b € F @ Imu;, alors il existe b’ € F* tel que
b= u(b') etil existe a, f réels tels que a = ax + fu(x); on écrit a = $Ax + fu(x) = u(Fu(x) + px).
Posons a’ = Su(x) + Bx, alors x = u(a’) + u(b') = u(a' + b') € Imu d’ot1 'inclusion réciproque.

10. Démontrer que le rang d'un endomorphisme antisymétrique est pair.
Indication : on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.

On suit I'indication et on procede par récurrence forte sur la dimension de I'espace. On suppose tout
d’abord dimE = 2. Si u = 0¢(g), le rang de u est nul, il est pair. Sinon, la famille (xp, #(xp)) construite

0 A
comme ci-dessus est libre, c’est donc une base de E dans laquelle la matrice de u est (1 0) avec A #0

onadoncrgu =2.
Si dim(E) =3, le cas ot u = 0 (g) est simple. Sinon, on choisit xo comme ci-dessus et on a (xp, u(xp))
libre. La famille est orthogonale, on peut donc la normaliser puis la compléter en une BON de E par le

. . X u(xo)
thm de la base incomplete. Notons e/, = 0 , el = 0 et (e}, e, el) la BON obtenue. Dans cette
. U lixoll” 72 uxo)ll rrzes
base la matrice de u est de la forme
0 * a
* 0 b
0 0 ¢

ol les x sont des réels non nuls. Comme la base est orthonormée, la matrice doit étre antisymétrique
donc la derniére colonne est nulle et, comme les coefficients des deux premieres colonnes sont non
nuls, le rang est 2.

On peut aussi raisonner avec la trace ( en admettant le DS9 sujet 2 ot on a montré que la trace d'un
endomorphisme est la trace de toute matrice le représentant). On complete (xo, u(xp)) en une base B de
E dans laquelle

Q

0
Matg(u)=11
0

S O =
[SEw

10



On a Tr(u) = c. Or, dans une BON la matrice de u est anti-symétrique donc de trace nulle (tous ses
coefficients diagonaux sont nuls). On en déduit que Tr(«) = 0 donc ¢ = 0 et la matrice est bien de rang 2.

On suppose que pour tout endomorphisme antisymétrique v d'un espace de dimension strictement
inférieure a n (et supérieure a 2), on a rgv pair, montrons que u, endomorphisme antisymétrique de
E, avec dimE = n, est pair. On sait que dimF* < 7 et u|z. et un endomorphisme antisymétrique d’un
espace de dimension n — 2, on sait donc que rgu| 1% =rgu; est pair. Comme on a montré que Imu; & F =
Imu, on a rgu = rgu; + dimF = rgu; + 2. On a donc la méme parité pour rgu et rgu; ce qui achéve de
montrer le résultat par récurrence.

Remarque : On a besoin que n—2 = 2 pour utiliser 'initialisation donc n = 4, c’est pourquoi il est
nécessaire d’initialiser aussi au rang 3.

Partie 4 : Une application

Dans cette partie E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4.
On note & = (ey, ez, €3, e4) une base orthonormale de E. On considére I'endomorphisme u de E dont la
matrice dans 28 est :

0 4 1 -1
-4 0 -1 -1
A= -1'1 0 -5
1 1 5 0

11. Démontrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E et vérifier que le vecteur f; = e; +
e, — e3 est appartient 2 un noyau de la forme ker(u? — Ald).

La matrice est symétrique, d’apres la question 5, on en déduit que u est antisymétrique. On a
u(f1) =3e; —3ex—3eq et uz(fl) =3(—3e; —3e2+3e3) = —9f1, f1 appartient bien a un noyau de la
forme ker(u? — Aldg) avec A = —9.

12. Soit F = Vect(fi, u(f1)). Déterminer une base orthonormale de F ainsi qu'une base orthonormale
de F*.

Onac< fi, fi >=3, on pose f1, = %fl. On a u(f1) =3e; —3e; —3ey4 et on sait que < u(fy), 1 >=0

puisque u est antisymétrique. Par ailleurs, < u(f;), u(f1) >= 27, on pose fz’ = ﬁ (e1—es>—ey), alors
(f{,f,) estune bon de F.
Déterminons F*. Soit X (x, y, z, t) € F*, alors

<xej+vyver+zes+teg,e;+e—e3>=0 x+y—-2z=0
XEFLc){ 1t Yye 3 4, €1 2 — €3 @{ y

<xey+yex+zest+tes,e1—er—es>=0 x—y—t=0

On adonc F* = Vect((e; + e3 + e4), (e2 + €3 — e4)). On remarque que les deux vecteurs sont ortho-
gonaus, il suffit donc de les normaliser. Une BON de F L est: (%(61 +e3+ey), %(62 +e3 — e4)) =
(f3, f))-

13. En déduire une base orthonormale %8, de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice de u
dans % soit :

0 —a 0 O
a 0 0 O
B= 0 0 0 -b
0 0 b O

Les espaces F et F* étant supplémentaires orthogonaux, la famille (f], f;, f3, f1) est une bon de E.
Calculons les images de ces vecteurs par u.
— Onau(e; +e,—e3) =3e; —3ex —3e, = 3(e; — e2 — eg) donc u(f)) =3f,.
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— u(e; —ex—e4) = —3e; —3ex +3e3 = —3(e; + ex — e3) donc u(f;) = -3f].
— uler +e3+ey) = —6(ex +e3—ey) dolt u(fy) = -6f,
— ules+e3—ey) =6(e; +e3+ey) dotiu(f,) =6f;

On a bien la matrice de la forme souhaitée avec a =3 et b = —6.

Exercice 3 1. Démontrer que la matrice B = 3 A3 — A% — A est symétrique réelle.

On remarque que : B = A(3 A2 A- I,) = AAT etdonc, BT =(AAT)T = AAT, ce qui prouve bien
que la matrice B est symétrique réelle.
Il en résulte que la matrice B est diagonalisable sur R puisque symétrique réelle.

2. Montrer que si Ker(B — AI) # {0}, alors A <0..
On suit I'indication de I'’énoncé : soit Y un vecteur de R".
YTBY = YTATAY = (AY) T (AY) = | AY||.
Si Y est un vecteur propre (donc non nul) de B pour une valeur propre A,ona: BY = 1Y etdonc,
YTBY = A|IY|>
Finalement: A ||Y||? = ||AY ||, ce qui prouve ainsi que 1 € R,.

3. Montrer que lona: A=3(AT)’ = AT -1,
Evident d’apres les hypotheses de I’énoncé.

4. En déduire que le polynome P(X) = (3 X2 — X —1)2 = X? est annulateur de la matrice A.
Onendéduitque A=3(AT)2-AT—1,=3BA>-A-1,)>-BA>-A-1,)-1,
soit 3A% - A—1,)>— A?>=0,, ouencore 3A*>-2A-1,)(3A%-1,) = O,,.
Il en résulte que le polynéme P(X) = (3 X2 — X —1)%2 - X? est annulateur de la matrice A.

5. Déterminer un polynome unitaire annulateur de A" .
Si un polyndéme Q annule A, alors par transposition, il annule AT,

1
Comme P annule A, 3 P est unitaire et annule AT .

6. Factoriser P en produit de polynémes irréductibles dans R[ X].
Le polynéme P se décompose de la facon: P(X) = (X - 1)(3X + 1)(Xv3 + 1)(Xv3-1).

7. Soit A unevaleur propre de A et V un vecteur propre associé. Montrer que V est aussi vecteur propre
de AT.
Ona: AV = AV etparsuite, AV =A%V,
Ainsi, puisque AT =3 A2~ A—1I,,ilvient: ATV =3A2V-AV -V =(3A?-1-1)V, ce qui prouve
que V est aussi un vecteur propre de AT pour la valeur propre 342 — 1 — 1.

8. Onnotea; =1,a, a3, ay les racines du polynome P.

On appelle &£ = (L1, Ly, L3, Ly) la famille des polynémes de Lagrange associée a cette famille de
scalaires, c'est-a-dire les polynomes (L;) jc[1,4] deR3[X] tels que :

1sij=i

. (symbole de Kronecker).
0 sinon

V(i j)e [[1,4]]2, Li(aj) :51']’ ou 51’]’ :{

(@) Déterminer Ly sous forme d'un produit de polynomes irréductibles de R[ X].

1 3 3
Le polyndéme L, vérifie : L;(1) = 1,1, (_5) =1 (ﬁ) =1 (—%) = 0, ce qui donne, apres

3
(x+3)[x- %) (x+¥)
=+ D(1-) 1+ %)

3

calculs: L; (X) =

=5 -3 (x- ) (x4 7).
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(b) Vérifier que £ est une base de R3[ X].

4
Soit (Bi) ie[1,4] des scalaires tels que: Z BiL;=0.
i=1
4
Alors, pour tout j € [[1,4], Z BiLi(aj) =0, soit B; = 0 etla famille &£ est libre.
i=1
Comme son cardinal vaut 4 = dim(R3[X]), la famille £ est une base de R3[X].
(c) Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base £ .
Comme la famille £ est une base de R3[X], il existe une unique famille (¢ i)iE[[1,4]] de scalaires
telsque: R = ?zléi L;.
Alors, pour tout j € [1,4], on peut écrire : R(a;) = ?:151‘ Li(aj)={;.
On en déduit que R = ?ZlR(ai) L;.

9. Etude de A* pour k e N*
(a) Soit ke N*.

i. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome P dans la base &L

Soient Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de X* par le polynéome P :
X¥=QP+Ravec ReR3[X].
R(1)=1

)-(-5)
R(-2|=|-=
3 3
On en déduit immédiatement : < R L) B (i)k
V3

V3
k
-5
etdonc, R=1;+ (—%)kl,g + (%)kl,g + (—%)kbl.

ii. En déduire une expression de A*.
Comme P(A) = Oy, on en déduit en appliquant a la matrice A:

. 1\ 1\* 1\F
AR =LA +|-=2| LA +|—=]| LA +|-—=]| Li(A
vy (3) 2 (\/5) o (\/5) o

(b) Démontrer que la suite (Ak) keN* COnverge vers une matrice de projection.
Exprimer cette matrice a l'aide de la matrice A.

On fait alors tendre k vers l'infini, ce qui donne :

9 1 3 3
lim Ak:Ll(A):_(A+_In) A_iln A+£In .
k—+o0 8 3 3 3
On a (L;(A)? = klim A%k = L,(A) puisque la suite (A%K)eny est une suite extraite de la suite
—+

convergente (A¥) e vers L (A) donc L; (A) est bien une matrice de projection.

Exercice 4 Questions préliminaires

1. Soita € R.
L équation caractéristique associée a I'équation différentielle y” + ay =0est E. : r?> + a = 0.
— Si a > 0, les solutions de E, sont r; = iy/a et r; = —iy/a. Uensemble solution de I'équation
différentielle est donc :

{t— Acos(vat)+Bsin(vat), (A, B) e R*}
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— Si @ =0, 'ensemble solution de I'équation différentielle est :
{t— At+B, (A B) e R?}

— Sia<0,lessolutionsde E; sont r; =y/—aetr, = —v/—a.
L'ensemble solution de I'’équation différentielle est donc :

{IH AeV=% 4+ Be V=% (A B) € IRZ}

2. Soithe E eta€[0,1].0n considere la fonction H : x — f; h(t)dr.
Comme la fonction h est continue sur [0, 1], d’apres le théoreme fondamental de I'analyse, la
fonction H est de classe C! sur [0,1] et'ona: Vxe€[0,1], H (x) = h(x).

kkkkk

3. Cas particuliers.

1
(@) Tracer la courbe représentative de la fonction t — min (5, t) sur l'intervalle [0, 1].

y
L e
3
1 1 X
3

1 1
(b) Calculer f min(g,t) dz.

0
1

o (1 3 1 ! 5
Onpeutecrlreque:f min|—, ¢ dt:f tdt+—f di=—
0 3 0 3J1 18

1
(c) Soitx unréeldel0,1], exprimerf min(x, £)d¢ en fonction de x.
0

Pour0<t<x,ona:min(x,f)=tetpourx<t<l,ona:min(x,?)=x
2 2

1 X 1 x X
Ainsi:f min(x, 1) dt:f tdt+xf di=—+xQ-x)=x——.
0 0 x 2 2

4. Soit feE.
1
(@) JustifierqueF: x -—»f min(x, t) f(t) dt définit une fonction de classe C' sur [0,1] et, pour tout

0
x € [0,1], calculer F'(x).
Pour tout x € [0,1], on peut écrire :

F(x) :fxtf(t) dt+xf1f(t) dt:fxtf(t) dt—xflf(t) dz.
D’apres la que(;tion 2.1a fonctJ;on F est dOflC de classe C! J;ur [0,1]et:Vx€[0,1],
F'(x) :xf(x)—fle(t) dt—xf(x)= —fle(t) dr.
(b) Calculer F(0) et F'(1) On a F(0) =0 et F'(1) = 0 d’apres les calculs précédents.

(c) Démontrer alors que F est de classe C? sur[0,1] et montrer queF" =—f.

Toujours d’apres la question 2. la fonction F’ est donc de classe C Lsur[0,1] et:
Vxel[0,1], F'(x) = —f(x).
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A toute fonction f de E, on associe T(f) = F définie par :

1
VYxel0,1], F(x):f min(x, £) f(£) dt
0

5. Montrer que T est un endomorphisme de E.

e T estlinéaire du fait de la linéarité de l'intégrale.

e D’apres les questions précédentes, F = T(f) est de classe C!sur[0,1] etdonc, Fe E.

Conclusion : T est un endomorphisme de E.

6. Lapplication T est-elle injective?
Soit f € Ker(T) : T(f) = 0 donc — f = 0 par double dérivation et ainsi, Ker(T) = {0}, ce qui prouve
que T est injective.

7. Onpose A={Ge €%([0,1],R),G(0) = G'(1) = 0}.

(a)

(b)

(9]

Montrer queIm(T) c A.

Soit GeIm(T):3ge Etelque G=T(g).

Alors, G est de classe C? sur [0,1] d’apres les questions précédentes et G(0) = 0 ainsi que
G'(1)=0.

Ainsi, Im(T) c A.

Soit G € A. Calculer T(G").

Pour x€[0,1]ona:

X 1
T(G”)(x):f tG"(t)dt+xf G"(t)dt
0

X
X
= [tG’(t)]g—f G'(ndt+x[G'(1)]; enintégrant par parties
0
=-G(x) carGe A

Par conséquent, A c Im(T).

Déterminer Im(T).
Des deux questions précédentes, on déduit : Im(7T) = A.

8. Recherche des éléments propres de T

(a)

Démontrer par l'absurde que, si A est une valeur propre de T, alors A est strictement positive.
On pourra utiliser la question 4.

On sait déja que 0 n’est pas valeur propre car T est injective et donc Ker(T) = {(0)}.
Si A est une valeur propre de T, il existe une f € E, non nulle, telle que T(f) =1 f.

1
Facilement, T(f) =Af < "+ Zf =0.
1
Supposons, par I'absurde, que A <0: 3w e R* telque A = ——.
w
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme f(x) = Ae“* + Be™ ¥, avec
(A, B) e R?.

Alors, les conditions initiales f(0) = f/(1) = 0 donnent :

Awe®” —Bwe™ =0 A =0
Conclusion : les valeurs propres de T sont strictement positives.

A+B =0 A+B =0 | . . .
o , soit f =0, ce qui est impossible.
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(b) Déterminer les valeurs propresde T.

1
Comme A >0, 3w € R* tel que A = e et les solutions de I'’équation différentielle sont de la
forme f(x) = A cos(wx) + B sin(wx).
Les conditions f(0) = f'(1) = 0 imposent A =0 et Bw cos(w) = 0.

. . . T
Ainsi, les valeurs de w qui conviennent sont les wy = > + km, k € N et les valeurs propres sont

1
desréels Ay = — w keN.
—+kn
2

Le calcul effectué permet de vérifier que I'on obtient bien ainsi toutes les valeurs propres de
T.

(c) Pour chaque valeur propre de T, déterminer la dimension et une base de Ker(T — Aidp).

Conclusion : les valeurs propres de T sont les Ay = keNetpour keN, Ker(T -

2 @k+ 1)2’
Aridg) = Vect(fy) définies par: V x € [0,1], fx(x) =sin (E (2k+1) x), ce sont des droites vecto-

rielles (de dimension 1).
Exercice 5 Soit n un entier naturel non nul.
Questions de cours

1. Soit p une projection vectorielle de rang r € N.

(@) Lorsque r =0, W est la matrice nulle. Lorque r = n, W = [,,. Dans les autres cas, on écrit la
I Onn—r)

matrice par blocs: W = (
On—nr Op-r

(b) Lorsque r =0, Sp(W) = {0}. Lorsque r = n, Sp(W) = {1}. Dans les autres cas, Sp(W) = {0, 1}
(c) Onarg(W) =tr(W).
(d) Sir=n,det(W)=1.Sinon, det(W) =0.

kkkkk

On considere la famille Xj, ..., X;; de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (2, «/, P) toutes suivant la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1].

Soit M une variable aléatoire discrete de Q2 dans M, (R) telle que pour tout w dans Q, M(w) est dia-
gonalisable et semblable a A(w) = diag(X; (w), ..., X, (w)).

2. On note T la variable aléatoire tr(M).
(a) Comme la trace est invariante par similitude, T = tr(A) = Z:l Xj. Comme Xj,..., X, sont a
valeurs dans {0,1}, T est donc a valeurs dans [0, n].

(b) T estla somme de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi de Ber-
noulli de parameétre p. T suit donc une loi binomiale de parametres n et p. D’aprés le cours,
E(T) =np.

3. Comme le rang est invariant par similitude, R =rg(A) = ¥.}'_, Xj car A est une matrice de projec-
tion. Donc R = T et suit donc aussi une loi binomiale de parametres n et p.

4. On note D la variable aléatoire det(M).

(@) Comme le déterminant est invariant par similitude, D =det(A) = szl Xi. Donc D(Q) ={0,1}.

(b) D suit donc une loi de Bernoulli de parameétre P(X; =1,X, =1,...,X,, = 1) = p" car les va-
riables sont indépendantes. Donc E(D) = p".
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5. On se propose de déterminer la probabilité de I'événement Z :

(@)

(b)

(©)

6. Pour tout w € Q, on note U(w) = : eM;1(R) et A(w) =U(w) x (U)" = (a;j(w))

(a)
(b)

()
(d)

(e)

(f)

n les sous-espaces propres de la matrice M ont tous la méme dimension z.
Comme le spectre est invariant par similitude, V = ﬂZZI(Xk =1Hu ﬂZZI(Xk = 0) et les deux
évenements sont incompatibles. Donc P(V) = p" + (1 — p)" par indépendance.
Rappelons que M a soit une valeur propre, soit deux valeurs propres distinctes. Comme 7 est
impair, si M a deux valeurs propres distinctes, les deux sous-espaces propres ne peuvent pas
étre de la méme dimension. Donc Z =V, et P(Z) = p" +(1-p)".

. o . N 2r

Comme T suit la loi binomiale de parametres net p, P(T =r) = ( . )p’(l -p'.
Lévenement (T = r) correspond a: dim(E; (M)) = r. Comme n = 2r, on a donc aussi dim(Ey (M)) =

r.On obtient ainsi: Z =V U(T =r),donc P(Z) = p*" + (1 - p)?" + 2:) p'-p’.

X1 (w)

(i,He[1,n]?"
Xn(w)

Soit (i, j) € [1, n]?, a;j(®) = X; () X ().
Soit i € [1, n]). La variable a;; suit une loi de Bernoulli de parameétre P(X? = 1) = p.
Si j € [1,n] avec i # j, lavariable a;; suit une loi de Bernoulli de parametre P(X; =1,X;=1) =

p?, par indépendance.
n

tr(A) =7 ,a;; = Z Xl2 Or, Xl2 = X; car X; ne prend que les valeurs 0 et 1. donc tr(A) = X7, X;.
i=1

On remarque que toutes les colonnes de A sont liées (elles sont toutes multiples de U). Donc

le rang de A vaut 0 si U est nulle et 1 sinon : rg(A4)(Q2) = {0, 1}.

Soit w dans Q. Trois cas se présentent :

— soit A(w) est la matrice nulle et sa seule valeur propre est 0;

— soit A(w) est non nulle et n =1 et sa seule valeur propre est 1;

— soit A(w) est non nulle et n > 1 et elle a deux valeurs propres 0 et Z?zl X;(w)? = T(w).

Comme P(U =0) = P(X; =0,...,X,, =0) = (1 - p)" par indépendance, rg(A) suit la loi de
Bernoulli de parametre 1 — (1 — p)”.
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