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Devoir maison des vacances .

Partie I: étude théorique

1. L’objectif de cette question est de démontrer la propriété suivante ! :

St v et w sont deux suites réelles strictement positives a partir d’un certain rang, vérifiant
Up ~ Wy, et sila série Y v, diverge, alors :
+0o0

n

n
D D
n—-+oo

k=0

k=0

On considére donc v et w deux suites réelles strictement positives & partir d’'un certain rang,
vérifiant v, ~ w,, et on suppose que la série Y v, diverge. On pose en outre, pour tout
“+oo

neN: . .
Vnzzvk et Wn:Zwk
k=0 k=0

(a) Justifier qu’il existe un rang ny € N tel que pour tout n > ng, V;, > 0 et W,, > 0.
(b) Soit € > 0. Justifier qu’il existe p € N tel que pour tout n > p :

(1-e)w, < v, < (14+e)w,

) V,
(c) En déduire, pour n > max(ng, p), un encadrement de —-, et conclure.
n

2. A l'aide de la propriété (R), montrer le lemme suivant, appelé¢ lemme de Descalier, et qui
sera l'outil central de la suite de I'exercice.

Lemme de Uescalier : soit (uy,),>o une suite réelle.
Sl existe un réel X # 0 tel que up 1 — u, ——— A, alors u, ~ An.

n——+00

3. Pour traiter le cas ou A = 0, on va utiliser le théoréme de Cesaro :

n
) ‘ ‘ . 1
Soit (Up)nen+ une suite convergeant vers €, alors la suite de terme général v, = - E Uy,
k=1

converge également vers (.

On se donne donc une suite (u,),en+ une suite convergeant vers ¢ et pour tout n € N*, on pose

1 n
vn:—g u. On fixe € > 0.
n
k=1

1On peut montrer que si les deux séries convergent, ce sont leurs restes qui sont équivalents !



(a) Montrer qu’il existe N; € N* tel que Vn > Ny,

—Z|uk—€| (n— Ny + 1e.

kN1

(b) Montrer qu'il existe Ny € N* tel que Vn > Na,

N11

—Z ur — €] <

(c) En déduire Pexistence de N € N* tel que
Vn = N, |v, — €| < 2,
puis conclure.
4. Redémontrez le lemme de ’escalier en utilisant Cesaro.
5. Si Upyq — u, — 0, quel résultat nous donne Cesaro?

Partie II: applications

6. Dans cette question, on considére la suite (uy,)n>0 définie par
up=1let Vn € N, u,y1 = unel/“".

(a) Montrer que u est bien définie, et tend vers +o0.

(b) A l'aide du lemme de 'escalier, montrer que u,, ~ n.

7. Dans cette question, on considére la suite (uy,)n>0 définie par

n

:1etv EN, n = n_'_
o " tntt =1 (n+ 1)u2

(a) Montrer que u est bien définie, et déterminer sa limite.

(b) A l'aide du lemme de l'escalier appliqué a la suite (v,)ns0 = (u3)ns0, déterminer un
équivalent simple de u,, lorsque n — +o0.

Pour poursuivre 'exercice, I'objectif est maintenant de comprendre comment on pouvait, dans
la question précédente, intuiter le choix de poser v, = u3 pour obtenir un escalier. Pour cela,
une facon de faire (parmi d’autres) est de procéder a un travail préparatoire non rigoureux en
deux étapes.

» Simplifier de facon approximative la relation de récurrence pour exprimer u, 13 — u, €n

fonction de wy,. Ici, 25 ~ 1, donc :

1

Unp+1 — Up ~ —-
up

» Faire appel a I'analogie suite-fonction en remplacant u,; — u, par f’ et u, par f, pour
obtenir I’équation différentielle plus ou moins analogue :

==

1
Ici, cela se réécrit 2 - f' = 1, c’est-a-dire 3 (f?’)/ =




3

On comprend alors qu’il est crédible qu’en posant v, = u;,

, on ait v, — v, — 3.

n—-+400o

8. Déterminer un équivalent simple de la suite (u,),>¢ définie par

up=0et Vn e N, w1 =u, +e .

9. Déterminer un équivalent simple de la suite (u,),>¢ définie par

Un

uozletVneN, Un_t,_lzm.

Partie ITI: Pour aller plus loin

10. Soit f admettant en 0 le DL f(x) = x — axP*™ + o(2P™!) avec a > 0 et p > 0. On considére la
suite u,41 = f(u,) et on admet que u, — 0

1 1
Mont =
(a) Montrer que Z ap
1 1/p
(b) En déduire que u,, ~ (—) .
nap

(c) On considére la suite définie par g > 0 et x,11 = z,, + e .
i. Appliquez le résultat précédent a y, = e .
ii. En déduire un équivalent de z,,.

2n+1

n+1

11. Considérons la suite définie par ug > 0 et u,11 = Up,.

(a) Trouver un équivalent de In(uy,).

(b) En considérant une série télescopique, montrer que (Q—n) converge si et seulement si
neN

1
la série de terme général In | 1 — ——— | converge.
2(n+1)

(c) En déduire qu’il n’existe pas de réel \ tel que wu,, ~ \2".
Unp

(d) Déterminer un équivalent w, de In (2—n>

(e) On pose v, = %e_w". Montrer que (v,,) converge.

n

NG

(f) En déduire que u, admet un équivalent de la forme A avec A > 0.



Correction du DM des vacances

Partie I

1. (a)

Par hypothése, on a V,, — +o0, donc par définition de la limite, il existe un rang n; € N
tel que, pour tout n > ny,onaV, > 1> 0.

De plus, comme v,, ~ w,, alors par le théoréme de comparaison asymptotique des séries
a termes positifs, on en déduit que W,, —, .o 400, donc de méme, il existe un rang
ne € N tel que, pour tout n > ny, ona W, > 1 > 0.

Alinsi, en posant ng := max(ny, ns), on en déduit que pour tout n = ng, alors on a V,, > 0
et W, > 0.

(% . .. .. .

On sait que v, ~ w,, donc — — 1. Soit € > 0. D’aprés la définition de la limite, il
+o00 w

existe un rang p € N tel que: !

v
Vh>p, l-e<-2<1+4e

W
d’ot (en multipliant par wy > 0) :
(1 —e)w, < v < (14 e)wg (%)
A Va
Tout revient a montrer que W —n—too 1|

Soit € > 0. Soit n > max(ng, p). Par la question précédente, en sommant I’encadrement (%)
pour k € [p,n], on obtient :

n

(1—6)iwk < ka < (1+6)iwk
k=p k=p

k=p
Les sommes ci-dessus correspondent a V,, et W, a une constante preés, car :
n n p—1 n
E v = E U — E vy =V, —V,_1 et de méme E wy =W, =W,
k=p k=0 k=0 k=p

L’encadrement précédent devient alors :

— Vo S (L +e)(Wy — W)
w,

Wy1 Vo1 -1
donc: (1—¢)(1—- -2 <— -2 (14 (1--2 —car W, >0
n ( ) < W, ) S W, S (1+ ( W, r
W,_1 Vi1 Vi, W,_1 Vi1
donc: (1—¢)(1— =2 <—<(1+e)(1--2
one: )( Wn)+Wn W, (”( w, )" w,
Or, W,_; est une constante, et W,, —,_, 1 +00; on a donc :
(p —Fpsioco 1 —€ et bp = nsico L +€
Par définition de la limite, on a :
e & partir d’un certain rang Ny, on a
(I1—¢g)—e<a, <(1—¢)+e, et donc en particulier: 1-2¢<a,

4



2.

3.

e 4 partir d’un certain rang N, on a
(I+e)—e<b, <(1+¢)+e, et donc en particulier: by <1+ 2¢

Ainsi, a partir du rang Ny := max(Ny, Ny), on a par transitivité :

Vi
1—2e<—<1+2
£ W + 2¢

n
. , o . Vi
Ce raisonnement étant valable pour tout € > 0, on a bien démontré que W — i 1.
n

Mettons-nous sous les hypothéses du lemme : considérons (u,,),>o une suite réelle, et supposons
qu’il existe A # 0 tel que U, 11 — Up —n_si00 A

Comme X est non nul, on en déduit que u, 1 — u, ~ A. Quitte a considérer la suite (—u,), on
peut de plus supposer A > 0. Ainsi, a partir d’un certain rang, on a u, 1 — u, > 0.

Enfin, puisque la série Y A diverge, par la propriété (R), on en déduit que

i
—
N
|

—

(Uh1 —ug) ~ ) A
0 k=0

e
Il

7
—
3
|
—

(Upyr — Ug) = Up —ug , et Z)\:n)\
0 k=0

iy

La propriété (R) implique donc que

Up — Ug = nA + o(n)
donc:  u, +o(n) = n\+o(n)

donc:  u, = nA+o(n)
On obtient ainsi u,, ~ nA.
(a) On sait que |u,, — ¢| — 0. Par définition de la limite, il existe N; € N tel que Vk > Ny,
lup, — 0] < e.

Soit n > Ny, alors pour tout k € [Ny,n], |ux — €| < e. En sommant ces inégalités, on

obtient .
> Jug = < (n— Ny +1)e.
k=Ny
Ni—1
(b) Une fois N; fixé a la question précédente, Z |up, — ¢| est une constante. On a donc
k=1
Ll L
1 U — 0. Ainsi il exi S 1 <
nl_1£100 - ; |up, — €] = 0. Alinsi, il existe Ny tel que ¥n > No, - ; lup, — €] < €



4.

(¢) Soit N = max(Ny, Ny), alors Vn > N, on a

N
1

v, — €] < — E |up, — €] par I'inégalité triangulaire
n

k=1
Ni—1 n

k=1

k=N,
n— Ny +1 . ’
e+ —— " ¢ d’apreés les deux questions précédentes
n

2¢

NN

On a bien montré que v, — /.

On suppose que u,i1 — u, — £, £ # 0. Alors d’aprés Cesaro, la suite de terme général
I ,

— E (ugs+1 — ug) converge également vers A. Or, on reconnait une somme télescopique.
n

k=1

Up =

1
On a donc —(up41 —ur) = A
n

un+1

1
Comme —u; — 0, on en déduit que
n

obtient u,41 ~ (n+ 1)\ puis u, ~ nA.

— A donc u,1 ~ nAet, comme n+ 1~ n, on

: 1 . .
Si w1 — u, — 0, Cesaro nous donne —u,, — 0 avec un raisonnement analogue & la question
n

précédente.

Partie II: Applications

6.

(a) e Onawy=1>0, donc au vu de la relation de récurrence de la suite, on en déduit
par récurrence immédiate que pour tout n € N, u,, > 0 (ce qui garantit d’ailleurs que
u est bien définie).

e Btudions les variations de cette suite. Pour tout n € N, comme 1/u, > 0, on a :

Unp+1
U,

—el/in > 0 =1

d’ol Upi1 > Upy.

u est (strictement) croissante. Ainsi, par le théoréme de la limite monotone, la suite
u est soit convergente, soit diverge vers +oo.

Par I'absurde, supposons qu’il existe ¢ € R tel que u,, —, 1o ¢. Par croissance de la
suite, on a pour tout n € N, 0 < ug < u,, donc par passage a la limite, on en déduit
que 0 < ug < £ et donc 0 < £. Par passage a la limite dans la relation u,,; = unel/“”,
on obtient :

t=1telt
donc: 6(1—61/’5)20
donc: =0 ou 1—¢e/t=0

1
donc: ¢=0 ou 7 =0 : impossible

D’ou contradiction. Ainsi, par élimination, on a montré que u, —,_s o +00.



(b) Soit n € N. On a :

U1 — Uy = Une'/™ — uy,

1
On applique le DL eX =1+ X +0(X) & X := — —,, 100 0 (puisque u, —, 5100 +00).
U,

On en déduit, quand n — 400 :

1 1
Upi1 — Up = Uy (1—{——+0<—>) —u,=1+0(1)

Unp Unp

En particulier, on a ;1 — U, —n 100 1.

Par le lemme de l'escalier, on en déduit que u,, ~ n x1=n.
n—+o0o
7. e — Onawuy=12>0, et par récurrence immédiate, on en déduit que pour tout n € N,
u, > 0.

— Soitn e N. On a:

n

un+1—un:( >0, car wu, > 0.

n+ 1)u2
Ainsi, la suite u est croissante. Par le théoréme de la limite monotone, on en déduit
que u converge ou diverge vers —+oo.

Supposons par 'absurde qu’il existe £ € R tel que u,, —, 10 ¢. Par croissance de la
suite, on a pour tout n € N, 0 < ug < u,, donc par passage a la limite, on en déduit
que 0 < u0n< ¢ et donc 0 < /.

Comme

n
— 1, par passage a la limite dans I'égalité u,,1 = u, + ———,
n1 ot par p g g n+1 n (n+ a2
on obtient :

1 1
€:€+€—2, donc 6_2:0 . absurde.

On en déduit que u,, —>, 100 +00.

e Pour tout n € N, on a :

3 3
_ .3 3 _ n 3 _ .3 n 3
“nﬂ‘“v“mf“w(“n*ﬁ) ‘“n—“n(”m) ~

On applique (1 + X)3=1+3X +0o(X) a —nsioo 0 (CAT Uy =3y si o0 +00):

(n+ 1)ud

3 3n n 3
o= =i (1 o o () )
_3n n
Con+1 o (n + 1)
On en déduit que v,11 — U =100 3. Par le lemme de D'escalier, on en déduit que
Un ~ 3n. Comme v, = u?, on a donc u, ~ (3n)"*.

8. Tout d’abord, la suite (u,) est bien définie. Déterminons sa limite (dont on a besoin puisqu’il
nous faudra effectuer un DL). Pour tout n € N, on a:

Upi1 — U, =€ >0 : donc u est croissante

Par le théoréme de la limite monotone, soit (u,) converge, soit elle diverge vers +o0.

7



9.

Supposons par I'absurde qu’il existe £ € R tel que u, —, 1 ¢. On a, par passage a la limite,

(=0+e*, donc e *=0: absurde

Ainsi, on en déduit que u, —, o0 +00.
Appliquons désormais le travail préparatoire décrit dans I’énoncé. On a, pour tout n € N,

—Un

Up4+1 — Up = €

L’équation différentielle analogue est f’ = e/, c’est-a-dire (ef)/ =1.

On comprend qu’il convient alors de poser la suite v définie pour tout n € N par: v, = e"" (et
il est crédible de penser que v, 1 — v, va tendre vers 1). On a, pour tout n € N,

Ung1 — Up = €UrFl — eln = ghn e — glin = gt (eefun - 1)
On utilise le DL e® =1+ X + 0o(X) a X = e qui tend vers 0 car t, —,_ o0 +00.
On a donc :
U1 —Up =€ (L+ e +o(e™™) —1) =1+ o0(1)

On a donc notamment (comme attendu!) v,11 — vy, —pio0 1
D’aprés le lemme de l'escalier, on a alors v,, ~ n, c’est-a-dire e“» ~ n.

On a donc €' = n + o(n), ce qui implique :

U, = In(n + o(n)) = In(n) + In(1 + o(1)) = In(n) (1 " o(1) )

En particulier, u,, ~ In(n).

e On a ug=1+# —1, et par récurrence immeédiate, on montre que u,, > 0 pour tout n € N,
et donc en particulier u,, # —1. Ainsi, (u,) est bien définie. De plus, pour tout n € N, on
a:

Un+1 o 1 1

— < -1
Uy, (I+wu,)? = (140)2

D’ol upiq < Uy

La suite u est donc décroissante.

Comme (u,) est de plus minorée (par 0), par le théoréme de la limite monotone, il existe
(e R, tel que u, =100 L.

On a alors, par passage a la limite dans la relation u,,; = L:
(1 + uy)?
B l
C(140)2
(1402 —¢
donc: W =
2
donc: —E 2+ =
(1+10)2
donc: £=0 ou ¢=—2 (2éme cas impossible car u, > 0)

On a donc u,;, — 100 0.



e On commence par calculer la limite de la suite. On a (u,),eny décroissante et par unicité
de la limite, on montre que u, — 0. On n’a donc aucune chance de pouvoir conclure

. . 1 .
directement (si u, ~ n\ avec A # 0, u,, — +00). On va donc poser w, = — qui, elle,

n

tend vers +00. Regardons la relation de récurrence vérifiée par cette suite:

1
Wpy1 =
Un+1
B (1 + uy,)?
— . _
1\2
i)
wn
On a donc .
wn+1_wn:2+_a
Wp,

1
avec 2 + — ~ 2 donc I'équation différentielle est f' = 2. On pose donc v,, = 2w, = —

Wn n.
On a
2 2
Unt1 — Up = -
Up41 Uy
C2(1 4wt 2
N Up Uy,

= 2 () - )
= (2un + U’72’L)

Unp,
=44 2u,

. ) 1
On en déduit que v, — v, — 4 donc v, ~, 100 4N PUIS Uy ~psioo o
n
Remarque: On peut s’éviter de passer par I’équation différentielle dés que 'on a w1 —w,, — 2

car, d’aprés le lemme de I’escalier, cela nous donne w,, ~ 2n puis u,, ~ o
n

Partie ITI: Pour aller plus loin

10. Soit f admettant en 0 le DL f(x) = z — azP* + o(x?™) avec a > 0 et p > 0. On considére la
suite u,41 = f(u,) et on suppose que u, — 0.

(a) On a
I T 1 1
ub (un — apub™ + o (uﬁ“))p uh
= (1 au + ouf) 7~ 1)
Un
1
= — (14 apub, + o(ub) — 1) en faisant un DL de (1 +z)7P
Un
=ap+o(1)
) 1 1
On a donc bien —— — — — ap.
un+1 Un

1 1 1/p
(b) En appliquant le lemme de I'escalier, on en déduit que — ~ nap puis u, ~ (—) .
Un, nap

(¢) On considére la suite définie par g > 0 et x,11 = ,, + e .

9



Tn

i. On va appliquer le résultat précédent & y, = e~ En effet, on a x,11 — 2, > 0
donc (z,)nen croissante et, par unicité de la limite, (z,) ne peut converger donc
elle tend vers +oo. La suite (y,) tend donc vers 0 y, 11 = e 2+l = e @ ¢ ™" =

e~ne " = y,e Y. On pose donc f : x — we™® puisque y,y1 = f(y.). On a

f(x) =z(1—z+o0(x)) =z — 2>+ 0o(x?). On est donc bien dans le cas précédent avec

a=1et p=1. On peut donc affirmer que y, ~ —.
n
n n n

e (en(2) (2) emoe(2)

On en déduit —z,, ~ 1o —In(n) puis z, ~; In(n)

1 1
ii. D’aprés la question précédente, on a e ~ — donc e = — 4+ 0 (—)

On a done

2n+1
n+1

11. Considérons la suite définie par ug > 0 et u, 11 = Up,.
(a) On a (uy,)nen croissante donc par le théoréme de convergence monotone, elle admet une
limite. Par unicité de la limite, si (u,,) converge, elle tend vers 0. Or la limite ne peut étre
nulle car ug > 0 donc u,, — +00. On pose v, = In(u,) puisque 'on cherche un équivalent
2n+1

de In(u,). On a v,y —v, = In ) — In(2). On a donc, d’aprés le lemme de
Iescalier, v, ~ nln(2) donc In(u,) ~ nln(2).

(b) On va raisonner par équivalence :

Unp Unp,
<—> converge < (ln <—>> converge
2"/ neN 2n neN
& (In(un) —nlIn(2)), oy converge

< lasérie Y ((In(ups1) — (n+ 1) In(2)) — (In(u,) —nln(2))) converge

2 1
& lasérie ) (ln( nr ) — ln(2)) converge

n

In (2”; 1) “In(2)=1In (’?—j{z) —In (1 - m> .

On a donc bien montré que { — converge si et seulement si la série de terme général
neN

27’1,

(c) On sait que la série de terme général In (1 -

Or,

——— | diverge car son terme général

2(n+1)

positif est équivalent que terme général d’une série divergente (la série harmonique). On
u

en déduit que la suite (2—:> ne converge pas. Il n’existe donc pas de réel A\ tel que

Uy ~ A2™.

. . u u
(d) On a vu a la question précédente que la série de terme général In <QZE> —In (2—Z>

était divergente et que son terme général était équivalent & ——. Quitte a considérer

n
les opposés, on peut appliquer le résultat de la premiére partie et déduire que les sommes

partielles de ces deux séries sont équivalentes. La premiére série est télescopique, sa somme
Un+1
2n+1

partielle d’ordre n est équivalente a ln< > La deuxiéme série est, a un coefficient

10



1
multiplicateur —5 prés, la série harmonique. On sait donc que la somme partielle de cette

1 n 1
série est équivalente a . In(n). Ainsi, on a ln <u H) ~ ——In(n). Comme In(n+1) ~,

gn+1 2
U 1 1
In(n), on obtient In (2—2) ~—3 In(n) donc w,, = ~3 In(n).
On pose v,, = 2—26*“’” = 712\71/— On raisonne a nouveau par équivalence avec les séries :

(Un)nen converge < (In(vy,))nen converge
< lasérie Y In(v,y1) — In(v,) converge

In(v,y1) —In(v,) =In (1 _ Q(n—l_q_l)) n %ln (n;ll— 1>
1
2

“(m)

La série de terme général In(v,41) — In(v,) est donc convergente. On en déduit que la
suite (v, )nen converge.

D’aprés la question précédente, on sait qu’il existe A € R tel que v, — A. De plus, on a

montré que (In(v,)) converge donc (v, )neny converge vers un réel strictement positif par
n

Nk

continuité de I’exponentielle. On en déduit que u,, admet un équivalent de la forme A

11



