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Devoir surveillé 9.
Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat
ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation
de la copie seront prises en compte dans 'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1. 1. Un résultat préliminaire : soit E, un espace vectoriel de dimension n(n = 2). On note
H, et Hy, deux sous-espaces de E vérifiant :

dim (Hy) =dim (Hy) =n—1 et H; # H,.
(a) Montrer que si x € E\ Hy, alors H, ® Vect(x) = E.
(b) Prouver que: Hy + H, = E.

(¢) Endéduire la dimension de Hy N H,.
A Partir de maintenant on pose E = R3[X].

2. Pour tout b € R, on définit U'application linéaire :
E — R / ,
Poi p ., pp @E=QERIXIIQM=Q (-1 =0}.
(a) Montrer que pour tout b € R, ¢y, est surjective.
(b) En déduire, pour tout b € R, la dimension de Ker(¢p).
(c) Justifier sans calcul que G est un sous-espace vectoriel de E.
(d) En s'aidant du résultat préliminaire, donner la dimension de G.
Pour tout polynome P de l'espace vectoriel E, on pose

X2-1

f(p) = P'—XP'+P

On note 6 = (1, X, X?, X3) la base canonique de E.

Calculer f(X") pouri € [0,3].

Déterminer une base de Im(f) et lerangde f.

Montrer l'égalité Im(f) = G.

Montrer, en utilisant les questions 3 et 4 que Ker (f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.

Montrer que f est un projecteur de E.

N S kW

Im(f) etKer(f) sont-ils supplémentaires dans E ?



Exercice 2. On considere la suite (a,) ,en définie par

1
VneN, an:f t"V1-r2dt
0

n-1
et la suite (Sy) s parSp =Y (-D*ay.
k=0

1.

Questions préliminaires :

n-1
(@ Calculer, pourneN* erteR\{-1}, Y (-pF.
k=0

(b) Calculer la dérivée de t — (1 — t2)3/2.

(¢) Soit (uy) nen Une suite convergente de limite £. Y n € N, on pose vy, = u, — un+2. Montrer que la

série ) v, converge et exprimer sa somme a l'aide de ¢, uy et u,.
n=0

2. Déterminer la monotonie de (ay) nen.

11.

12.

13.

. Montrer que pour toutn=1:0< f t"

. En effectuant une intégration par parties dans a,,, montrer que pour n =2, a,, =
n

n
. Montrer queVn =1,
n

. Pourn =1, montrer que

lvli-¢ L, V1-1?
San dt+(—1)”+1f M dt.
1+1¢ 0 1+1¢
1yv1-1¢2 T
. Montrer que det=—--1.
o 1+t 2
Indication : poser le changement de variable t = cos(u).

L V1-—1¢2 1
dr<

0 1+¢ T n+1’

. En déduire que la série Y. (—1)"a, converge et donner sa somme.

n=0

an—2.
+2 "

an_l S an < an_l.

+3

. En déduire que a, ~ a,-.
10.

Montrer que pour n = 1, la suite de terme général n(n + 1)(n + 2)a,a,- est constante de valeur
C > 0 (la valeur exacte de C n'est pas demandeée).

. C . .
En déduire que a, ~ —— puis la nature de la série ). a.
too 1302 o
T

2
Montrer que pour toutn=0:a, = W, — Wpi2 OU Wy = f sin”(6) d6.
0
Indication : poser le changement de variable t = sin(0).

. 4 /4 €
Sozent£>Oeta€]0,—[. telsque0< ——a < —.
2 2 2
/4
(a) Montrer que pour tout n € N,0 < w, < asin”(a) + (5 - a).

. . . . €
(b) Justifier qu'il existe ny € N tel que Vn = ny, asin”(a) < 2
(c) Montrer que lim wj, =0.
n—+oo
+00

b4
(d) En déduire que la série ) a, converge et que Z a, = 2 +1.
n=0 n=0



Exercice 3. Soit E, un espace vectoriel sur le corps K, E n'étant pas réduit a son vecteur nul. On note 9
I'ensemble des endomorphismes f de E qui vérifient f3 = f (Cest-a-dire fo fof=f:

~

2.

W

[S2 N

2={feL®If = f}
Vérifier que tous les projecteurs et toutes les symétries de E sont dans 2.

Prouver, a l'aide d’'un argument simple, que l'ensemble &9 n'est pas un sous-espace vectoriel de
Z(E).

On rappelle que GL(E) désigne l'ensemble des automorphismes de l'espace vectoriel E . Prouver
I'équivalence :

(f €e2NGL(E)) < (f est une symétrie de E)

Montrer que, si f est un élément de 9, alors, pour tout entier k € N, fk €9.

Soit f, un élément de 2.

(a) Montrer que son noyau Ker(f) et son image Im(f) sont en somme directe.

(b) Ker(f) etIm(f) sont-ils supplémentaires dans E ?

(c) Montrer que f? est un projecteur de E.

(d) Soit g est un endomorphisme de E. Montrer que Ker(g)  Ker (g*) < Ker(g®).
(e) En déduire I'égalité Ker(f) = Ker (f?).

(f) Montrer ensuite queIm(f) =Im (f?).

. Un exemple : désormais, on pose E = R3. On définit l'endomorphisme h : R® — R3 par :

h((x,y,2) =2x-2z,-y,x—2)

(a) h est-elle une symétrie de E ? Un projecteur de E ?

(b) Prouver que h est un élément de 2.

(c) Préciser des équations et des familles génératrices du noyau et de l'image de h.
(d) Justifier que E = Ker(h) @ Im(h).

(e) On note p, le projecteur sur Im(h) parallelement a Ker(h). Donner l'expression de p(x, y, z).

. Un autre exemple :

(a) Montrer que la famille de fonctions & = (1,ch, sh) est libre, ot 1 désigne la fonction constante
égaleal.

(b) On considere le R-espace vectoriel E engendré par la famille & : E = Vect(1, ch, sh).
Soit l'opérateur de dérivation A: E — E,

f=r
Montrer que A est un endomorphisme de E.
(c) Prouver que A€ 9.
(d) Donner une base Ker(A) et une base deIm(A).
(e) Les espaces KerA et ImA sont-ils supplémentaires dans E ?

(f) A est-il un projecteur de E ?



Correction du DS n 9, sujet 1

1 1. Un résultat préliminaire : soit E, un espace vectoriel de dimension n(n = 2). On note H; et H,,
deux sous-espaces de E vérifiant :

dim(H;) =dim(Hy) = n—-1et Hy # H,.
(@) Montrer que si x € E\ Hy, alors H, ® Vect(x) = E.

Soit (ey,...,e,—1) une base de H;. Alors (ey, ..., e,-1), X) estlibre car x n’appartient pas a Vect(ey, ...

Comme, de plus, cette famille est de cardinal n, c’est une base de E. On en déduit que H; et
Vect(x) sont supplémentaires dans E.

(b) Prouver que: H)+ H, = E.
On sait que H; # H», il existe donc x € H», x ¢ Hy. On a alors, d’apres la question précédente,
HyeVect(x) = E. Or Vect(x) € H, donc Hy @ Vect(x) ¢ H;+ H,.On aalors E c H; + H, et comme
H; et H, sont deux ssev de E, I'autre inclusion est claire donc H>1+ H, = E.

(c) Endeéduire la dimension de Hy N H,.

On adim(H; + H») = n puisque H; + H, = E. De plus, d’aprés la formule de Grassman, on a
d1m(H1 + H,) = dlm(Hl) + dlm(Hg) - d1m(H1 N Hy).

On en déduit que
d1m(H1 NHy))=n-2

A Partir de maintenant on pose E = R3[X].

2. Pour tout b € R, on définit I'application linéaire : ¢, :

E — R

p — pp SO=1RERXIIQM=Q (=) =0}.

(@) Montrer que pour tout b € R, ¢y, est surjective.

Soit a € R, alors aX € R3[X] et ¢ (aX) = a donc ¢y, est surjective.
On peut aussi dire que ¢j, est une forme linéaire non nulle donc elle est surjective (bravo
Tom).

(b) En déduire, pour tout b € R la dimension de Ker(¢p).
Soit b € R. D’apres le théoreme du rang, dim(E) = dimker ¢}, + 1g(¢p). On sait que rgg, = 1
puisque ¢y, est surjective. On en déduit que dimKer(¢j) = n—1.

(c) Justifier sans calcul que G est un sous-espace de E.

On remarque que G = Ker¢g; NnKerg_,, c’est donc l'intersection de deux ssev de E, c’est bien
un ssev de E.

(d) En s'aidant du résultat préliminaire, donner la dimension de G.

On sait que Kerg; et Kerg_; sont des hyperplans d’apres la question 2b. De plus, (X — 1)? € Kerg; et
(X —1)? ¢ Kerg_;. Les deux ssev sont donc distincts. D’aprés les questions préliminaires, on a dim(G) =
n-2=2.

Pour tout polynéme P de l'espace vectoriel E, on pose



X2-1

f(p) = P'-XP'+P

On note 6 = (1, X, X?, X3) la base canonique de E.

3.

Calculer f(X") pouri € [0,3].
Ona
— f=1
— fXH=-1
— f(x%)=Xx3-3X.
. Déterminer une base de Im(f) et lerangde f.

D’apres la question précédente, on a
Im(f) = Vect(1,0,-1, X* = 3X) = Vect(1, X> - 3X).

La famille (1, X3 —3X) est génératrice de Im(f) et libre car composée de deux vecteurs non coli-
néaires. On en déduit que c’est une base de Im(f) et rg(f) = 2.

. Montrer l'égalité Im(f) = G.

On sait déja que les deux ensembles sont de méme dimension. Onal € G et si P(X) = X3-3X,
P'(X) =3X?-3donc P'(1) = P'(-1) = 0. Par conséquent, X>~3X € G puis Im(f) c G. On en déduit
I’égalité comme ils sont de méme dimension.

On peut aussi montrer I'inclusion en disant qu'un élément de G est de laforme P = a+b(X3-3X)
et montrer que P'(1) =0 = P/(-1).

. Montrer queKer(f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.

On sait déja, d’apres le théoreme du rang, que Ker(f) est de dimension 2 puisque rg(f) = 2. Par
ailleurs, f(X)=0et f(X>+1) = -1+1=0.Onadonc (X, X?+1) famille libre (degrés distincts) de
ker(f), c’est donc une base de Ker(f).

. Montrer que f est un projecteur de E.

On va montrer que f o f(X') = f(X') pour tout i € [0,3]. On a

— fof()=f).

— fof(X)=f(0)=0= f(X).

— fof(XM)=f-D)=~f)=-1=f(X?).

— fof(X3)=f(X3-3X)=f(X})-3f(X) = f(X3) car -3f(X) =0.

Par linéarité de f, on en déduit que f o f(P) = f(P) pour tout P € E.

Si on ne pense pas a regarder la base canonique, on peut écrire : pour tout P € E,

X?-1 X?-1
— f(P)':XP"+TP(3)—P’—XP"+P’: PO
— puis f(P)" = XP® car PW =0.
On a donc
X2 -1 " / (Xz - ]-) 3) Xz -1 3)
fof(P)= > fP)"=Xf(P) + f(P)= ——=XP -X——P +f(P) = f(P).

On abien fo f = f donc f est un projecteur.
Beaucoup d’erreurs de calcul sur cette question.

. Im(f) etKer(f) sont-ils supplémentaires dans E ?

Comme f est un projecteur, on sait que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E.



2 On considere la suite (ay) ,en définie par
1
vneN, a, :f t"V1-r2dt
0

et la suite (S,) ,», par S, = Z( Dkay.

1. Questions préliminalres :

n-1
(@ Calculer, pourneN* etteR\{-1}, )_ (-nk.
k=0

Z( n*

(b) Calculer la dérivée de t — (1 — t2)3/2,
La dérivée de t — (1 —r2)3/%2 est t — —31V1 - £2.

(c) Soit (up)nen une suite convergente de limite ¢. Yn € N, on pose v, = u, — u,+2. Montrer que la

série ) v, converge et exprimer sa somme a l'aide de ¢, uy et u,.
n=0

SoitneN* et t € R\ {—1}, alors
1—( H"
1+t

n
Soit ne€N, onpose S, = )_ vk Ona
k=0

n

Su =Y (U= tigso)
k;O

= Z (g + Ups1) — (Ugy2 + Ups1))
k=0
= U] + Up — Up+2 — Up4+1 CAT ON Teconnait une somme télescopique
En faisant tendre n vers +o0o, on obtient que la série ) v, converge et que sa somme vaut u; —
n=0
Ug — 20.

On peut aussi écrire

n n
Sn= ) (g —uge1) + ) (Upr1 — Uge2),
k=0 k=0

et dire que la série est la somme de deux séries télescopiques.

2. Déterminer la monotonie de (ay) nen.

Soit n e N, alors
1
Ane1— ap :f t"(t-1)V1-r2de.
0

La fonction ¢ — t"(t — 1)V 1 — t? est négative sur [0,1] donc, par croissance de l'intégrale, on a
an+1 — a, <0 etla suite (a,) ,en est décroissante.

3. Pour n =1, montrer que

Ivi-¢ L, V1-1?
Sn:f —dt+(—1)”+1f t"———dr.
0

1+¢ 0 1+1¢



Soit n =1, alors

n—-1
Sp =) (-DFay
k=0
1n-1

= Y (-0fV1-r2dt

0 k=0

= f %t) V1 - r2dt d’apres la question préliminaire
0

lvi-¢? L'v1-1¢2
:j" dt—(—D”/j———————dt
o 1+t 0 1+¢

ce qui donne bien I’égalité souhaitée.

)

Tres peu de gens ont réussi cette question.

Tvi-+¢2 T
. Montrerquef det=—--1.
o 1+t 2

Indication : poser le changement de variable t = cos(u).

/2
On pose t =cosu, dt = —sin(u)du. t varie de 0 a 1 donc u varie de 2 a20.0Onadonc
1v1-1¢2 Osin(u)(—sinu
f dr :f sin@(=sinw
o 1+t 2 1+cos(uw)

z 2
21—-cos“u

- [Fletuy,
0, l1+cosu

:le—cos(u)du
0

T

= [u—sin(u)]§

=——1
2
On bien le résultat souhaité.
L, V11t 1
. Montrer quepourtoutn=1:0< | t dt< .
0 1+¢ n+1
Soit n =1, alors pour tout ¢ € [0, 1],
t"V1-1t? o n
1+t

donc, par croissance de I'intégrale :

1 1—t2 1
Osjnt” dtsjnt”du
0 1+¢ 0

1 1
jit”dt:
0

ce qui donne I'’encadrement souhaité.

et
tn+1 1

0_7’l+1,

n+1

. Endéduire que la série ) (—1)"a, converge et donner sa somme.
n=0
Soit n =1, alors

1+1

1 —
Sn_f l_tz dt
0

v/
Sn—g-i'l) =

1+¢

= ‘+(—1)"+1flr”—“—f2 dt'
0

<
n+1

4



10.

11.

. En effectuant une intégration par parties dans a,, montrer que pour n =2, a, =

n
. Montrer queVn = 2,
n+

b/
en utilisant les deux questions précédentes. Par le théoreme des gendarmes, on a lirp Sp= 5" 1
n—+o0o

L. b/
donc la série Y (—1)"a, converge et sa somme vaut E - 1.
n=0

n-1
n+2
Soit 7 = 3. On pose u(t) = t" et v'(f) = V1 - 2. En utilisant les questions préliminaires, on a

1
v(t) = —5(1 — 1232 On adonc

Cln_z.

n-1 1

a, = (1 _ t2)3/2

n—-1 !
+—f "2 (1 -3 de
o 3 Jo

n-1[1
= f " 201 -t)V1-t?>dtcarn-1=1

3 _Jo
n—l( )
= a, — Qy—
3 n n-2
n—-1
Onadonc3a,=(mn-1)a,—»—(n—1)a, donc a, = ") a,_o.

Personne n'a pensé a cette intégration par parties. La question préliminaire était la pour vous aider.

3 an_1< a, < a,_1. Soit n =2, alors

an+1 < 0p s Ap-1,

) . n , N . L ) s
ar décroissance de (a;) sen €t Aye1 = a,_1 d’apres la question précédente d’ o1
3
+
n
n+3an—1 Sdap s ap-1

. Endéduire que a, ~ a,-.

La fonction ¢ — "~ 1v1 — £2 est continue, positive et non identiquement nulle sur [0,1]. Par stricte
positivité de I'intégrale, on a donc a,—; > 0. On en déduit grace a la question précédente, que

n__ _an

< <1,
n+3 ap

d’oty, par le thm des gendarmes, a,, ~ a,_.

Question quasiment identique a celle du DM et trés peu l'ont traité correctement (alors que j'avais
insisté sur le fait qu'il fallait s'assurer qu'on divise par une quantité strictement positive pour ne
pas changer les sens des inégalités)

Montrer que pour n = 1, la suite de terme général n(n + 1)(n + 2)a,a,—, est constante de valeur
C >0 (la valeur exacte de C n'est pas demandée).
Soit n =1, alors

(n+1)(n+2)(n+3)apg1a,=mn+1)(n+2)(n+3)

n
an-1a, = n(n+1)(n+2)ayan1,
n+3

la suite est donc bien constante. Par ailleurs, on a montré que (a;),en €st strictement positive,
on adonc C>0.

Il ne faut pas oublier de montrer que C > 0.
. C . ..
En déduire que a, ~ —— puis la nature de la série ). a,.
too 1302 o
C .
Onan(n+1)(n+2)a,a,+1 ~ C donc a,a,+q ~ — et apaniy ~ afl d’ot I'équivalent souhaité en
n

prenant la racine carrée.



T

7
12. Montrer que pour toutn=0: a, = W, — Wy4+2 OU Wy, = f sin”(6) dé.

0
Indication : poser le changement de variable t = sin(0).

/2
Onpose t =sinf.onadt = cosf0d0. t variede 0 a 1 donc 0 variede 0 a > On a donc

0

f%sinne\/l—sinzecose
a, = - d
0, 1+31r126
T . g o
:fz sin” (1 . sin“ 0) 40
0 1+sin0

fz sin” (1 —sinf) d@
0

= Wnp— Wnpy2

. b3 b4 €
13. Soiente>0etac ]0,5[. tels que 0 < E—a< 7

b4
(@) Montrer que pour tout n € N,0 < w, < asin”(a) + (5 - a).

Soit n € N, par croissance de I'intégrale, w, =0 et

T

W :fzsin”HdH
0

a x
:f sin"9d9+f2sin"ede
0

a

]

2
<asin"a+ f sin” 6 d@ car sin est croissante sur [0, «]

<asin”a+ (E - a) car sin est majorée par 1

€
(b) Justifier qu'il existe ny € N tel que V¥ n = ny, asin”(a) < X

(©

/1
On saitque a € ]O, — [ doncsina €]0,1[. Onadonc lim sin” @ =0puis lim asin”a =0.0n
2 n—+oo n—-+oo

P . . . €
en déduit qu'il existe un rang ng tel que Vn = ny, |asin” a| < 3

Montrer que lim w, =0.
n—+oo

Soit n = nyg, alors
. n b4 € €
0wy, <asin a+(——a)<—+—,
2 2 2
on a donc montré que pour tout € > 0, on pouvait trouver ng tel que pour n = ny, 0 < w, <e€
ce qui montre que lim w, =0.
n—+oo

+00

/2
(d) Endéduire que la série Y. a, converge et que Z an = > +1.

n=0 n=0

On utilise la question préliminaire, elle nous permet d’affirmer que la série converge et que sa somme

b4
vautwo+w1:5+1.

3 Soit E, un espace vectoriel sur le corps K, E n'étant pas réduit a son vecteur nul. On note 2 l'ensemble

des endomorphismes f de E qui vérifient f3 = f (c'est-a-dire fo fof=f:

D={feLE|f=f

1. Vérifier que tous les projecteurs et toutes les symétries de E sont dans 9.

Soit p un projecteur de E. Alors pop = p donc popop=pop=p,onabien pe 2.
Soit s une symétrie de E, alors s*> = idg donc sosos=soidg = s, on abien s€ 2.

6



2. Prouver, a l'aide d’'un argument simple et efficace, que l'ensemble & n'est pas un sous-espace vec-
toriel de £ (E).

Soit p un projecteur de E, alors u = 2p vérifie u> = 8u # u donc u ¢ 2 alors que p est un élément
de 2.

3. On rappelle que GL(E) désigne l'ensemble des automorphismes de l'espace vectoriel E . Prouver
l’'équivalence :

(f €e2NGL(E)) < (f estune symétrie de E)

On sait déja que si f est une symétrie de E, alors s est un élément de 2. De plus, une symétrie est
un automorphisme (d’inverse elle-méme) donc le sens < est clair. Soit maintenant f € NGL(E).
Alors f3 = f et f inversible. En composant par f~! dans I'égalité f3 = f, on obtient f2 = idg et f
est une symétrie. On a bien I'équivalence.
Attention, on ne peut pas écrire f e 2N GL(E) & fofof=fetflof=idgcar f~' nestdéfinie
que si on suppose [ bijective!

4. Montrer que, si f est un élément de @, alors, pour tout entier k€N, f* € 2.
Soit f € 2 et k e N. Alors (fk)3 = f3k = (fa)k = fkcar f3 = f. On amontré que f* est un élément
de 2.

5. Soit f, un élément de 2.

(@) Montrer que son noyau Ker(f) et son image Im(f) sont en somme directe.

Soit x € Ker(f) nIm(f). Alors f(x) = O et il existe a € E tel que f(x) = a. On a donc f?(a) = 0g
puis f3(a) = f(0p) = Og par linéarité de f. Or, par hypothese, f3(a) = f(a) = x. On a donc
x = 0p ce qui montre l'inclusion ker(f) nIm(f) c {0z} d’ou I'égalité, 'autre inclusion étant
claire.
(b) Ker(f) etIm(f) sont-ils supplémentaires dans E ?

Par le théoreme du rang, on sait que dim(Ker(f)) +rg(f) = dim(E). Or ker(f) et Im(f) sont en
somme directe, on a donc dim (ker(f) ® Im(f)) = dim(Ker(f)) +rg(f) = dim(E). Ainsi, Ker(f) &
Im(f) et E sont de méme dimension. Comme on al'inclusion Ker(f)&Im(f) c E, on al’égalité.

(c) Montrer que f? est un projecteur de E.

Ona f3 = f donc f* = 2 ce qui montre que f? est un projecteur.

(d) Soit g est un endomorphisme de E. Montrer que Ker(g) < Ker (g%) < Ker (g*).

Soit x € Ker(g), alors g(x) = 0 donc g?(x) = g(0g) = O car g est linéaire donc x € Ker(g?)
ce qui montre I'inclusion Ker(g) c Ker(g?). De méme, si x € Ker(g?), alors g2(x) = 0 donc
g3(x) = g(0p) = 0g et x € Ker(g®). On a donc bien Ker(g) < Ker(g?) c Ker(g?).

Certains ont pris un élément x de Ker(g) et ont montré que g*(x) = Og et g3(x) = Op ce qui
montre les inclusions Ker(g) c Kerg? et Kerg c ker g mais pas Uinclusion ker(g?) c Ker(g>).
(e) En déduire I'égalité Ker(f) = Ker (f?)
On sait que f3 = f donc Ker(f3) = Ker(f). En appliquant la question précédente a f, on ob-
tient
Ker(f) c Ker(f?) c Ker(f),

donc Ker(f) = Ker(f?).
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Montrer ensuite que Im(f) = Im(f?). Par le théoréme du rang, on a rg(f) + dim(Ker(f)) =
rg(f?) + dimKer(f?) donc rg(f) = rg(f?).

De plus, on a Im(fz) cIm(f). Eneffet,si y e Im(fz), alors y = fz(a) = f(f(a)) donc y € Im(f).
On a une inclusion et égalité des dimensions donc égalité des deux ssev.

6. Un exemple : désormais, on pose E = R3. On définit l'endomorphisme h:R3 — R3 par :

(a)

(b)

(c)

(d)

h((x,y,2)) =(2x—2z,-y,x—2)

h est-elle une symétrie de E ? Un projecteur de E ?

Soit (x,y,2) € R3. Alors h?(x, ¥2)=h@2x—-2z,-y,x—2) = 2x—-2z,,x—z) # (x,,2) donc h
n’est pas une symétrie.

On a également h2(x, ¥,2) # h(x,y, z) donc h n’est pas un projecteur.

Prouver que h est un élément de 2.

Soit (x, y, z) € R3, alors h3(x, y,z) = h(2x—2z,y,x—z) = (2x—2z,—y,Xx—2z) = h(x, y, ). Ceci étant
valable pour tout (x, y,z) € R3,onahd=h.

Préciser des équations et des familles génératrices du noyau et de l'image de h.

On aKer(h) = {(x,y,2) € R3,x = zet y = 0} = Vect(1,0,1).

Pour I'image on peut écrire

Im(h) = Vect(h(1,0,0), k(0,1,0), h(0,0, 1)) = Vect((2,0, 1), (0,1,0)).

Pour trouver une équation de I'image, on se donne (a, b, c¢) € R? et on cherche a quelles condi-
tions il existe (x, , z) € R3 tel que h(x, y,2) = (a, b, ¢). Le systéme :

2x—-2z =a
-y =b

X—2 =¢C

est équivalent a
2x-2z =a
y =-b
0 =2¢c—a
Ce dernier admet une solution si et seulement si la condition de compatibilité 2¢ — a est véri-
fiée. On en déduit que
Im(h) = {(a,b,c) e R*,2c — a = 0}.

Justifier que E = Ker(h) @ Im(h).

Il suffit de montrer simplement qu’ils sont en somme directe et conclure avec le théoréme
du rang. Soit (x,y,z) € Ker(h) nIm(h), alors x =z, y=0et2z=xdoncx=y=z=0etla
somme est bien directe. Le théoreme du rang montre que le ssev Ker(h) & Im(h) de E a méme
dimension que E, il lui est donc égal.
On aurait pu aussi montrer que la concaténation des bases trouvées a la question précédente
forme une base de R3.
Ona

Vect((1,0,1),(2,0,1),(0,1,0)) = Vect((1,0,1),(0,0,1),(0,1,0))

en faisant vy — v» — v puis
Vect((1,0,1),(0,0,1),(0,1,0)) = Vect((1,0,0), (0,0,1), (0,1,0)) = R®,

en faisant v; — v; — v». On en déduit que la famille ((1,0,1), (2,0, 1), (0,1,0)) est génératrice de
R3, de cardinal 3 donc c’est une base de R3 et les espaces Im(h) et Ker(h) sont bien supplé-
mentaires dans R,



(e)

On note p, le projecteur sur Im(h) de direction Ker(h). Donner Uexpression de p(x, y, z).

Soit (x, ,2z) € R3, on cherche a écrire (x, y,z) sous la forme (4,0, a) + (2b, ¢, b). En identifiant, on
trouve b= x—z et ¢ = ydonc

p(x,y,2) =2x—-2z,y,x— 2).

7. Un autre exemple:

(a)

(b)

(c)

(d)

Montrer que la famille de fonctions & = (1,ch, sh) est libre, o1t 1 désigne la fonction constante
égaleal.

Soit (11,12, 13) € R3 tel que
VxeR, A1 + Aach(x) + A3sh(x) = 0.
Alors en dérivant, on obtient
VxeR, Aysh(x)+ Azch(x) =0,
donc pour x =0, A3 = 0. Pour x # 0, on obtient alors A, =0 et enfin A; = 0 donc la famille est

bien libre.

On considere le R-espace vectoriel E engendré par la famille & : E = Vect(1, ch, sh).
Soit l'opérateur de dérivation A: E — E,

f=r

Montrer que A est un endomorphisme de E.

Il est clair que A est linéaire, par linéarité de la dérivation. Par ailleurs, on a
— A(1) =0 ot 0 désigne la fonction nulle.

— A(ch)=sh

— A(sh) =ch

Ainsi ImA = Vect(0, ch,sh) c E donc A est bien un endomorphisme.

Prouver que A€ 9.

Ona

— A3() =0.

— A3(ch) = A%(sh) = A(ch)

— A3(sh) = A%(ch) = A(sh).

Ainsi, par linéarité de A, on a A3 = A. Si on n’est pas encore trés a l'aise avec ce genre de
raisonnement sur les bases, on peut écrire que pour tout f € E, il existe (a, b, c) € R3 tel que
f =a+ bch+ csh, on aalors

A3(f) = aA3(1) + bA3(ch) + cA3(sh) = aA(1) + bA(ch) + cA(sh) = A(f),

onadoncbien AS=AetAeP.

Donner une base Ker(A) et une base deIm(A).

Soit f € E, alors f € Ker(A) © A(f) =0« f'=0< JaeR, f = a. On a donc KerA = Vect(1) et la
fonction constante égale a 1 forme une base de KerA.

On sait que Im(A) = Vect (A(1),A(ch), A(sh)) = Vect(sh, ch). Les deux fonctions ch et sh forment
une famille libre car ch(0) = 1 et sh(0) = 0. On en déduit qu'une base de ImA est (ch, sh).

8. On remarque que la concaténation d'une base de KerA et d'une base de Im(A) est la famille .
On en déduit que Im(A) et Ker(A) sont supplémentaires dans E.

9. A n’est pas un projecteur car A?(ch) = ch # A(ch).



