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TD n3 : Calculs algébriques.

& classique ¥ demande réflexion

1 Manipulation et majoration de sommes

Exercice 1.
Soit (xt) key une suite de nombres réels telle que

n
VneN, ) xp=nn+2)
k=0
Soit n € N, déterminer les valeurs de

2n

6 2n
1. SI=Zxk 3. S3=Zxk 5. S5= Z Xk
k=0 k=0 k=n+1
n+1 n
2. 52=Zxk 4. S4=szk
k=0 k=0
Exercice 2.

1. Ecrire la somme des entiers impairs compris entre 1 et 777 inclus a l'aide du
symbole Y’ et la calculer.

n—1
2. Soit n € N*. Calculer )_ (2k+1).
k=0

Exercice 3.
Soit x € Ret n € N*. Ecrire 'expression Uy, = 1 —2x+4x? +---+(—1)"2"x" al'aide du signe
Y etla calculer.

2 Changement d’indice

Exercice 4. .
OnposeS= ) k.

k=m

1. Faites un changement d’indices en conservant les mémes bornes.

2. Retrouvez l'expression de S en calculant 2S.

Exercice 5.
n

SoitS=) (n+1- k)?. Faites un changement de variables dans S tel que :

k=1
1. Lasomme variedeOan—1.

2. La somme soit comptée a I'’envers avec les mémes bornes.

3. La somme soit comptée a I’envers et commence a k = 0.

3 Somme et produit particuliers

Exercice 6. "

Soit n € N*. Calculer Z 3k,
k=0

Exercice 7. n

Soit n € N, calculer H 2k,

k=0
Exercice 8. "
Soit n € N*. Calculer H BGn+3-k).
k=1
Exercice 9. "
Soit n € N*. Montrer que Z K<s(n+1)!

k=1

4 Sommes doubles

Exercice 10.
Soit n € N, calculer

M=
Me

{Q
1]
(=]
=
Il
o
T
(=)



Exercice 11. %8 Exercice 14.

n n k
Soit n € N*. Calculer _ k2. Soit n e N*. Calculer ¥ Y k

k=1 k=1 p:0
Exercice 12. Exercice 15.
Soit n € N*. Calculer Y (i+ j). n k
1<i,j<n Soit n € N*. Calculer ¥ Y n.
k=1p=0

Exercice 13. Exercice 16.

n k
Soit n € N*. Calculer Y Y p.
k=1p=0

Soit n € N*. Calculer Y i.
i+j<n

Exercice 17.

n n
Soit n > 1 et X1, Xp,..., X, des réels vérifiant : ) xi = n, et ) x2 = n. Prouver que xj = 1
k=1 k=1
Vke[1,n].

5 Somme et produit télescopiques

Exercice 18.

31 2
Simplifier le produit [ | et I'écrire sous forme d'une fraction irréductible.
k=3

2 2k+1

Exercice 19.

n
Soit n € N*. Calcul .
oit n acuerkg1 IS

Exercice 20. ,
1
Soit n € N*. Calculer [ | (1 - —).
k=2

k

6 Binome de Newton et coefficients binomiaux

Exercice 21.

n
Soit n e N*. Calculer ) (Z)Zl‘k.
k=0

Exercice 22.

n
Soit n e N*. Calculer ) (Z)(—l)k.
k=1

Exercice 23.
n
Soient (a,) nen une suite des réels telle que : Vn € N,a, = Y (})@p—k. Donner une ex-
k=0
pression de a, en fonction de ay, ..., &;—1.

ezl
o<j<n\J

J
Jimpair

Exercice 24. ¥ &
Soit n € N*. Calculer Z (

0<js<n
Jpair

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 25. .
Soit neN* eta€R.On pose V, =Y/ en.
1. Expliciter V; et V5.
2. Calculer V,, .

Exercice 26.

1. Soit n e N*. Ecrirelenombre 1,11...1 (avec n chiffres aprés la virgule) sous la forme
d’'une somme de termes d’'une suite géométrique et calculer cette somme. En fai-
sant tendre n vers +oo, en déduire que le nombre 1,11... (avec une " infinité ", de
chiffres apres la virgule) est rationnel et I'écrire sous la forme d'une fraction irré-
ductible.

2. Meéme question avec 0,99...9.

Exercice 27.
n n+1 n+l
Soit 7 € N*. Calculer S = Z K+ Z (k+1)2 —ZZ k(k+1).
k=1 k=1 k=0
Exercice 28. ; Exercice 30.
Soit n e N*. Calculer [| @n—-4+k)
k=0 Soit n € N*. Calculer Y, (i+ j).
i+j<n
Exercice 29.
Exercice 31. & £
Soit ne N*. Calculer Y. (2i—j). Soit n € N*. Calculer Y. min(i, j).
1<i,j<n 1<i,j<n




Exercice 32.

n
SoitneN*etS, =) (k+1)*-k*
k=1
1. Calculer cette somme en remarquant qu’elle est télescopique.

n
2. Exprimer cette somme en fonction de Z k3 en développant son terme général.

k=1
n
3. En déduire une expression de )_ k.
k=1
Exercice 33. \ Exercice 35. \
1
Soit n € N*. Calculer Z kk!. Soit n € N*. Calculer H (1 - ﬁ)
k=1 k=2
Exercice 34.
Soit n € N*. . . Exercice 36.
n Slnm . N n—1 n
Calculer ) | —————— Soit ne N*. Calculer ) (}).
k=1 COS % COS =1 k=0
Exercice 37.
Soit (1, p, k) € N® avec k < p < n. Montrer que (P [k
) p) 55 p . q p k = k p _ k .
Exercice 38.
Utiliser la formule du bindéme de Newton pour montrer que (1, 01100 > 2,
Exercice 39.
. . n+ln n+1
Soient k < n deux entiers, montrer que —— = .
k+1\k k+1

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 40.

1. Montrer ueL n| 1[n| k-1[n+1
. q k1 lk—1 k| & __nk e |

k-1 1
2. En déduire la valeur de Z elnT .
o onk | k

m
3. Retrouver ce résultat a I'aide du résultat Y k(7)x*~! = m(1+x)™"! vuen cours.
k=0

Exercice 41. %

1. Montrer que si («;) est une famille d’entiers et a un réel, alors :

@
1

™M=

n
[]a% =a
i=1

2. Calculer la valeur de H a'b’/ pour a et b réels.
i+js<n
3. Calculer [] d'.
i+j<n
4. Retrouver la valeur de ]_[ a'b’ pour a et b réels.
i+jsn
Exercice 42.

n
Soit n € N*. Calculer H Bk+1)(3k—-1).
k=1
Exercice 43. % &%
Soit n € N* et (x1, X2,..., Xp, Y1, Y2, ---» V) 21 réels tels que :

X1sSXp<..sXx, et yisys<..s<Yu

1 n n n
Montrerque: — | > x; || Y yi|< Y Xy
n\i j=1 k=1

i=1
On pourra examiner la quantité: )
1<i,j<n

(xi —x;) (vi—ys) -

Exercice 44. %

Soit n e N*.
n+1

Calculer ) sinlsin(k+1)
k=0



Exercice 45. £ &

1. Soit une famille de réels (s; ;) je[1,n], je[1,n] tels que Vi, j € [1,n], sij=sji ets;;=0.
Montrer que: Y $;;j=2 Y Sij.

1<i,j<n 1<i<js<n
2. En déduire que si (a;) e[y, et (Dj) je[1,,] sont deux familles de réels :
n n n 2
Z (a,-bj—ajb,-)zz( di)(z bi)—(z akbk)
1<i<jsn k=1 k=1 k=1

3. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(E)(E](E ]

Remarque : cette inégalité peut aussi se démontrer directement par récurrence.

Mémo

Comment effectuer un changement d’indice?

On pose le changement d’indice, on détermine les nouvelles bornes de cet
indice puis on exprime le terme général en fonction du nouvel indice.
Comment additionner deux sommes/multiplier deux produits?

On se rameéne a des bornes identiques, quitte a enlever des termes extrémes.
Comment permuter deux signes sommes/produits?

Siles bornes ne dépendent pas des indices, on les permute sans rien changer.
Sinon, il faut permuter le role des indices pour déterminer les bornes des deux
somimes.

Comment calculer une somme avec des coefficients binomiaux?

Selon la somme, on fait apparaitre la formule du bindme de Newton ou on utilise
les relations du cours sur les coefficients binomiaux.

Comment simplifier une expression avec des factorielles?

11 faut revenir a la définition de la factorielle en tant que produit.

Comment déterminer les coefficients binomiaux pour de petites puissances?
il faut utiliser le triangle de Pascal.
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