Lycée du Parc Exercice 7.

PCSI 842 Année 2025-2026 | Soit a > 0. Déterminer un majorant et un minorant des fonctions suivantes.
Feuille 1
1,10 — R
f1 : In(?)
TD 1 : Analyse. t - T
R — R
b { ; sin(#)
& classique ¥ demande réflexion 1+12
0,3] — R
1 Calcul de dérivées EE { ;L l-at
2ef -1

Exercice 1.
Dériver les fonctions suivantes en précisant leur domaines de définition et de dérivabilité

3 Intégrales

1. fi:x—sin®(e™) 6. fo:x—cosV1+xd Exercice 8. 2 x2
. 2 Calculer f 7 dx
2. fo:x— tan(cosx) 7. f7:stin(e‘”“ +1) Calculer[ tIntdt. +X
- 1 .
3. f3ix— V1+sin’x 8. fy:x— o(l+cos 1)t Exercice 12%.
4. frix— 1 1 Exercice 9',,5 Calculer f sin(x) 5™ dx.
- fa 5 . i 0
1 "'1008 x 9. forx (1 +x3)2 Calculerf e*cosxdx.
5. foix— . 10. fio: x— 0S¥ 0 Exercice 1?5.
1+x Exercice 1({. Calculer f te’” dr.
. 1
Exercice 2. X Calculer f ¥*V1+x3dx. .
Etudier les variations de f: x — — 7 en précisant son domaine de définition et de 0 Exercice 1%-
e —
dérivabilité. Exercice 11. Calculer f —_—
H tint
2 Inégalités 4 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement
Exercice 3. 1 Exercice 15.
1. Déterminer I'ensemble des ¢ € R* tels que p < -2. Etudier les variations des fonctions suivantes
1 hixe— ). . f3ix—V1-si
2. Déterminer 'ensemble des t € R* tels que p <2t Lo fisx lnx(l +_ex ) 8. fa:x 1=sinx
e*—e .
Exercice 4. ) 2. faix— PR 4. fy:x— SNV
X
Montrer que pour tout x € R, T2 €[-1,1]. Exercice 16.
Exercice 5. X _ 42
Le produit de deux fonctions croissantes est-il croissant? 1. Montrer que pour tout x <0, el +_ xz <1
X
Exercice 6. 22
Montrer que Vn e N, ne 4 < 2. 2. Montrer que pour tout x = 2, =2.



Exercice 17.
Calculer Les dérivées des fonctions suivantes :

1
X— —

1+ 2cos(x)
10. t—In(2 +3t-2).
11. t— -+ 1"

12. x— In(1 + cos?(x)).

x—In(1 + x2) 9.

X — cos? (x)

2

x— V1+sin“x

S

x— sin(1 + x3)

1
S el+1 13. x~In(1+ /).
6. t— (1+eh)* 14. tr etan(d
o, pVi+l
7. x— (1+cos(x))"” 15. t—e 1
8. x— (1+sinx)% 16. x._,m.

Exercice 18.
Montrer que pour tout x € [—-1,1],2xV1—x% € [-1,1].

Exercice 19.

1
Montrer que pour tout xeR, e* = 1+ x puis Vx € [0,1[,e¥ < ——.

1-x

Exercice 20.
Soit a > 0. Déterminer un majorant et un minorant des fonctions suivantes

-1,1] — R

: 3t
h t o~ W@+ +——s
a+t

-1,1] — R

fo: , at® 12
l+e! a?

Exercice 21. Exercice 23.

2lntdt
Calculer f ra

1

i
Calculerf (2 —t+De tdr.
0

Exercice 22. Exercice 24.

Calcul felﬂde N Calculer[ﬂ tde
alculer ,neN. .
1 0 V1+41¢2

5 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 25.
Soit f et g deux fonctions deux fois dérivables de R dans R. On pose h = go f. Donner
une expression de h".

Exercice 26. ¥
Soit (x, y) €] — 1, 1[4, montrer que Xy
Y Y 4 1+x

el-1,1[.
Exercice 27.

1
Déterminer les entiers n € N tels que vn+1—yn< o

Exercice 28. %%

3

Soit a € R. Déterminer combien de réels vérifient x3 — x = a® — a.

Exercice 29.
Déterminer les entiers (n, m) € (N*)? tels que n” = m".

Exercice 30.
Soit n =2, (p, q) € R?. Montrer que I'équation x" + px + g = 0 admet au plus deux racines
réelles si n est pair, au plus trois racines réelles si n est impair.

Exercice 31. &%
Soit n € N*. Montrer que Vx € [0,2],



CorrectionduTDn 1

Correction 1

1. fi est définie et dérivable sur R de dérivée
x— —2e *sin(e *)cos(e™™),

soit encore
x— —e “sin(2e7).

T
2. f» est définie et dérivable sur R\ {5 + k) de dérivée
—sinx
X— —.
cos2(cos x)
3. f3; est définie et dérivable sur R de dérivée
sinxcosx
V1+sin?x

4. f, est définie et dérivable sur R de dérivée

X —

2sinxcosx
X— —.
(1 + cos? x)2

5. f5 est définie et dérivable sur R de dérivée
4x3
X— ——
(1+x%)2
6. fs est définie sur [—1,+o0[ et dérivable sur ] — 1, +oo[ de dérivée
2

3x
X——————sinV1+x3.
2vV1+x3

7. f7 est définie et dérivable sur R de dérivée

— 2
xe Vi1+x

X+— ———cos(e
1+ x2

VTR,

8. f3 est définie et dérivable sur R de dérivée

. 4
x— —4sinx(1 + cos x)3 e +c0s X"

9. fo est définie et dérivable sur R de dérivée
. 6x?
(1+x%)3"
10. fig est définie et dérivable sur R de dérivée

X — —sinxe®s*.

ex
Correction 2  Elle est définie sur R*. On admet que liIP — =+o00.0Onaalors:
X—+00 X

xEIow(x)le—l»IPoo%_I:O'
On a également lim f(x) = +oo0. Pour tout x # 0 TP P Gl bk, G S
n a également lim _f(x) = +oo. Pour tout x # 0, on a f'(x) = o1z - Pourle

tableau de variations, il faut déterminer le signe de f’. On remarque que f’(x) est de
méme signe que u(x) = e* — 1 — xe*. Cette fonction est dérivable, on la dérive pour
connaitre son signe : u'(x) = e* — e* — xe®* = —xe® donc u' est décroissante sur R*
et croissante sur R™, elle atteint donc son maximum en 0 en lequel elle vaut 0; on a
donc u(x) <0 ce qui montre que f est décroissante. On a le tableau de variations suivant :

. +oo\ \

Remarque. Nous montrerons plus tard que linll fx) = linll f(x) =1 enidentifiant f(x)
x—1* x—1"

0

a un taux d’accroissement.

Correction 3

1
1. On remarque tout d’abord que ¢ doit étre négatif. Soit donc ¢ < 0, alors p <-2&
1
t= -3 par stricte décroissance de la fonction inverse sur R*, I'ensemble cherché
est donc

1 . . .
— 0[. On peut, bien stir raisonner par équivalence.




2. Soit t >0, alors % <2t 212 =1doncsi t > 0, les solutions sont .Sit<o0,

1
—, +00
V2

alors % <2t 21?2 < 1etles solutions sont . On en déduit que les solutions

10
\/E’

o

sont

e

2x
Correction4 On pose f:x— 1 La fonction est définie et dérivable sur R et pour

+x2°
toutxeR,ona
20+ xH)-2x)%*  2(1-x)

ooy —
&= —1r2e 1+x2)2
On ale tableau de variations suivant :
X —00 -1 1 +00
0 1
-1 0

Correction 5 On peut se convaincre que c’est faux en remarquant que deux fonctions
croissantes f et g vérifient, pour tout x < y :

fx)sf(yetgx)<gly,

1
ce qui n'implique pas f(x)g(x) < f(y)g(y) en général. Prenons par exemple f: x — ——
X

et g: x — x, elles sont toutes les deux strictement croissantes sur R} mais leur produit
fg:x— —\/x est strictement décroissant.

RT — R*
M coxlt - Alors f est dérivable et sa dérivée

s’annule en x = 4. On a le tableau de variations suivant :

Correction 6 On pose f : {

X 0 4 +00

4e7!
f . / \ .

On en déduit que Vx € R, f(x) < 4e7 1. 0r4e 1 <2, donc

vVneN, f(n) <2.

Correction 7

1 1
1. Pourtout t € [1,10],on a0 <In(?) <In(10) et o < P <1, on en déduit que

I
0< # <In(10),

1 sin(t)
<1.0nadonc-1<
1+¢£2 1+¢£2

3. Onraisonne avec la valeur absolue : soit ¢ € [0, 3], alors

2. PourtoutteR,ona—-1<sin(f)<let0<

<1

1—-at
2el -1

<|l1-at| car |2¢' - 1| =2e'-1>1

< 1+ at d’aprés 'inégalité triangulaire
<l+3acara>0

On en déduit que pour tout £ € [0,3],ona —(1 +3a) <

<
2el—1

Correction 8 On fait une intégration par parties, on pose u(f) =In(¢) et v'(¢f) = t, on a
2

u’(t)—let v(t)—t— Ona
Y T2

2 2 2 2
ftlntdt :[t—ln(t)] _ [
1 2 1 1 2

2
=2In(2)— | —
ne) [4]1

=2In(2) - §
= T

Correction 9 On fait une intégration par parties. On pose u(x) = e* et v'(x) = cosx, on
au'(x) =e* et v(x) =sinx. On a donc

P/ L4

fzexcosxdx: [e*sinx]
0

4 X .
- e*sinxdx.
0

E]

(=S



On fait une deuxiéme intégration par parties. On pose u(x) = e* et v'(x) = sinx, on a
u'(x) =e* et v(x) = —cosx. Onadonc:

T
1 x g
f e*cosxdx = [e*sinx|; +[e*cosx]; —f e*cosxdx.
0 0

On en déduit que :

b/

i I 5
f e*cosxdx = v2
0

(sinx +cosx)e*
0 2

2

Correction 10  On peut poser le changement de variable u = x3, on a alors du = 3x*>dx
et uvariede0al.Onadonc

1 1‘/1
fxz\/l+x3dx:f 3+udu=
0 0

L)
0:—(2\/5—1].

2
Sa+w?
[9( ) 9

1 1 1
On peut aussi écrire f x*V1+x3dx = 3 f 3x%v1+ x3 dx pour reconnaitre une dérivée
0 0

1
1.5(1 + t3)3/2] _z (2v2-1).

1
de la forme u’.u”z.Onaalorsf V1+x3dx= 3 5
0 0

dx =

’ 2 42
Correction 11  On reconnait une dérivée usuelle de la forme — donc f
0

, 1+
1 1
[gln(t3+1) :ig).

0
On peut aussi poser y = x3, ona dy = 3x?>dx, y varie de 0 2 8. On a donc

2 2 8 1
f o 3dx=f d
0o 1+x 0o 3(1+y)

fz x? In(9)
dx=—2=
o 14+ x3 3

On reconnait une dérivée usuelle de la forme u'e%, on a donc

8

y:

1
gln(l +)

0

On retrouve

Correction 12
[ s = et~
0
On peut aussi poser y = cos(x), ona dy = —sin(x)dx et y varie de 1 a0 donc

L

T 0
2
f sin(x)ec‘)s(’”dx:f —e¥dy=-1+e=e-1
0 1

2
. A Pl 7 2
Correction 13 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme u'.u. On a f tel" dt =
1

1
5(64_6)' On peut aussi x = 2. Ona dx = 2tdt et x varie de 1 24 donc

2 41
f tetzdtzf —e¥dx =
1 12

x 14

e

]
7| =3¢ -9

1

! 3 dt

u
Correction 14 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme —. On a f Int =
u 2 n

(In|ln()|13 =Inln(3) ~ InIn(2).

dt
On peut aussi poser x =In(t),onadx = - et x varie de In(2) a In(3) donc

f S dr _ f "L e~ ™ = InIn@) - Inln)
o tint Jme) x In@

Correction 15
—X
On a le tableau de varia-

1. fi est définie sur R et dérivable de dérivée x —

) ] 1+e*
tions suivant :
X -00 +00
fix) -
+00

A \

0
2. f> est définie et dérivable sur R et pour tout x € R, on a
, (ex+e—x)2_(ex_e—x)2 4
f0 = 2 = 0z
(e¥+e™X) (e*+e™X)

La fonction f> est donc croissante sur R. On remarque qu’elle est impaire et

—2x

. . 1-e
R S



On en déduit le tableau de variations suivant : Correction 16

1. Soit x < 0, alors e* < 1 donc e* — x*> < 1 - x? <1+ x°. En divisant par 1+ x? qui est

x -00 +00 positif, on obtient I'inégalité souhaitée.
2. Onax=2donc x—1>0.Onraisonne par équivalence :
! 2
x°=2
fe 1 / 1 220 x>-222x-20x(x-2)=0
- x —_—

JP P y e 1 e, La derniere inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére I’est aussi.
3. f3 est définie sur tout R, 27-périodique donc on I'étudie sur [0,27]. Sa dérivée est & pareq p

—CoSXx
x— —————, elle est donc du signe de — cos sur [0,27] d’ ol
2v1-sinx 8
Correction 17
1 x 2x
x 0 g iz m ’ 1+x2
2. x+— —3sin(x) cos?(x)
f_o,'(x) — 0 + 0 - 3y cos(x) sin(x)
V1+sinx
1 V2 4. x—3x%cos(1+x3)
f3 \ / \ ¢
0 1 5. t— L
(et +1)2
) t 3
4. f, est définie sur tout R et 7-périodique. Sa dérivée est x — 2 cos(2x)e* ¥ Lexpo- 6. t—~4e’(1+e).
nentielle étant positive, elle est du signe de cos2x. On I'étudie sur I'intervalle [0, 7]. 7. x— —nsin(x)(1+cos(x))"*!
T T
— Sixe [0, Z] ,2X € [0, 5] et cos(2x) =0. 8. x— 4cos(x)(1 +sin(x))3.
. n 3w T 37 9. x— Zs.l—n(x)
— Sixe|—=,—|,2xe|=,— | etcos(2x) <0. (1+2cos(x))?
4" 4 2 2
2t+3
. 3 3n 10. t— —.
— Enfin,six e T,TL’ ,2X € 7,271 et cos(2x) = 0. 2+3t-2
Ona: 11. = n2t(* -1)"!
—2sin
12, xes (x) cos(x)
1+ cos?(x)
13 —1
/4 . X— .
x 0 " 3z i1 2(x+ /%)
" etan(t)
f1(x) + 0 - 0 + ’ cos?(1)’
e 1 15. ¢t e\/hl
fa / \ / ‘ 2V
1 i 16, xos 2cos(x)
’ (1+sinx)3’




Correction 18 On pose f : x — 2xV1— x2. Elle est définie sur [-1,1] et dérivable sur
]—1,1[. Pourtout x€]—1,1[,ona

— o2y 2 _ 2
f’(x)=2v1—x2+2x( 2x) _20-x7)-2x" 2(1-2x7)

2Wi-2 Vi V12
On ale tableau de variations suivant :
1 ! L 1
X — -— R
V2 V2
1

/ 0\_1/’ \0

Correction 19 Onpose f:x—e*—xetg:x— (1-x)e*. On a f dérivable de dérivée
f'(x) = e —1. La fonction f est donc décroissante sur | — oo, 0] et croissante sur [0, +ool.
Par conséquent, elle est minorée par f(0) = 1.

OnadoncVxeR, f(x)=1dotie*=1+x.

De méme, g est dérivable et g'(x) = —xe* donc g est décroissante sur [0,1] et on a
g(0)=1donc:Vxe[0,1],(1-x)e* < 1. En divisant par (1-x) qui est positif, on al'inégalité
souhaitée.

Correction 20
1. Pour tout ¢t € [-1,1], on a 0 < In(1 + £2) < In(2) et 3¢ € [-3,3] donc 2 €
a
3 i +12>0.0r0< <1d St 33
———,—— | puisque a .0ros< < — donc - =
a+t2 a+t? puisq a+t: a a+ 2 a a

On en déduit que pour tout t € [-1,1], f1() € .

33
——,—+1n(2)
a a

2. Soitte[-1,1],ona

at®>  1? a +1
T 1+el a2 1+el a2

at®> 12
1+et a2

|[f2(0)] =

. a
donc un majorant est Tiol
+

1 1
T+ etun minorant est — (— + —) Si on veut
el a 1 2

+el a
étre plus précis, on écrit

at? a 2
0<——< et —— < —— <0,
1+et 1+e” a

on obtient
a

1
- <filhs——
a? 5O l1+e!

. 1
et un minorant est ——;.

donc un majorant est T 5
l1+e™ a

Correction 21  On fait une intégration par parties, on pose u(t) = —t+letv'(f)=e !,

onau/(t)=2t-letv(t)=—e*.Ona
1 1
f(tz—t+1)e*fdt=[—(tz—t+1)e*f](l)+f 2t-1e "dt.
0 0

On fait une nouvelle intégration par parties, on pose u(t) = 2t —1 et v'(t) = e ! ona

uW()=2etv(t)=—e*t.Ona

1 1
f(2t—1)e_tdt:[—(2t—1)e_t](l]+f 2e7dr=[-(t-1e " —2¢7 ]y = -3¢ +1.
0 0

On adonc .
f(t2—t+1)e_tdt:1—e_1+1—3e_1=2—4e_1
0
Correction 22
— Si n#1, on fait une intégration par parties. On pose u(x) =Inx et v'(x) =x~".On a
1 —n+1
u(x)=—etv(x)= .Onadonc:
X 1-
felnxdx 3 Int e+fe dx Int 1 ¢ 1 1
1 x| m-Del| ) m-Dxt | (m-Dl (m=-1D2 ) (n-1)2 (n—1)e’
¢Ilntdx
— Si n = 1, on reconnait une dérivée de la forme u'.u, on a donc f =
1
1
112 416 _
[Eln t]l_-i.

2lntdt

Correction 23 On reconnait une dérivée usuelle, de la forme ©'.u. On a f
1

1 P 1,
[z(ln(t)) ]l—zln ).

dt
On peut aussi poser x =In(f),onadx = - et x varie de 0 a In(2). On a donc

len rdt —fln@xdx—
1t 0

2 4In(2)

X

= =1n%(2).
o 2



! V2
u tdr
Correction 24 On reconnait une dérivée usuelle, de laforme ——.0On a f =
2Vu 0 Vi+e2

[Viee] = va-1.

On peut aussi poser y = t>, ona dy = 2tdt et y varie de 0 2 2 donc

fﬂ W [ A dy= VT = Va1
0 V1+¢2 Jo 2y/1+y Y Yo

Correction25 Onah'=f'.g'ofeth"=f"gof+(f)2.g"of.

Correction 26 On commence par remarquer que 1+ xy est positif puisque |x y| <1.1
suffit donc de montrer que —1-xy < x+y < 1+ xy. On remarque ensuite que x+ y+ xy+
1=x+D(y+1)=0etxy+1-x—y=(1-x)(1-y)=0doncl'encadrement est vrai, on a

+
bien ~— 2 ] -1,1]
1+xy

1
Correction27 On commence par remarquer que vVa+1—y/n < T < 10svVn+1+yn.

— Sin=25vn+l+yvn=2yn=10.
— Sin<24,Vn+1+yn<2vVn+1ldoncvn+1+n<10.

On en déduit que les entiers vérifiant vrn+1—/n < To sont les entiers supérieurs ou

égaux a 25.

Correction 28 Cela dépend, bien entendu, de la valeur de a. Le mieux est de
tracer la fonction f : x — x® — x pour se rendre compte de ce quil se passe.
La dérivée vaut f' : x — 3x*> —1 donc on a le tableau de variations suivant :

1 1
X —0o0 _ﬁ E +00
) + 0 - 0 +
i 2
f . 33 3

puis le graphe :

1 2
Il s’agit donc de trouver la valeur de x (autre que ——3) pour laquelle f(x) = —.

V3 3v3

1
On utilisera la parité de f pour conclure sur la valeur de x (autre que —3) pour laquelle

5

2
f(JC) = _ﬁ.

2 2
On cherche donc a résoudre x3 — x = —— c'est-a-dire x —
3v3 3v3
1 . R . 1 .
—— estracine de ce polynéme donc on peut factoriser par | x — — |, on obtient

V3 V3

S = 0. On sait que

(x—%)(xz—%x—g) =0.

2
On calcule le discriminant du polyndme de degré 2, il faut 3, les racines sont donc — et

V3

1 2
v Le résultat est cohérent avec le graphe : La droite y = ﬁ intersecte le graphe de
f en seulement deux points, il est normal de ne trouver que deux racines au polynéme
2
3
X°—x——=.

3V3

2 1
Par parité de f, on en déduit que f(x) = ———= admet deux solutions, x = — et x =

3v3 V3

et]’équation f(x) = a® — a aune solution.

e ,as—ae_‘ [

2 2
3v3 3V3



2 2
— Sia=+—oua=+ a® —a=+—— etl'équation f(x) = a® — a admet exacte-
V3 7 3y5 o cauaton S
ment deux solutions. ) )
— Enfin,sia¢ |-—,—|etaz+—,alorsa®—ae |-—,——| et I'équation
V3 V3 xf 3v3'3V3
f(x) = a® — a admet exactement trois solutions.
. . e m n In(n) In(m) .
Correction 29 On écrit n”* = m" & mln(n) = nln(m) & = puis on trace le
In(x
tableau de variations de f: x — L
X
x 0 e +00
1

f /2\

Pas besoin de déterminer les limites, on va traiter les cas a la main : il n'y a que deux

entiers non nuls inférieursa e : 1 et 2. f(1)

=0 et pour x > e, f(x) # 0 donc il n'y a pas

d’autres solutions a I’équation f(x)

en oo qui est nulle). Reste le cas f(2) =
une autre solution a I’équation f(x)

= f(2), onlatrouve " alamain": f(4) =

=0 (ce qui se verrait trés bien en calculant la limite

In(2)

- le tableau de variations indique qu'il y a
f(2).Le seul

couple solution est donc (2, 4).

Correction30 Onpose f:x+— x"+ px+q, alors f': x— nx""' + p.

— Si n est pair, n— 1 est impair et f’ s’annule exactement une fois. La fonction f est
donc décroissante puis croissante et f s’annule au plus deux fois sur R.

— Si n est impair, n— 1 est pair, f’ s’annule deux fois ou pas du tout. Dans le premier
cas, f est croissante, décroissante puis a nouveau croissante et f s’annule donc au
plus 3 fois. Dans le deuxieéme cas, f s’annule une fois. Dans les deux cas, f s’annule
au plus 3 fois.

Xy X x\n
Correction 31 On sait que In (1 + ;) < o donc (1 + ;) < e*. 1l suffit donc de montrer

L 2+x
que pour tout x € [0,2[, e* < >

, Ou encore que pour tout x € [0, 2],

x<In@+x)-1n2-x).

Soitdonc g: x — In(2 + x) —In(2 — x) — x,, alors pour tout x € [0, 2],

(x—1)2%+3

po 1 1 1_2—x—2—x—@—x%__x2—2x+4
- R-x2+x)’

2-02+x)  2+0C-x

Ainsi, g’ est positive donc g est croissante. Ona g(0) =

I'inégalité souhaitée.

0, g estdonc positive ce qui montre
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