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TD n3 : Calculs algébriques.

& classique ¥ demande réflexion

1 Manipulation et majoration de sommes

Exercice 1.
Soit (xt) key une suite de nombres réels telle que

n
VneN, ) xp=nn+2)
k=0
Soit n € N, déterminer les valeurs de

2n

6 2n
1. SI=Zxk 3. S3=Zxk 5. S5= Z Xk
k=0 k=0 k=n+1
n+1 n
2. 52=Zxk 4. S4=szk
k=0 k=0
Exercice 2.

1. Ecrire la somme des entiers impairs compris entre 1 et 777 inclus a l'aide du
symbole Y’ et la calculer.

n—1
2. Soit n € N*. Calculer )_ (2k+1).
k=0

Exercice 3.
Soit x € Ret n € N*. Ecrire 'expression Uy, = 1 —2x+4x? +---+(—1)"2"x" al'aide du signe
Y etla calculer.

2 Changement d’indice

Exercice 4. .
OnposeS= ) k.

k=m

1. Faites un changement d’indices en conservant les mémes bornes.

2. Retrouvez l'expression de S en calculant 2S.

Exercice 5.
n

SoitS=) (n+1- k)?. Faites un changement de variables dans S tel que :

k=1
1. Lasomme variedeOan—1.

2. La somme soit comptée a I'’envers avec les mémes bornes.

3. La somme soit comptée a I’envers et commence a k = 0.

3 Somme et produit particuliers

Exercice 6. "

Soit n € N*. Calculer Z 3k,
k=0

Exercice 7. n

Soit n € N, calculer H 2k,

k=0
Exercice 8. "
Soit n € N*. Calculer H BGn+3-k).
k=1
Exercice 9. "
Soit n € N*. Montrer que Z K<s(n+1)!

k=1

4 Sommes doubles

Exercice 10.
Soit n € N, calculer

M=
Me

{Q
1]
(=]
=
Il
o
T
(=)



Exercice 11. %8 Exercice 14.

n n k
Soit n € N*. Calculer _ k2. Soit n e N*. Calculer ¥ Y k

k=1 k=1 p:0
Exercice 12. Exercice 15.
Soit n € N*. Calculer Y (i+ j). n k
1<i,j<n Soit n € N*. Calculer ¥ Y n.
k=1p=0

Exercice 13. Exercice 16.

n k
Soit n € N*. Calculer Y Y p.
k=1p=0

Soit n € N*. Calculer Y i.
i+j<n

Exercice 17.

n n
Soit n > 1 et X1, Xp,..., X, des réels vérifiant : ) xi = n, et ) x2 = n. Prouver que xj = 1
k=1 k=1
Vke[1,n].

5 Somme et produit télescopiques

Exercice 18.

31 2
Simplifier le produit [ | et I'écrire sous forme d'une fraction irréductible.
k=3

2 2k+1

Exercice 19.

n
Soit n € N*. Calcul .
oit n acuerkg1 IS

Exercice 20. ,
1
Soit n € N*. Calculer [ | (1 - —).
k=2

k

6 Binome de Newton et coefficients binomiaux

Exercice 21.

n
Soit n e N*. Calculer ) (Z)Zl‘k.
k=0

Exercice 22.

n
Soit n e N*. Calculer ) (Z)(—l)k.
k=1

Exercice 23.
n
Soient (a,) nen une suite des réels telle que : Vn € N,a, = Y (})@p—k. Donner une ex-
k=0
pression de a, en fonction de ay, ..., &;—1.

ezl
o<j<n\J

J
Jimpair

Exercice 24. ¥ &
Soit n € N*. Calculer Z (

0<js<n
Jpair

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 25. .
Soit neN* eta€R.On pose V, =Y/ en.
1. Expliciter V; et V5.
2. Calculer V,, .

Exercice 26.

1. Soit n e N*. Ecrirelenombre 1,11...1 (avec n chiffres aprés la virgule) sous la forme
d’'une somme de termes d’'une suite géométrique et calculer cette somme. En fai-
sant tendre n vers +oo, en déduire que le nombre 1,11... (avec une " infinité ", de
chiffres apres la virgule) est rationnel et I'écrire sous la forme d'une fraction irré-
ductible.

2. Meéme question avec 0,99...9.

Exercice 27.
n n+1 n+l
Soit 7 € N*. Calculer S = Z K+ Z (k+1)2 —ZZ k(k+1).
k=1 k=1 k=0
Exercice 28. ; Exercice 30.
Soit n e N*. Calculer [| @n—-4+k)
k=0 Soit n € N*. Calculer Y, (i+ j).
i+j<n
Exercice 29.
Exercice 31. & £
Soit ne N*. Calculer Y. (2i—j). Soit n € N*. Calculer Y. min(i, j).
1<i,j<n 1<i,j<n




Exercice 32.

n
SoitneN*etS, =) (k+1)*-k*
k=1
1. Calculer cette somme en remarquant qu’elle est télescopique.

n
2. Exprimer cette somme en fonction de Z k3 en développant son terme général.

k=1
n
3. En déduire une expression de )_ k.
k=1
Exercice 33. \ Exercice 35. \
1
Soit n € N*. Calculer Z kk!. Soit n € N*. Calculer H (1 - ﬁ)
k=1 k=2
Exercice 34.
Soit n € N*. . . Exercice 36.
n Slnm . N n—1 n
Calculer ) | —————— Soit ne N*. Calculer ) (}).
k=1 COS % COS =1 k=0
Exercice 37.
Soit (1, p, k) € N® avec k < p < n. Montrer que (P [k
) p) 55 p . q p k = k p _ k .
Exercice 38.
Utiliser la formule du bindéme de Newton pour montrer que (1, 01100 > 2,
Exercice 39.
. . n+ln n+1
Soient k < n deux entiers, montrer que —— = .
k+1\k k+1

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 40.

1. Montrer ueL n| 1[n| k-1[n+1
. q k1 lk—1 k| & __nk e |

k-1 1
2. En déduire la valeur de Z elnT .
o onk | k

m
3. Retrouver ce résultat a I'aide du résultat Y k(7)x*~! = m(1+x)™"! vuen cours.
k=0

Exercice 41. %

1. Montrer que si («;) est une famille d’entiers et a un réel, alors :

@
1

™M=

n
[]a% =a
i=1

2. Calculer la valeur de H a'b’/ pour a et b réels.
i+js<n
3. Calculer [] d'.
i+j<n
4. Retrouver la valeur de ]_[ a'b’ pour a et b réels.
i+jsn
Exercice 42.

n
Soit n € N*. Calculer H Bk+1)(3k—-1).
k=1
Exercice 43. % &%
Soit n € N* et (x1, X2,..., Xp, Y1, Y2, ---» V) 21 réels tels que :

X1sSXp<..sXx, et yisys<..s<Yu

1 n n n
Montrerque: — | > x; || Y yi|< Y Xy
n\i j=1 k=1

i=1
On pourra examiner la quantité: )
1<i,j<n

(xi —x;) (vi—ys) -

Exercice 44. %

Soit n e N*.
n+1

Calculer ) sinlsin(k+1)
k=0



Exercice 45. £ &

1. Soit une famille de réels (s; ;) je[1,n], je[1,n] tels que Vi, j € [1,n], sij=sji ets;;=0.
Montrer que: Y $;;j=2 Y Sij.

1<i,j<n 1<i<js<n
2. En déduire que si (a;) e[y, et (Dj) je[1,,] sont deux familles de réels :
n n n 2
Z (a,-bj—ajb,-)zz( di)(z bi)—(z akbk)
1<i<jsn k=1 k=1 k=1

3. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(E)(E](E ]

Remarque : cette inégalité peut aussi se démontrer directement par récurrence.

Mémo

Comment effectuer un changement d’indice?

On pose le changement d’indice, on détermine les nouvelles bornes de cet
indice puis on exprime le terme général en fonction du nouvel indice.
Comment additionner deux sommes/multiplier deux produits?

On se rameéne a des bornes identiques, quitte a enlever des termes extrémes.
Comment permuter deux signes sommes/produits?

Siles bornes ne dépendent pas des indices, on les permute sans rien changer.
Sinon, il faut permuter le role des indices pour déterminer les bornes des deux
somimes.

Comment calculer une somme avec des coefficients binomiaux?

Selon la somme, on fait apparaitre la formule du bindme de Newton ou on utilise
les relations du cours sur les coefficients binomiaux.

Comment simplifier une expression avec des factorielles?

11 faut revenir a la définition de la factorielle en tant que produit.

Comment déterminer les coefficients binomiaux pour de petites puissances?
il faut utiliser le triangle de Pascal.



CorrectionduTDn 3

Correction 1
1. S§;=48.
2. So=(n+1)(n+3).
3. S3=2n2n+2)=4nn+1)
4

. S4=2n(n+2).
n
5. 85=S3— Y xg=4n(n+1)-n(n+2)=n@Bn+2).
k=0
Correction 2
388
1. Cette somme s’écrit Z (2k+1). Onla calcule :
k=0
388 388 388
Y Rk+1) =2) k+)_ 1
k=0 k=0 k=0
=388 x 389 + 389
= 3892

2. On procéde comme ci-dessus :
n-1 n-1 n-1
Y Rk+1) =2) k+) 1
k=0 k=0 k=0

=(n-1)n+n
:n2

Correction3 On écrit
n

U, =Y (-2x0k
k=0
3 1_(_2x)n+1

1+2x

Correction 4

1. Onpose j =n+m-—k, alors si k varie de m a n, j varie de n a m. On remplace k par
n+ m— j.On a donc, en remettant les bornes dans 'ordre croissant :

n
S= Z (n+m-—j).
j=m

n
2. D’apres la question précédente, on a S = Z (n+ m—k) car j est une variable
k=m
muette donc, en sommant les deux expressions connues de S, on a:

n n
28 =) (n+m-k+ ) k
k=m k=m

= Z (n+m)

k=m
= (n+ m)(n—m+1).car la somme possede n+ m —1 termes
nm+mmn-m+1)

2

On en déduit que S =

Correction 5

n
1. Onpose j=k—1. kvariede 1l andonc jvariede0an—1.0Onadonc:S= Z (n+
k=1

B 2_n—1 e
1-k)?= ) (n-j>
j=0

n
2. Onpose j=n+1—-k. kvariede 1a ndonc jvariede na 1. Onadonc: Z (n+1-
k=1

n
3. Onpose j=n—k. kvariede 12 ndonc j variede n—120.0Onadonc: ) (n+1-
k=1

2:n—1 ) )
k?=) (j+D%
j=0

n Ik n 3 n 1
Correction 6 OnaZ?) =23—k:3z 3%
k=0 k=0 k=0
On utilise ensuite la formule de la somme géométrique :

21 1 1\ 9
3y —=3[1-—1-=|=>(1-3"0=1),
kzzofi’C ( 3n+l 3) 2( )



n

n(n+1)

Correction7 Ona ﬂzk—zk 0=2
k=0

Correction8 On pose j =5n+3—k. Quand k vaut 1, j vaut 5n + 2, quand k vaut n, j
vaut4n+3.Onadonc:

5n+2
n iz 5 (5n+2)!
H(5n+3—k)— l_[ ]_4n+2 m
k=1 j=4n+3 l—[ ] :

j=1

Correction 9  On sait que pour tout k € [1, n], k! < n! donc, par sommation des inégali-

tés, on obtient
n
Y kl<nnl<(n+1).nl.
k=0

On a donc bien I'inégalité souhaitée puisque (n+1).n! = (n + 1)!

Correction 10 On écrit

n 49 p & n 49 i
IIDIDMANEDIPI
q=0p=0k=0 g=0p=0
— & Z p+l i i 1
q;()pzo q=0p=0
n n
=) 21 -1)-) (g+1)
q=0 q=0
=3 are3 a3 g-3
q=0 q=0 q=0 =0

=42"1 1) -3(n+1) - nin+l

(n+1)(n+6)
2

=2n+3_4_

Correction 1 1 On écrit :

ikzk =Zsz
£

1l
M:l

j=lk=j
n. gn- Jj+1 _ 1
= Z ) —
= 2-1
n
— Z on+l 22]
j=1
=n2"*t - 2(2" 1
— n2n+1 2}’1+1 +2

Correction 12  On coupe la somme en deux :

YoG+p= Y i+ Y

1<i,jsn 1<i,j<n 1<i,jsn
Ona:
D3 E . &+l nd(n+)
i= i=) = .
I<ij<sn  j=li=1  j=1 2 2
De méme,
n n n 2
. nn+1) n°(n+1)
] = Z Z ] = Z 2 = 2 .
1<i,j<n i=1j=1 i=1
Onadonc:

(i+j)=n*(n+1).

Remarque. On peut aussi dire que i et j jouent des roles symétriques pour justifier 1'éga-
lité des deux sommes.

Correction13 Ona:

n k n k(k+1)
rXp =X
K=1p=0 k=1 2
n n
_% y k2+% Yk
(R DR+ neen
= nin+ D n mn en utilisant les formules du cours
Onadonc:

n k nn+1)(n+2)
ZZP T

k=1 p:O



Correction14 Ona:
n k n
Yo Y k=) k(k+1).
k=1p=0 k=1

On reconnait la somme calculée dans I’exercice 13. On a donc:

n. k nn+1)(n+2)
L L k="

k=1p=0

=

Correction15 Ona

LA n?(n+3)
WS =

n
> n(k+1)=n(w+n)=
k=1p=0 k=1

Correction 16 Onpose k=i+ j.Lentier kvariedeOan, j=k—1ietivariedoncdeOa
k (car i est forcément plus petit que i + j ). On adonc:

Y=y Y=y SRSl ek
i+jsn  k=0i=0 k=0 k=0 k=0
Onadonc:
Z . nn+1)2n+1) N nn+1) _ nn+1)2n+4 _ n(n+1)(n+2).
i52n 12 4 12 6
Correction 17 Nous allons calculer la somme S= Y (x;—x j)z. On développe son

1<i,j<n
terme général :

S = Y (x?—inxj+x2.)
1<i,j<n
= Y x—2 X oXixj+ X x2
1<i,jsn 1<i,jsn 1<i,j<n
Ona
n n n
=ZZ i=)y n=n’
ij<n j=1i=1 j=1
n
De méme, :ZZx?:Zn:nz.Quantala somme du milieu, elle est égale a

l<t,1<n i=1j=1 i=1

On en déduit que S = 0. Or, c’est la somme de carrés réels donc positifs, ils sont donc
tous nuls. On en déduit que les réels sont tous égaux et, comme leur somme vaut 7, ils
sont tous égauxa 1.

Correction 18 On écrit

13_1[2k—1 _13_1[2(k—1)+1
s 2k+1 S 2k+1
5
63
Correction 19 On écrit z k__¢l 1 it al
orrection n écri = — = . Un reconnait alors une somme
21 (k+1D)! Sk (k+1)!
télescopique, on a donc :
n 1
; k+1)' T (m+1)!

n
Correction 20 On écrit H = On reconnait alors un produit télescopique, on a

k=2
donc:
(-4
k=2 k] n
Correctlon 21 On écrit :
Z 21 k — 2 Z kln*k
k=

n
=Y (1)2'"*parla formule du bindme de Newton
k=0

n
~2(5+1)
3]1

n-1"

N =

\S]



On en déduit que et

n n 1-k 3]1 n - n k
- 0=((-D+D"= -1D".

E (k)z Py (-D+1D 1;:0 k (-1

En additionnant les deux, on obtient :

Correction22 Ona: n(n
2=y ( )(1+(—1)’“).
i=o\k
& (n k - (n k
kzl (k)(_l) =-1+ ];) (k)(_l) Or, dans cette somme, les termes correspondants a k impair sont nuls. On a donc :
n
=-1+3 (Pnhart n n
i 2"= ) ) (1+(—1)’“):2 Y o
= -1+ (1-1)"par la formule du bindme de Newton 1<ksn 1<ksn
pair pair
On en déduit que : )
n On en déduit que :
"lenk=-1
£ [i)eor=n )
k=1 el =
0<2k<n 2
On écrit ensuite :
Correction23 Ona: Y ) = X ()
0<2k+1<n 1sks<n
L n n n kr;mpalr
Ay, = Ap_=anp+ Ap—k» =
A A 1 -YM-x
k=1 l]fks_n
d’olt —on_on-1 "
n n n n  on—
0:Z(k)“n—k:”“n—lJrZ(k)“n—k' =2
k=1 k=2

Ainsi, on a montré que :

it e AR

On en déduit que :

0<2k+1<n
Ainsi, pourtoutneN,ona:

1 " p+d
T k; | Tk Correction 25
1. OnaVi=1et Vo, =1+ealn.
2. On écrit
Correction 24 D’apres la formule du bin6me de Newton, ona: bk
Va =2 (e)
n (n k=0
2"=1+1)"=Y ) _et-1
i=o\k edln 1




Correction 26

1. Le nombre s’écrit

Il vaut

n

Y 107F

k=0
i Lok = 1-10"*D 1 —10-("*D
- 1-100' 09

Lorsque 7 tend vers I'infini, on obtient

1 10
1,1111...= — = —
09 9

2. On commence par écrire le nombre 0.999...9 avec n chiffres apres la virgule. Il vaut

En faisant tendre

Correction 27
On écrit :
et
n+l
k=0
On a alors
n+l1
Z K+) (k+1)?%-2
k=1 k=1

On en déduit que :

n 1-107"
910 =09———~=1-10""
Pt 1-10"

n vers +oo, on obtient

0.99999...=
5 >
(k+1)?%= (k+ 1%+ (n+2)?%
k=1 k=1 S

k=n+1

n
Y kk+1) =) k(k+1)+00+1)+(n+1)(n+2).
—_— —,—,——

k=1 k=0 k=n+1

n+1 n
Y kk+1) =) (KP+(k+D?-2k(k+1)+(n+2)?-2(n+1)(n
k=0 k=1

n
=(Zl)—n(n+2)
k=1

=n—-nn+2)

S=-nn+1).

Correction 28 On pose j =2n—4+ k. Quand k vaut 0, j vaut 2n —4, quand k vaut n, j
vaut2n—4.On adonc:

3n—4
n Sn—4 ':1] Bn-4)!
[[Cn-4+k)= [] j=5— =005
k=0 j=2n-4 . (@n-=5)!
HJ
j=1
Correction 29 On écrit :
Y Ri-p = Y 2i- Y ]
1<i,j<n 1<i,jsn 1<i,j<n
= Y 2i— Y icarlesdeuxvariables sont muettes
1<i,j<sn 1<i,j<n
n
=) )i
i=1j=1

I
]
S

i=1
_nf(n+1)
2
. n?(n+1
Onadonc Y Qi—-j)=
1<i,j<n 2

Correction30 Onécrit Y (i+j)= Y i+ Y j=2 ) icarietjontdesroles
i+j<n i+j<n i+j<n i+j<n

symétriques dans les deux sommes. On pose k =i + j. Comme k < n, il variede 0 a n—1

etivariedeOak.Onadonc:

-1 k(k+l) n-1 n-1
+

Y i+))= 2221—2 5

i+j<n k=0i=

+Onadonc:
Z (i+))= (n—1)116(2n—1) N n(nz— 1) _ n(n—13)(n+l).

i+j<n

Correction31 On coupe la somme en deux :




min(i,j)+ Y min(,j)

1<j<isn
n
i+X ZJ
li=1 i=2j=1
+1
JG ),

Y. min(i, j)

1<i,jsn

—
N
n

~.
n
N

1l
M=
Ms.

~.
Il

i(i-1)
2
i(i-1)
2
JjG-1
2

Il

-
1l
—

|'M:

|
[\

I}
M=
~
[
NN
=
+
M=

[
Il
—
Il

—

.. n
](j+1)+
2

car i est une variable muette

Il

<
Il
—

j=1

1l
H'M:
~.

no

n(n +1)2n+1)
6

en utilisant la formule trouvée a I'exercice 22

On en déduit que :
nn+1)2n+1)

Z min(i, j) = 6

1<i,js<n

Y. max(i, j) en cours, on peut vérifier que
1<i,j<n

Y min(, )+ Y max(i,j)=

1<i,jsn 1<i,jsn

Remarque. On a calculé

nz(n+1).

Y +)=

1<i,jsn

Correction 32

1. D’apres la formule de la somme télescopique, on a:
Sp=m+D*~1=n"+4n +6n° +4n.

2. On écrit:
n
Sn Z (k* +4k3 +6k% + 4k +1-k*)
n n n n
Z 346) KP+4) k+) 1
k=1 k=1 k=1
=4 ( Z k?’) +nn+1)@2n+1)+2n(n+1)+ nen utilisant la formule du cours
k=1
3. D’apres la question précédente, on a:

n
4y K*=S,-nn+H2n+1)-2n(n+1)-n
k=1

En utilisant ’expression de S, trouvée a la premiére question, on trouve :

n
4y B=n*+an* +6n* +4n+1-nn+DR2n+ 1) -2nn+1)-n=n*+2n+n?,
k=1

ce qui, apres factorisation, donne :

i B = (n(n+1))2
=1 2
Correction 33 On écrit kk! = (k+1-1).k! = (k+1)! - k!. On reconnait alors une somme

télescopique d’ol1 :

n n
Y kk!'=) (k+1!-kl=(n+D!-1.
k=1 k=1

Correction34 Ona:

3 sin | £z 2 sin (1) cos (27) —sin () cos (1)
k=1cos(3)cos(z7) k=1 cos () cos (z27)
o sin(,lc) (sinﬁ)
_ -
k=1cos(1) cos(y)

On reconnait une somme télescopique, on a donc :

1
sin ( R+ )

1
=tan(1)—tan(—).
() cos(25) n+1

nok?-1 no(k-1)(k+1)
H 2 H 2
Correction 35 On écrit : ¥=2 k=2 K+l k_1 - On reconnait deux pro-
k=2 Kk =2 K
n 1 n+l 1 n+l
duits télescopiques, on a donc : 1-—|= —=
Piq kl:[2 ( kz) 2 8 n 2n

Correction 36 On écrit :



n-1

Onadonc )_ (})=2"-1.
k=0

Correction37 Ona:

donc

Correction 38 On écrit

Correction 39 Il suffitdel’écrire. On a:

n+1

T plin-p)l K(p- k!

T -plp-k
n!

T Rm-0! (p-bln—p)

=(1+107%)100

o .
=2 (p)1?

k+1

car(n+1)—(k+1)=n-k.

Correction 40

Tk+1km—-k! k+Dl(n-k)!

1. On écrit:

1 n 1 ([n B 1 n! 1 n!
nk=\k=1] nklk| nklk-Dn-k+1)! nkkln-k!
Ona:

nk(n* Y k-D!n-k+1) =n*Kn-k+1)!
et

(n-k+1) (nkk!(n— k!)) = n* Kl (n-k+1)!

donc le dénominateur commun est (n¥k!(n - k +1)!). On a alors :

1 ( n )_i(") : nl(nk—(n-k+1))
pk=1 =1 ke A ik ke (n = K+ 1)
3 nn+1)k-1)
T onkkl(n—k+1)!
(D1
B nkkll(n+1—k)!
-5

On a bien I'égalité souhaitée.

2. On utilise la question précédente, on a

- k-1 n+1 - 1 n L
];7( k) =ICZ::1 nk_l(k—ﬂ_ﬁ(k)
1 1
= (@)=
car on reconnait une somme télescopique
n"-1
3. On écrit:
nok—1 ntl -1 n
L) =X e (i) - 1
1n+1 n 1 k-1 n+1 nl 1 1
=— = - ——-—+1
nkgbk(k)(n) go(k)nk P
n+1 1\" 1\t 1
SISV LRIRE S B
n n n n
BT

en utilisant la formule vu en cours.



Correction 41
1. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est clair. On suppose le
résultat vrai aurang n. Ona:

n+1

1_[ aaz — aa7l+1 1—[ aat
donc
n
n+l Z @
l_[ aai — aamlai:l
i=1
par hypothése de récurrence. On a donc:

n n+1
n+1 dn+1+z ai Z ai
a“ =a =l =gqi=1 |

i=1
Le résultat est vrai au rang n + 1. Par le principe de récurrence, il est vrai pour tout
entier n.

2. Onposek=i+j,onaj=i—-k. kvariealorsde0anetivariedeO0ak.Ona:

[T &'/ = ﬁ ﬁ a'bt i = 12[ (ﬁ al’) (ﬁ bk‘i).

i+j<n k=0i=0 i=0 \i=0 i=0

D’apres ce qui précede, on a:

k

l_[ = =a 2 ,
i=0
et
k k
k . Z k—i Z J k(k+1)
H bk—z = pi=0 =pi=0 —pz
i=0
On adonc:
o k(k+1) k(lc+1) k(k+1]
[1 ab'=]]a " _H(ab)

i+jsn
On applique, a nouveau, la question 1. On a donc :

n
k(k+1)
2

I1 a'b’ = (ab)k=0

i+j<n

nn+1)(n+2)

=(ab)" o,

en utilisant le résultat de 1'exercice 13.

3.
n
l_[ al = l_[ l_[ al = l_[al(n—Hl) = gqi=0 .
i+jsn i=0j=0 i=0
4. On écrit
[ av'= ] a ] ¥
i+j<n i+jsn  i+j<n
Ona
no . L (n+1)2 n(n+1)(2n+1) nn+1)(n+2)
Yin+l1-D=m+D) i-) i = )
i=0 i=0 =0 6 6
on a donc
i nn+1)(n+2)
[] a=a &,
i+j<n
et, par symétrie,
n(n+1)(n+2 n(n+1)(n+2)

I o=t

i+j<n

d’ou H a'b’l = (ab)

i+j<n

Correction 42 On écrit :

n

[] Bk+1)Bk-1)3k

n
[13k
k=1

[1Bk+1Bk-1) =
k=1

n n
Ona H3k:3”1_[ k=3"n!
k=1 k=1

n
On remarque ensuite que le produit ]_[ (3k+1)(3k—1)3k correspond aux produits de tous
k=1
les entiers compris entre 2 (qui correspond a k = 1 dans 3k — 1) et 3n+ 1 (qui correspond
a k=ndans (3k +1)). En effet, tout entier s’écrit de la forme 3k, 3k—1ou3k+1. Onen

, @Bn+1)!
dedultquegl(skﬂ)(?,k 13k = (3n+1)'dou£[l(3k+l)(3k D=—

Correction 43 1l suffit de remarquer que la somme Z (xi —
1<i,j<n
tive. En effet, si i < j, on a le produit de deux termes positifs, si i > j, on a le produit de

deux termes négatifs.

x;) (yi — yj) est posi-



On développe maintenant cette somme, on a

Y (i-x)(i-y) = ¥ (xiyi—xiyj—xjyi+xy))
1<i,j<n <i,jsn
= X oxyi— Y oxyj- XL Xyt Y Xjyj
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
Ona
Y. xiyi= Z Z Xiyi = nZ Xiyi= nZ Xk Yk
1<i,jsn i=1j=1
et
Z XjYi= Z Zx,y] = ”Z XjYi= ”Z Xk Vi
1<i,j<n j=li=1
De plus,
n n n n
a=% £ =(£5)[£ 1)
1<i,j<n i=1j=1 i=1 j=1
et de méme,
n n n n
r o))
1<i,j<n i=1 j=1 i=1 j=1

car i et j sont des variables muettes.
Onadonc:

> (xi—x) (vi-yj) anxkyk 2(

1<i,jsn

-
—_
—_——

Comme cette somme est positive, on a donc

k=1

ce qui est le résultat souhaité.

Correction44 Ona:
sin(1)sin(k+1) = —(cos(k)—cos(k+2))
= 3 (cos(k) —cos(k+1) +cos(k+ 1) —cos(k +2)) '
Onadonc:

n+1 n+1 n+2

Z sin(1)sin(k+1) = % Z (cos(k) —cos(k+1)) + > Z (cos(k+1)—cos(k+2)).

k=0 k=0 k=0

On reconnait deux sommes télescopiques, la somme vaut donc :

1
5 (1—-cos(n+2)+cosl—cos(n+3)).

Correction 45
1. 1l suffit d’écrire

PIETEIDY Su+ZSu+ > Sij

1<i,j<n 1<i<js<n 1<j<isn
n
OnaZsii=0et,commesij=sji, X si= X Sij.
i=1 1<i<js<n 1sj<isn
Ainsi,
D, sij=2 ), i
1<i,j<n 1<i<j<n

On peut visualiser ces trois sommes en disant que 1'on coupe le tableau en trois
parties, la partie strictement au dessus de la diagonale (j > i), la diagonale (i = j)
et la partie strictement en dessous de la diagonale (i > j)

2. Onvacalculer Y (aibj—ajbi)z.Ona:

1<i,j<n
3 (aibj—djbi)z = ¥ (aibj)Z—Zaibjajbi+(ajbl~)2
1<i,j<n 1<i,jsn
= X (aibj)z_ > Zalb]ajbl+ > (ajbi)z
1<i,jsn 1<i,j<n 1<i,jsn

On écrit maintenant

2 n n 2.9 n n 2 n 5 n 2

_Z. (aibj)=_ZZaibj=Z Z]: AIDRAP
1<i,j<n i=1j=1 i=1 Jj=1

car i et j sont des indices muets.

De méme, on a

n
Y. (ajb)’= (Z “i)
k=1

1<i,j<n

L
> by |-
k=1
On s’'intéresse maintenant a la somme du milieu. On a

Y 2aibjaibi=2) Y- abiab; = Za, ,)(jzzlajbj).

1<i,jsn i=1j=1




car i et j sont des indices muets. On a donc:

n n n 2
Z (aibj—djbi)ZZZ(Z ai)(z bi)—Z(Z dkbk) .
k=1 k=1

1<i,j<n k=1

On utilise maintenant la question 1. En effet, en posant s;; = (a;b; — a; bl-)z, on a
bien s;; = 0 et s;; = s;; donc on peut appliquer la question 1. On a donc

Y. (aibj—ajb)*=2 Y (aibj—a;b)?.

1<i,j<n 1<i<jsn

On en déduit que

2 n 2 n 5 n 2
Y, (aibj—ajb)® =Y ap|| ) bp|-| X ab|
1<i<jsn k=1 k=1 k=1

ce qui est précisément le résultat souhaité.

. On afaitle plus dur ala question précédente!!! Il suffit de remarquer que la somme
de gauche est positive car c’est une somme de carrées, on obtient alors I'inégalité
souhaitée.
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