Lycée du Parc
842.

Calculs algébriques

1 Sommes et produits

1.1 Sommes
1.1.1 Premiéres propriétés
On rappelle la définition suivante:

Définition 1. Soit (a;);c; une famille de nombres complexes ou réels. Alors > a; est la somme
iel
des éléments de la famille (a;);er.

Par convention, si I = (), alors Y a; = 0.
i€l

Ezxemples 1.
1. Si 1 =[|1,n|], alors > a;=a1+...+a,
i=1

)

2. 811 ={[n,ml|], alors Y a;=a, + ...+ an,

i=n

3.0nad,a=> a;=>y ak

il jel kel
Ecrire les sommes suivantes de facon symbolique (& 1’aide du signe Z )
1. A=2+4+6+8+10
2. B=1-2+3-445-6+7-8+9-10
3. C=5+7+9+...+23

4. D=8+10+...+24
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On peut couper une somme en deux (ou trois ..) ainsi :

n m n
E a; = E a; + E Qa;, Sim<n,
=0

=0 i=m+1

En particulier, on a, pour n > 1

n n—1 n n n+1 n
E ai:E ai+an:ao+g aietg a; = E a; | — apy1 = E a; | — ag.
1=0 =0 =1 =1 i=1 =0



On peut aussi séparer les termes d’indices pairs et impairs:

iai: Z ai+ Z a;
=1

1<i<n 1<i<n
1 pair 4 impair

Proposition 1.
La somme est linéaire ¢’est-a-dire:

e > (ai+b)=> ai+) b e > (Aa;) =D a,.

iel el el il iel

Méthode 1.
Comment effectuer un changement d’indice dans une somme?

e On définit un nouvel indice en fonction de I'indice de départ.
e On calcule les nouvelles bornes de la somme avec ce nouvel indice.
e On exprime le terme général de la somme a ’aide du nouvel indice.

e On écrit la nouvelle somme en ordonnant les bornes dans 'ordre croissant

Ezemples 2.

n
1LY = S
=0 i=0
n n
- B .
A Comme Uindice est muet, on a Y, aj =Y Gp_;.
J=0 J=0
n

2. comment compter a envers la somme ) a; =7
Jj=1



1.1.2 Sommes particuliéres

Soit (a,b) € C*,n € N*.

e > a = na avec n le nombre d’éléments de I.
el

(ar, — agy1) = A — a1 (SOomme télescopique).

[ J
I

e 50it (uy)nen une suite géométrique de raison g # 1 alors

mfn+1)

ZU _ Un = Umy :un(l—q
* I—gq 1—gq

. n _n(n—+1)e , nn+1)2n+1)
k;k_ t) k

n—1
o a" —b" = (a—0b) > dbni7k
k=0

Applications:

e [’ensemble [0,n] contient n + 1 éléments, on a donc Z 3=3(n+1).
i=0

n n—1
Que vaut E a; — a;i—1? E a; — a7
i=1 i=0

n

Soit (uy,)nen une suite et S, = Zuk. Combien y a-t-il de termes de la suite v dans S,, 7

k=p

Soit z = e™n , montrer que Y zF=0.

- 1
Calculer Z _—
p kE(k+1)

n

Montrer que la suite de terme général u,, = Z = est convergente.

k=1

1.1.3 Sommes doubles

Définition 2. Soit (a;;) une famille finie de complexes indexée par deux indices i et j variant dans
deux ensembles I et J.
On appelle somme double la somme de tous les éléments de la famille. On la note :

E Q.

(i,9)eIxJ

3
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(4,5)eIxJ el jeJ jeJ el

Ezxemple 3. > i
1<i<n
1<gsm
Si les bornes ne sont pas indépendantes, il faut étre prudent pour permuter les signes somme
dans I'expression.

n n—i
Considérons par exemple I’expression E g a;j. Faisons un dessin. On cherche & sommer les
i=0 j=0
cellules grises du tableau suivant :
‘ Tlo |1 n
7
0
1
n
n n—i
Considérons maintenant exemple I’expression E g @;j.
i=1 j=0

Faisons un dessin. On cherche a sommer les cellules grises du tableau suivant :

n

On commence par déterminer l'intervalle maximal dans lequel varie j : pour ¢ = 1, j atteint sa
valeur maximale n — 1 donc j varie entre 0 et n — 1.

Exprimons maintenant 'intervalle, qui doit dépendre de j, dans lequel varie i. On sait que
j<n—1donci<n—j. Deplus,i>1donc ¢ varie entre 1 et n — 5. On a donc :

n n—i n—1 n—j
DD ai = )
i=1 7=0 7=0 i=1

Question: Mais pourquoi aurait-on envie de permuter deux signes sommes?

Ezxemple 4. Calculer i i Z

i



Exemples 5.

n A

1. Modéliser les termes de la somme E E a;j. Ferire ces sommes sous la forme d’une seule
i=1 j=1
somme puis permuter les signes sommes.

n n
2. Mémes questions avec E E -
i=1 j=i
3. Traiter le cas © < j. Faire dessin, exprimer avec deux sommes puis permuter.

n

k
4. Permuter les deux signes somme de E E Q-
k=1 p=0

Exercice 1. Soit n € N*. Calculer Y. max(i,j).

1<i,j<n

1.2 Produits

1.2.1 Généralités

Définition 3. Soit (a;);c; une famille de nombres complexes ou réels. Alors [] a; est le produit
des éléments de la famille (a;)e;s. “

Par convention, si I =0, alors [[a; = 1.

el
Ezxemples 6. .
1. Si I =[|1,n]], alors [] a; = a1az...ay,
i=1
2. Si I =[|n,m|], alors ] ai = anani1...am
3. 0Onalla=1la=1]
il jel kel

Remarque: Comme pour la somme, on peut couper un produit en deux :

n m n
Hai:Haix Hai,sim<n
i=1 i=1

i=m+1

Proposition 2.

o [[(a;b;) =T][ai]]b:

i€l el el

e [[Aa; = A" [] a; o n désigne le nombre d’élément de I. En particulier, [[a = a”
iel i€l i€l
avec n le nombre d’éléments de I.

e Qg A

k=m Ak+1 Qp+1




Ezxemple 7. Soientn € Z, p e N* et P, =n(n—1)...(n—p+1). Combien y a-t-il de facteurs dans
P, ?

Remarque: Sommes et produits

1. a,b,c,d € R. Calculer (a+b)(c+d).

2. n€e N*, (ak)ke[[lyn]] C R, (bk)ke[[l,n]] C R, a-t-on H (ak + bk) = (H ak) + (H bk)?

3. a-t-on ZZ:1 (akbk) = (Z ) (Z bk>

k=1

4. revient-il au méme de faire des produits de sommes et des sommes de produits 7

Exemple 8. Calculer H

ak+2

Remarque: Comme pour les sommes, on peut définir des produits doubles.

1.2.2 Factorielle

Définition 4. Soit n € N*. On définit n! = [] .

On pose 0! = 1.

Proposition 3.

e Soit n €N, (n+1)! = (n+1).n!

n!

e Soitne N etl<m<mn,m. (n—l)n:m

Ezemple 9. Soit n € N*. Calculer [] 2i. En déduire [](2i + 1).

=1 =1
1.2.3 Coefficients binomiaux et binéme de Newton

Définition 5. Soit n € N. On définit le coefficient binomial "k parmi n", noté (k:)’ comme

I'entier

et



Remarque:
Il ne parait pas évident que ce nombre est un entier. Ce sera plus clair quand nous l'interpréterons

comme le nombre de sous-parties d’un ensemble.

7~

Proposition 4.
Soit (n, k) € (N)* avec k <n. On a :

¢ (1) =(le)

n n n+1
= i | P 1).
° (k) + <k+1> (k—i—l) (formule de Pascal)

Applications:

On peut montrer par récurrence sur n, que pour tout k < n, (k) est entier.

Proposition 5 (Formule du binome de Newton).
Soient (a,b) € C* et n € N, alors :

(a+b)" = En: (Z) ak bk,

k=0




Exemples 10.

1. triangle de Pascal, calcul de (a + b)?, (a + b)°.

2. Que vaut Z (Z) 4
k=0
3. Calculer Z (Z) cos(kx).

Exercice 2. Soit n € N*. A laide de la fonction x +— (14 )", calculer les sommes suivantes:

1. ki(g).

k=0

Exercice 3. Soit n € N. On pose S = Z (

1. Exprimer S a l'aide du changement de variable j =2n+1 — k.

5. DK ()
k=0

4> 6.
k=0

k

k=0

2. En déduire la valeur de 2S puis de S.

2n+1>

5y ()
k=0

() (=1)"



