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Devoir surveillé 2.
Chagque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées. Les étapes des éventuels
calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat ou une question en le précisant
explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation de la copie seront prises en

compte dans l'évaluation.

Exercice 1.

1. On considere les fonctions suivantes :

R — R R — R
f.{ (x—1)2 etg.{

X — 2 - X — e(xz)

On rappelle que e = 2.7.

(a) Etudier f et g.

(b) Tracer f et g sur une méme figure.
(c) f est-elle injective? surjective?

(d) g est-elle injective? surjective?

2. On considere les fonctions suivantes :

R — R R — R
fi: glx) six<sl , fo: fx) six<O0
* flx) six>1 o gx) six>0

R — R
et f3: . flx) sixs<l1
gx) six>1
3. fi est-elle injective? surjective ? bijective?
4. f, est-elle injective? surjective? bijective?

5. f3 est-elle injective? surjective? bijective ?



Exercice 2.
Soit n € N et soit x un nombre réel non multiple de 'entier 7.

n

1. On définit, pour n dans N*, le produit P, (x) par: P,(x) = H
k=

(a) Exprimer sin ( on- a ) en fonction de cos ( ) et sin (21)

)Pn 1(x).

—
»Ix
N

(b) Démontrer que 231n(2 )Pn(x) sm(zn T

1
(c) En déduire que sm( ) P,(x)=— sm(x)

2. Déterminer la limite de P;,(x) lorsque n tend vers +oo.
sin(u)

On rappelle que lim
u—~0 u
3. Pour n dans N*, soit

un:\/2+\/2+\/2+---+\/§(nradicaux)

(a) i. Pour a€ R, exprimer cos(2a) en fonction de cos?(a).

ii. Montrer que VneN*, u, _2cos(2n+1)
n
(b) Pour n dans N*, on pose vy, = s H

En utilisant les questions precedentes, déterminer la limite de v, lorsque n — +oo.



Exercice 3.

On pose pour tout x € R,
1

Vx2+x+1

Vérifier que I’on définit bien une fonction f de R dans R.

flx) =

Résoudre I'équation a = f(x) en discutant suivant la valeur du réel a.

Lapplication est-elle injective, surjective, bijective? Préciser Im(f).

- W e

Vérifier que f induit une application bijective f, dont on précisera les ensembles de départ et
d’arrivée.

5. Dresser le tableau de variations de f et retrouver, partiellement, le résultat de la question précé-
dente.



Exercice 4.

Dans cet exercice, (by) ,en €St une suite réelle et (ay) e est définie par

" n
vneN, a,=)Y | |bk
i=o\K

1. Calculer explicitement a4 sans symbole }_.

2. Dans cette question seulement, on suppose que (b,),en €St une suite géométrique de raison
g € R et de premier terme by. Pour n € N, calculer a,, en fonction de n, g et by.

3. Dans cette question seulement, on suppose que (b,),en €st une suite arithmétique de raison
r € R et de premier terme by.

n
(@) Démontrer que ) (})k=n2""".
k=0

(b) En déduire pour n € N une expression de a,, en fonction de n, by et r.

4. Retour au cas général :

(a) Montrer que si k, nn et m sont trois entiers tels que 0 < k < n < m alors (m+1) (3) = (m+1) (m“_k).

n k n—-k
m—k ) p
(b) Montrer que si k et m sont deux entiers tels que 0 < k < m alors Z (-1)/ (m+].1_ )= (—1)™mk,
j=0

(c) Exprimer pour tout n € N le nombre b, en fonction de a,; et des nombres by, by,..., b;,.

(d) Montrer la formule d’inversion de Pascal :

& n
VneN, b,=Y ()" |a
k=0 k

On considere la suite définie par (e;,) ,en définie par eg = 1 et Vn e N*, e, = ne,_1 + (—1)" et la suite
(fn) nen définie par
" n
vneN, f,=> | |e
i=o\k
5. Calculer ey pour k variant de 1 a 5 puis fj pour k variantde 0 a 5;
6. Déterminer une expression de f;, en fonction de n.

7. En déduire que pour tout n €N, e, = n! Z i
k=0 K




Correction du devoir d’entrainement n 2

Je vous rappelle que vos pages doivent étre numérotées (pas vos copies), que votre nom et votre
classe doivent apparaitre sur les copies et que tout cela, ainsi que la mise en valeur des différents résul-
tats doivent étre faits pendant le temps imparti. Le jour du concours, on vous demandera de poser le
stylo et de vous lever, il n'y aura pas moyen de grapiller ne serait-ce que quelques secondes.

Correction 1

1. (a) Pourtout xe R, ona f'(x) =—-2(x—1) donc f'(x) 20 < x <1, onadonc

X —00 1 +00
f'(x) + 0 -
2

Par ailleurs,

pour tout x € R, ona g'(x) = 2xe® donc

X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00

1

(b) On ala figure suivante :

g'(x)=0< x=0,onadonc:




(c) La fonction f n’est pas injective car f(0) = f(2) = 1. On peut aussi raisonner avec le TVI :
1€ f(J—oo,1[) =]—00,2[ donc 1 admet un antécédent dans ] —oo, 1[. De méme, 1 € f(]1, +oo[) =
] —00,2[ donc 1 admet également un antécédent dans ]1,+oo|. Ces deux antécédents sont
distincts donc f n’est pas injective.
Elle n’est pas surjective car son image vaut | — oo, 2], le réel 3 (par exemple) n’admet donc pas
d’antécédent.

(d) La fonction g n’est pas injective car g(—1) = g(1). On peut aussi appliquer le TVI deux fois :
2¢€ f(]—o00,0[) =]1,+0o[ donc 2 admet un antécédent dans | —oo,0[. De méme, 2 € f(]0, +oo[) =
11, +oo[ donc 2 admet également un antécédent dans ]0, +oo[. Ces deux antécédents sont dis-
tincts donc g n’est pas injective. Elle n’est pas surjective car son image vaut [1, +oo[ ou bien
car 0 n"admet pas d’antécédent puisqu’'une exponentielle est toujours strictement positive.

2. Ona f(1) =2 # g(1) donc f; n'est pas continue. D’apres |'étude faite précédemment, on a

+00 el 2

h \ / \

et la figure suivante :

D’apres le tableau de variations, on a Im(f;) = [1, +oo[U] —00,2[=R et fj est surjective. Elle n’est

3 3 3
pas injective car g(—1) = g(1) ou bien: 3 € /10,1 =]1,2[ et 3 € f1(1,+o0]) =] — o0, 2[. Ainsi, >
admet (au moins) deux antécédents distincts donc f; n’est pas injective.

Soit a € R, on étudie I'’équation fi(x) = a.



— sia€]—oo,1[,alors a ¢ fi(] —o0,1]), on cherche donc une solution a fj(x) = a dans 11, +oo[. Or
fill1,400[ = fj1,400f dONC

fik)=a o fx)=a
o2-(x-1?%=a
o x-1)%=2-a

olx-1l=v2—-a
< x—1=+v2-acaronrésoutsur |1, +oo|
ox=1+v2—-a

— Siae€]l,2], alors

fi)=a < f(x)=aougx)=a
o (2-(x-1%*=aetx>1) ou ¥ =aetx< 1)
s x-1=+v2—-aoux®=In(a)
sx=1+v2-aoux=+vIn(a)

— Enfin, si a €]2,+oo[, alors a € f1(] —00,1[) et filj—00,1{ = §lj-00,1; €t ON cherche a résoudre dans
]—00,1[.On a
fik=a <gx)=a
s =qa
< x?>=In(a) cara>0
< x=+vIn(a)

< x=—+/In(a) car on résout sur | —oo, 1|

On a montré que pour tout a € R I'équation f;(x) = a admet toujours une solution donc f; est
surjective. En revanche, elle admet parfois plusieurs solutions distinctes, elle n’est donc pas in-
jective.

. Ona f(0) = g(0) =1 donc f; est continue. D’apres I'étude faite précédemment, on a :

+00
I -

et la figure suivante :



La fonction f, est strictement croissante donc injective. Son image vaut R, elle est donc bijective.

4. Ona f(1) # g(1) donc f3 n'est pas continue. D’aprés I'étude faite précédemment, on a :

La fonction f3 est strictement croissante donc injective. Son image vaut ] —oo, 2]U] e, +00, elle n’est
donc pas surjective.



Correction 2  Soit n € N et soit x un nombre réel non multiple de l'entier 7.

1. On définit, pour n dansN*, le produit P,(x) par :

Pp(x) =[] cos (z—xk)

k=1

(a) Exprimer sm(2 a ) en fonction de cos (Zx ) etsm(zx ) Ona

. X . X (X X
sin (—) =sin (2—) =2sin (—) cos (—)
2n—1 on on on

(b) Démontrer que2sin (35) Py (x) = sin (2” . ) P,_1(x).

Zsm(2 )P(x) 2811’1( )lj os( ) 251n(2xlcos(2%ln_lcos(zik).

~ k=1
X
=sin(2.—)
on

On a donc bien I'égalité souhaitée.

De maniere générale, on évite les quotients quand ce n'est pas indispensable et si on le fait, on
sassure qu’on ne divise pas par une quantité qui peut s‘annuler.

(¢c) Endéduire que

sm( )Pn(x) ism(x)

D’apres la question précédente, la suite (sin (55) P, (x))

. . 1
qen €St géométrique de raison > et de

premier terme cos(g) sin(g) (correspondant a n = 1). Or sin(x) = sin (2%) = 2cos(g)sin(g)

xy . (xy_ 1. o
donc cos (E) sin (E) =3 sin(x). On en déduit que pour tout n € N,

1yt o1 1.
sm( )Pn(x) (2) xism(x):z—nxsm(x).

2. Déterminer la limite de P, (x) lorsque n tend vers +oo.

On écrit B
1 1 sin(x) 51
P,(x)=— sm(x) X — = X ———.
sin (5%) x  sin(z%)
X sin (21”)
Or, quand 7 tend vers +oo, hm v =0 donc, par composition de limites,ona lim < =1
n—+oo P
21’l

On en déduit que HEIP Py(x) = sin(x) .

3. Pour n dans N*, soit :

:\/2+\/2+\/2+---+\/§(nradicaux)

(a) i. Pourac€ R, exprimercos(2a) en fonction de cos®(a).
On a cos(2a) =2cos®>a— 1.



ii. Montrer que:

% _ /2
VneN", un—ZCOS(W)

n

On va le montrer par récurrence sur n. Pour tout n € N*, onpose HR(n) :"  u,, =2cos (2,,%) .

Initialisation : On a u; = V2 et 2cos 2= v'2 donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : Soit n € N tel que HR(n) est vraie, montrons que u;,+; = Zcos(2n+2). On re-
marque que u,+1 = V2 + Uy, on a donc, en appliquant 'hypothese de récurrence au rang

n:

- 1 +cos(2n—”+1) 1+cos (2*1%)
un+1:\/2+2COS(2n+l): 4 f =2 f

En utilisant la question précédente, on a donc

5 , T b4
Up+1 ==24/cCOS onis = cos(2n+2) .
b4

. T d /4 itif
Reste a remarque que W € [—E, E] onc cos (W) est positil.

On adonc

b/
Up+1 = 2cos (W)’

ce qui acheve de montrer 'hérédité.
Par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N,

b/
U :Zcos(2n+1).

(b) Pour n dansN*, on pose :
1 n
Un= on H Uk
k=1
En utilisant les questions précédentes, déterminer la limite de v, lorsque n — +oo0.

On remplace uy par son expression :

= k=1
. sin(x)
Or lim P,(x)= ,on adonc
n—+oo
. sin(3) 2
lim v,=—5~=—
n—+oo 3 7

10



Correction3 On pose pour tout x € R,
fx) .
X) = —
Vx2+x+1

2
1. Pourtout xeR, x2+x+1=|x+ > + 1 > 0 donc le dénominateur ne s’annule pas et la racine

carrée est bien définie, f est bien définie sur R. On peut aussi calculer le discriminant qui est
strictement négatif.

2. On commence par remarquer que si a < 0, a n'a pas d’antécédent par f. Soit a € RY,

mentf(x)=a < avx*+x+1=1
& a?(x®+x+1) car a est positif donc les deux membres le sont
= a’x® + a’x+ (a2 -1
Le discriminant du polynéme (de degré 2 car a # 0) vaut a* — 4a®(a® - 1) = 4a® - 3a*.

2
Si 4a® —3a* < 0 c'est-a-dire si a > —3, alors a n’a pas d’antécédent puisque le polynome n’a pas

de racine réelle. Si a € , alors

02
V3

2\ a2 4

—a“+vVia-—-3a 1 1

fX)=ae x= 52 :—Eiz—\/4—3a2
a a

et f(x) = a admet deux solutions réelles, éventuellement confondues.

3. D’apres le travail fait a la question précédente, on voit que f n’est pas injective puisque pour

2
ae |0, ﬁ , a possede deux antécédents distincts. L'application n’est pas surjective car les réels
négatifs n'ont pas d’antécédent par f. On a montré a la question précédente que a admet un an-

técédent par f si et seulementsi a € donc Im(f) =

02
V3

0%]

2 1 1
4. On remarque que si a € |0, E , alors f(x) = a admet deux solutions : = + EV4 —3a? et il est
2
1 1
clair que une et une seule de ces solutions est supérieur a ~3 On en déduit que f = f| 1 3
[—§,+oo

est bijective

5. Pour tout x € R, f(x) = (1+x+x%)~"? donc

1+2x
2(1+x+x2)3%/2

VxeR, fl(x)=-

11



1 1 2
On en déduit que f'(x) =0 x < —5 Les limites en oo sont nulles et f (_E) = —.0Onadonc

V3

le tableau de variations suivant :

1
X —00 —— +00
2
f'(x) + 0 -

2
! o/ﬁ\o

On peut aussi, s'éviter une dérivée sur laquelle on risque de faire des erreurs de calcul en disant
o 1 . 1 < pa
que x — x> + x + 1 est décroissante sur | — oo, —5[ et croissante sur | — 2 +ool (d’apres I'étude du

polynome faite précédemment) donc, par croissance de la racine et décroissance de la fonction
inverse, on a le tableau de variations de f.

1
La fonction f est strictement croissante sur —5 +oo| donc injective et
1 2
2 V3
. . e . 1 2 . . )
donc f induit une bijection de —5 +o0o| vers |0, ﬁ ce qui est cohérent avec ce que I'on a

trouvé a la question précédente.

12



Correction 4
1. Onaay = b0+4b1 +6b2+4b3+b4.

2. Dans cette question seulement, on suppose que (b;,),en €st une suite géométrique de raison
q € R et de premier terme by.
Pour tout n €N, b, = byq". Soit n € N,

3. Dans cette question seulement, on suppose que (b,),en €st une suite arithmétique de raison
r € R et de premier terme by.
OnadoncVneN,b, =nr+ by.

(a) Soit n € N. Démontrons que Z (k= mn2""1,
k=0

On peut considérer la fonction f: x— (1 + x)" et remarquer que Z k f'(1). Or pour tout
k=0

XeR, f'(x)=n1+x)"" 1 onadonc Z k n2" 1,
k=0
On peut aussi le montrer directement. La formule est vraie pour 0, on suppose n=>1:

g
—
T3

=

[l
s
—
T

=

k=0 k=1
L n!
= Z — X
oy kl(n—k)!
L n!
- k; (k—Dl(n-k)!
n—-1 n!
= Z ——enposant j=k-1
j=0 ]'(I’l 1- ])
b (n-1)!
=Ny T
20 ji(n—=1- !
”i 2
=n n—
— nzn 1

(b) En déduire pour n € N 1'expression de a, en fonction de n, by et r.
Soit n €N, alors

n

Z ) (kg + o)

n

:qi Je+bo) ()

= qn2"1 + py2"

4. Retour au cas général :




m+l) (m+1—k).

(a) Montrons quessi k, n et m sont trois entiers tels que 0 < k < n < malors (") (1) = (") ("0

Soit k, n et m trois entiers tels que 0 < k < n < m. On a alors

(m+1)'n!

m+1 _

( n )(k) S (m+1-n)nkl(n-k)
B (m+1)!
(m+1-nkl(n—-k)!

(m+D'(m+1-k)!
(m+1—n)'(m+1—k)'k'(n k)'
(m+1)! (m+1-k)!

(m+1—k)!k! (m+1-n)n-k)!
_ (m+1) (m+1—k)
— Uk n—k

On a bien I'égalité souhaitée.

m—k
(b) Montrons que si k et m sont deux entiers tels que 0 < k < malors ) _ (—l)f(m+].1_k) =(-)m k.
Jj=0
Soit donc k et m deux entiers tels que 0 < k < m.
Ona
=k j(m+1-k ekl m—k+1 j m—k+1
—Di(mrI=Ry 2 - DI |- (=1m
j;o(l)(j) j;o(j)(l) (-1

=1+ (_1))m—k+1 _ (_l)m—k+1
=0+ (_1)m—k+2
= (-nm*

On a donc bien I'égalité souhaitée.

(c) On souhaite exprimer pour tout n € N le nombre b,+; en fonction de a;.; et des nombres
bo, by, ..., b,. On sait que

n+l

anr =) (" )bk

k=

n
Z (n+l)bk + bn+1
k=0

on adonc

" (n+1
bpi1 = ans1— Z ( k )bk
k=0

(d) On va montrer

n
vneN, by=Y 1" *"|a
k=0 k

n
par récurrence forte sur n. Pour tout n € N, on pose HR(n):" b, = )_ (—1)”_’“(@ ai". Pour

n =0, HR(0) s’énonce by = ay ce qui est vrai.
Soit maintenant un entier n tel que Vk € [0, n], HR(k) est vraie, montrons que HR(n + 1) est
vraie c’est-a-dire que

ntl n+1
b1 = Z( Dt k( L )ak.

14



On utilise la question précédente pour écrire

n

bpy1 =aps1— Z (n;c—l)bk

k=0
n k

=anni— ) ("F) X (=D
k:O j=0

—cw—ZZ ("D g

n
=ann—) Y, ("D g

[V1: n

J=0k=j
n ] +1\(i+] j
= ey enposant i<k
n n—j
=ap1— ), (”]ﬂ)("“ ])( 1) a; en utilisant la question 4a
j=0i=0

S |

= Gny1 - Z (" Z ("D
=aps1— j;) (”;1)(—1)”‘jaj en utilisant la question 4b

—an+1+2(”“)( D" i*a
j=0

s 1
Z I’H— ( 1)}1 ]+1 ]

~.
:II

La propriété est héréditaire et initialisée. Par le principe de récurrence forte, elle est donc vraie
pour tout entier 7.

On considere la suite définie par (e;,) ,en définie par eg = 1 et Vn e N*, e, = ne,_1 + (—1)" et la suite
(fn) nen définie par
" n
VneN,f, = Z (k)ek.
k=0
5. Ona
e1=0,e;=0,e3=2, e, =9 et e5 =44.

On en déduit

— fo:e():l

— f1:€0+81:1

— f2260+261+62=2

— £=6
— fi=24
— f5=5!

6. Nous allons montrer que Vn € N, f,, = n!l. Pour cela, on va montrer que f,+; = (n+1) f;;. Comme
fo =1, on aura alors que (f;)en Vérifie la méme relation de récurrence que la factorielle et
comme les premiers termes sont identiques, on aura égalité.

On peut également montrer ceci par récurrence simple sur n. Linitialisation a été faite a la ques-
tion précédente, I'hérédité va découler du fait que f;,+1 = (n+1) f;, ce que nous allons donc mon-
trer maintenant.

15



Soit n e N, alors

n+1 1
forr =2 (" )ex
k=0
n+1 .
=eo+ ) ("} )ex
k=1
n+1 . ‘
=1+ ) (") (kex—1+(-D¥)
Z;{ . n+1 .
=1+ ("ker+ 3 () ED*
k=1 k=1
n+1 1 n+1 il ‘
1+ Y (ke + Y ()= F -
k=1 k=0
n+1
= 1+kz (" Nker— + (L+ (-1 -1
=1
_”“ (n+1)! .
T & k-Din+1-k) !
” (n+1)!
=y g tj=k-1
2 71— ])'e] en posant j
L n!
=(n+1) _
]X‘(’)]l(n ])l ]
=n+1)f,

Remarque : On peut s’éviter d’enlever le premier terme de la somme en remarquant que la rela-
tion e, = ne,—1 + (—1)" est également valable pour n = 0.

n n
7. Soit n € N. On a montré a la question 4 que si a, = ) (})bx, alors b, = Y (})(=1)"*a;. On a
k=0 k=0

fu= Z (})ex donc, d’apres la formule d’inversion de Pascal, on a

k=0
no=2 ()ED K f
k;O
= 2 (REDmE
k=0

( 1)n k

enposant j=n-k

(-D*
Lindice j étant muet, on a bien, pour tout n € N. e, = n! Z o
k=0 K
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