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Devoir surveillé 2.
Chaque résultat doit être justifié, les réponses doivent être soulignées ou encadrées. Les étapes des éventuels

calculs doivent apparaître sur la copie. On peut admettre un résultat ou une question en le précisant

explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation de la copie seront prises en

compte dans l’évaluation.

Exercice 1.

1. On considère les fonctions suivantes :

f :

{
R −→ R

x 7−→ 2− (x −1)2 et g :

{
R −→ R

x 7−→ e(x2)

On rappelle que e ≈ 2.7.

(a) Étudier f et g .

(b) Tracer f et g sur une même figure.

(c) f est-elle injective? surjective?

(d) g est-elle injective? surjective?

2. On considère les fonctions suivantes :

f1 :


R −→ R

x 7−→
{

g (x) si x É 1
f (x) si x > 1

, f2 :


R −→ R

x 7−→
{

f (x) si x É 0
g (x) si x > 0

et f3 :


R −→ R

x 7−→
{

f (x) si x É 1
g (x) si x > 1

3. f1 est-elle injective? surjective? bijective?

4. f2 est-elle injective? surjective? bijective?

5. f3 est-elle injective? surjective? bijective?
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Exercice 2.
Soit n ∈N et soit x un nombre réel non multiple de l’entier π.

1. On définit, pour n dansN∗, le produit Pn(x) par : Pn(x) =
n∏

k=1
cos

(
x

2k

)
(a) Exprimer sin

( x

2n−1

)
en fonction de cos

( x

2n

)
et sin

( x

2n

)
.

(b) Démontrer que 2sin
( x

2n

)
Pn(x) = sin

( x

2n−1

)
Pn−1(x).

(c) En déduire que sin
( x

2n

)
Pn(x) = 1

2n
sin(x)

2. Déterminer la limite de Pn(x) lorsque n tend vers +∞.

On rappelle que lim
u→0

sin(u)

u
= 1

3. Pour n dansN∗, soit

un =

√
2+

√
2+

√
2+·· ·+p

2 (n radicaux )

(a) i. Pour a ∈R, exprimer cos(2a) en fonction de cos2(a).

ii. Montrer que ∀n ∈N∗, un = 2cos
(

π
2n+1

)
(b) Pour n dansN∗, on pose vn = 1

2n

n∏
k=1

uk

En utilisant les questions précédentes, déterminer la limite de vn lorsque n →+∞.
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Exercice 3.

On pose pour tout x ∈R,

f (x) = 1p
x2 +x +1

1. Vérifier que l’on définit bien une fonction f de R dans R.

2. Résoudre l’équation a = f (x) en discutant suivant la valeur du réel a.

3. L’application est-elle injective, surjective, bijective ? Préciser Im( f ).

4. Vérifier que f induit une application bijective f̃ , dont on précisera les ensembles de départ et
d’arrivée.

5. Dresser le tableau de variations de f et retrouver, partiellement, le résultat de la question précé-
dente.
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Exercice 4.

Dans cet exercice, (bn)n∈N est une suite réelle et (an)n∈N est définie par

∀n ∈N, an =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk

1. Calculer explicitement a4 sans symbole
∑

.

2. Dans cette question seulement, on suppose que (bn)n∈N est une suite géométrique de raison
q ∈R et de premier terme b0. Pour n ∈N, calculer an en fonction de n, q et b0.

3. Dans cette question seulement, on suppose que (bn)n∈N est une suite arithmétique de raison
r ∈R et de premier terme b0.

(a) Démontrer que
n∑

k=0

(n
k

)
k = n2n−1.

(b) En déduire pour n ∈N une expression de an , en fonction de n,b0 et r .

4. Retour au cas général :

(a) Montrer que si k, n et m sont trois entiers tels que 0 É k É n É m alors
(m+1

n

)(n
k

)= (m+1
k

)(m+1−k
n−k

)
.

(b) Montrer que si k et m sont deux entiers tels que 0 É k É m alors
m−k∑
j=0

(−1) j
(m+1−k

j

)= (−1)m−k .

(c) Exprimer pour tout n ∈N le nombre bn+1 en fonction de an+1 et des nombres b0,b1, . . . ,bn .

(d) Montrer la formule d’inversion de Pascal :

∀n ∈N, bn =
n∑

k=0
(−1)n−k

(
n

k

)
ak

On considère la suite définie par (en)n∈N définie par e0 = 1 et ∀n ∈N?, en = nen−1 + (−1)n et la suite
( fn)n∈N définie par

∀n ∈N, fn =
n∑

k=0

(
n

k

)
ek .

5. Calculer ek pour k variant de 1 à 5 puis fk pour k variant de 0 à 5 ;

6. Déterminer une expression de fn en fonction de n.

7. En déduire que pour tout n ∈N, en = n!
n∑

k=0

(−1)k

k !
.
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Correction du devoir d’entraînement n 2

Je vous rappelle que vos pages doivent être numérotées (pas vos copies), que votre nom et votre
classe doivent apparaître sur les copies et que tout cela, ainsi que la mise en valeur des différents résul-
tats doivent être faits pendant le temps imparti. Le jour du concours, on vous demandera de poser le
stylo et de vous lever, il n’y aura pas moyen de grapiller ne serait-ce que quelques secondes.

Correction 1

1. (a) Pour tout x ∈R, on a f ′(x) =−2(x −1) donc f ′(x) Ê 0 ⇔ x É 1, on a donc

x

f ′(x)

f

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞
22

−∞−∞
Par ailleurs, pour tout x ∈R, on a g ′(x) = 2xex2

donc g ′(x) Ê 0 ⇔ x Ê 0, on a donc :

x

f ′(x)

f

−∞ 0 +∞

− 0 +
+∞+∞

11

+∞+∞

(b) On a la figure suivante :

x

y

Ici, il était essentiel de s’appliquer pour réussir la suite. Les deux graphes s’intersectent en le
point d’abscisse (0,1) (notamment) et en le point d’abscisse 1, le graphe de f est en dessous de
celui de g puisque f (1) = 2 < 2 = g (1).
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(c) La fonction f n’est pas injective car f (0) = f (2) = 1. On peut aussi raisonner avec le TVI :
1 ∈ f (]−∞,1[) =]−∞,2[ donc 1 admet un antécédent dans ]−∞,1[. De même, 1 ∈ f (]1,+∞[) =
] −∞,2[ donc 1 admet également un antécédent dans ]1,+∞[. Ces deux antécédents sont
distincts donc f n’est pas injective.

Elle n’est pas surjective car son image vaut ]−∞,2], le réel 3 (par exemple) n’admet donc pas
d’antécédent.

Attention à donner un vrai argument ! Me dire qu’elle n’est pas surjective car certains éléments
de son espace d’arrivée n’ont pas d’antécédent ou qu’elle n’est pas injective car certains éléments
ont deux antécédents distincts revient à me dire " elle n’est pas surjective/injective car elle n’est
pas surjective/injective.

(d) La fonction g n’est pas injective car g (−1) = g (1). On peut aussi appliquer le TVI deux fois :
2 ∈ f (]−∞,0[) =]1,+∞[ donc 2 admet un antécédent dans ]−∞,0[. De même, 2 ∈ f (]0,+∞[) =
]1,+∞[ donc 2 admet également un antécédent dans ]0,+∞[. Ces deux antécédents sont dis-
tincts donc g n’est pas injective. Elle n’est pas surjective car son image vaut [1,+∞[ ou bien
car 0 n’admet pas d’antécédent puisqu’une exponentielle est toujours strictement positive.

2. On a f (1) = 2 6= g (1) donc f1 n’est pas continue. D’après l’étude faite précédemment, on a

x

f1

−∞ 0 1 +∞
+∞+∞

11

e 2

−∞−∞

et la figure suivante :

x

y

D’après le tableau de variations, on a Im( f1) = [1,+∞[∪]−∞,2[= R et f1 est surjective. Elle n’est

pas injective car g (−1) = g (1) ou bien :
3

2
∈ f1(]0,1[) =]1,2[ et

3

2
∈ f1(]1,+∞[) =]−∞,2[. Ainsi,

3

2
admet (au moins) deux antécédents distincts donc f1 n’est pas injective.

Certains ont raisonné avec l’équation f (x) = a mais en raisonnant avec x alors que l’on cherche
précisément à savoir si x existe, c’est donc sur a qu’il faut raisonner ! Voilà comment vous auriez pu
rédiger :

Soit a ∈R, on étudie l’équation f1(x) = a.
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— si a ∈]−∞,1[, alors a ∉ f1(]−∞,1]), on cherche donc une solution à f1(x) = a dans ]1,+∞[. Or
f1|]1,+∞[ = f |]1,+∞[ donc

f1(x) = a ⇔ f (x) = a
⇔ 2− (x −1)2 = a
⇔ (x −1)2 = 2−a
⇔|x −1| =p

2−a
⇔ x −1 =p

2−a car on résout sur ]1,+∞[
⇔ x = 1+p

2−a

— Si a ∈]1,2[, alors

f1(x) = a ⇔ f (x) = a ou g (x) = a

⇔ (
2− (x −1)2 = a et x > 1

)
ou

(
ex2 = a et x É 1

)
⇔ x −1 =±p2−a ou x2 = ln(a)
⇔ x = 1+p

2−a ou x =±pln(a)

— Enfin, si a ∈]2,+∞[, alors a ∈ f1(]−∞,1[) et f1|]−∞,1[ = g |]−∞,1[ et on cherche à résoudre dans
]−∞,1[. On a

f1(x) = a ⇔ g (x) = a

⇔ ex2 = a
⇔ x2 = ln(a) car a > 0
⇔ x =±pln(a)
⇔ x =−pln(a) car on résout sur ]−∞,1[

On a montré que pour tout a ∈ R l’équation f1(x) = a admet toujours une solution donc f1 est
surjective. En revanche, elle admet parfois plusieurs solutions distinctes, elle n’est donc pas in-
jective.

3. On a f (0) = g (0) = 1 donc f2 est continue. D’après l’étude faite précédemment, on a :

x

f2

−∞ +∞

−∞−∞
+∞+∞

0

1

et la figure suivante :
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x

y

La fonction f2 est strictement croissante donc injective. Son image vaut R, elle est donc bijective.

4. On a f (1) 6= g (1) donc f3 n’est pas continue. D’après l’étude faite précédemment, on a :

x

f3

−∞ 1 +∞

−∞−∞
2

e

+∞+∞

x

y

La fonction f3 est strictement croissante donc injective. Son image vaut ]−∞,2]∪]e,+∞, elle n’est
donc pas surjective.
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Correction 2 Soit n ∈N et soit x un nombre réel non multiple de l’entier π.

1. On définit, pour n dansN∗, le produit Pn(x) par :

Pn(x) =
n∏

k=1
cos

(
x

2k

)
(a) Exprimer sin

( x

2n−1

)
en fonction de cos

( x

2n

)
et sin

( x

2n

)
. On a

sin
( x

2n−1

)
= sin

(
2

x

2n

)
= 2sin

( x

2n

)
cos

( x

2n

)
(b) Démontrer que 2sin

( x
2n

)
Pn(x) = sin

(
x

2n−1

)
Pn−1(x).

2sin
( x

2n

)
Pn(x) = 2sin

( x

2n

) n∏
k=1

cos

(
x

2k

)
= 2sin

( x

2n

)
cos

( x

2n

)
︸ ︷︷ ︸

=sin

(
2.

x

2n

)
n−1∏
k=1

cos

(
x

2k

)
.

On a donc bien l’égalité souhaitée.

De manière générale, on évite les quotients quand ce n’est pas indispensable et si on le fait, on
s’assure qu’on ne divise pas par une quantité qui peut s’annuler.

(c) En déduire que

sin
( x

2n

)
Pn(x) = 1

2n
sin(x)

D’après la question précédente, la suite
(
sin

( x
2n

)
Pn(x)

)
n∈N est géométrique de raison

1

2
et de

premier terme cos
(x

2

)
sin

(x

2

)
(correspondant à n = 1). Or sin(x) = sin

(
2.

x

2

)
= 2cos

(x

2

)
sin

(x

2

)
donc cos

(x

2

)
sin

(x

2

)
= 1

2
sin(x). On en déduit que pour tout n ∈N,

sin
( x

2n

)
Pn(x) =

(
1

2

)n−1

× 1

2
sin(x) = 1

2n
× sin(x).

J’ai vu de la récurrence, ou de la récurrence descendante... pourquoi pas.

2. Déterminer la limite de Pn(x) lorsque n tend vers +∞.
On écrit

Pn(x) = 1

2n
sin(x)× 1

sin
( x

2n

) = sin(x)

x
×

x
2n

sin
( x

2n

) .

Or, quand n tend vers +∞, lim
n→+∞

x

2n
= 0 donc, par composition de limites, on a lim

n→+∞
sin

( x
2n

)
x

2n

= 1.

On en déduit que lim
n→+∞Pn(x) = sin(x)

x
.

Celle-là vous a posé pas mal de problème...

3. Pour n dansN∗, soit :

un =

√
2+

√
2+

√
2+·· ·+p

2 (n radicaux )

(a) i. Pour a ∈R, exprimer cos(2a) en fonction de cos2(a).
On a cos(2a) = 2cos2 a −1.
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ii. Montrer que :

∀n ∈N∗, un = 2cos
( π

2n+1

)
On va le montrer par récurrence sur n. Pour tout n ∈N?, on pose HR(n) : " un = 2cos

(
π

2n+1

)
".

Initialisation : On a u1 =
p

2 et 2cos
π

22
=p

2 donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : Soit n ∈ N tel que HR(n) est vraie, montrons que un+1 = 2cos
( π

2n+2

)
. On re-

marque que un+1 =
p

2+un , on a donc, en appliquant l’hypothèse de récurrence au rang
n :

un+1 =
√

2+2cos
( π

2n+1

)
=

√√√√√4

1+cos
(

π
2n+1

)
2

= 2

√√√√1+cos
(

π
2n+1

)
2

.

En utilisant la question précédente, on a donc

un+1 == 2

√
cos2 π

2n+2
=

∣∣∣cos
( π

2n+2

)∣∣∣ .

Reste à remarque que
π

2n+2
∈

[
−π

2
,
π

2

]
donc cos

( π

2n+2

)
est positif.

On a donc
un+1 = 2cos

( π

2n+2

)
,

ce qui achève de montrer l’hérédité.

Par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n ∈N,

un = 2cos
( π

2n+1

)
.

Vous allez me trouver dur mais le seul point difficile (quand on avait la question précédente)
était de justifier correctement l’hérédité expliquant pourquoi la racine carrée de cos2 était cos,
j’ai donc mis 0 quand vous avez appliqué la racine sans réfléchir.

(b) Pour n dansN∗, on pose :

vn = 1

2n

n∏
k=1

uk

En utilisant les questions précédentes, déterminer la limite de vn lorsque n →+∞.

On remplace uk par son expression :

vn = 1

2n

n∏
k=1

2cos

(
π

2k+1

)
=

n∏
k=1

cos

(
π

2k+1

)
= Pn

(π
2

)
.

Or lim
n→+∞Pn(x) = sin(x)

x
, on a donc

lim
n→+∞vn = sin

(
π
2

)
π
2

= 2

π
.
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Correction 3 On pose pour tout x ∈R,

f (x) = 1p
x2 +x +1

1. Pour tout x ∈ R, x2 + x +1 =
(

x + 1

2

)2

+ 3

4
> 0 donc le dénominateur ne s’annule pas et la racine

carrée est bien définie, f est bien définie sur R. On peut aussi calculer le discriminant qui est
strictement négatif.

certains vérifient seulement que le dénominateur ne s’annule pas ou que ce qu’il y a sous la racine
est positif.

2. On commence par remarquer que si a É 0, a n’a pas d’antécédent par f . Soit a ∈R?+,

ment f (x) = a ⇔ a
p

x2 +x +1 = 1
⇔ a2(x2 +x +1) car a est positif donc les deux membres le sont
= a2x2 +a2x + (a2 −1)

Le discriminant du polynôme (de degré 2 car a 6= 0) vaut a4 −4a2(a2 −1) = 4a2 −3a4.

Si 4a2 −3a4 < 0 c’est-à-dire si a > 2p
3

, alors a n’a pas d’antécédent puisque le polynôme n’a pas

de racine réelle. Si a ∈
]

0,
2p
3

]
, alors

f (x) = a ⇔ x = −a2 ±
p

4a2 −3a4

2a2
=−1

2
± 1

2a

√
4−3a2

et f (x) = a admet deux solutions réelles, éventuellement confondues.

Rédaction catastrophique sur cette question avec des hypothèses sur a pas bien claires (voire des
hypothèses sur x !? ! ?

3. D’après le travail fait à la question précédente, on voit que f n’est pas injective puisque pour

a ∈
]

0,
2p
3

[
, a possède deux antécédents distincts. L’application n’est pas surjective car les réels

négatifs n’ont pas d’antécédent par f . On a montré à la question précédente que a admet un an-

técédent par f si et seulement si a ∈
]

0,
2p
3

]
donc Im( f ) =

]
0,

2p
3

]
.

Je crois qu’il n’y a qu’une copie où j’ai vu une justification correcte de l’image, la plupart m’ont
simplement dit "on a ".

4. On remarque que si a ∈
]

0,
2p
3

]
, alors f (x) = a admet deux solutions : −1

2
± 1

2

p
4−3a2 et il est

clair que une et une seule de ces solutions est supérieur à −1

2
. On en déduit que f̃ = f |

]
0,

2p
3

]
[
−

1

2
,+∞

[
est bijective

5. Pour tout x ∈R, f (x) = (1+x +x2)−1/2 donc

∀x ∈R, f ′(x) =− 1+2x

2(1+x +x2)3/2
.
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On en déduit que f ′(x) Ê 0 ⇔ x É −1

2
. Les limites en ±∞ sont nulles et f

(
−1

2

)
= 2p

3
. On a donc

le tableau de variations suivant :

x

f ′(x)

f

−∞ −1

2
+∞

+ 0 −

00

2p
3

2p
3

00

On peut aussi, s’éviter une dérivée sur laquelle on risque de faire des erreurs de calcul en disant

que x 7→ x2 + x +1 est décroissante sur ]−∞,−1

2
[ et croissante sur ]− 1

2
,+∞[ (d’après l’étude du

polynôme faite précédemment) donc, par croissance de la racine et décroissance de la fonction
inverse, on a le tableau de variations de f .

La fonction f est strictement croissante sur

[
−1

2
,+∞

[
donc injective et

f

([
−1

2
,+∞

[)
=

]
0,

2p
3

]

donc f induit une bijection de

[
−1

2
,+∞

[
vers

]
0,

2p
3

]
ce qui est cohérent avec ce que l’on a

trouvé à la question précédente.
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Correction 4

1. On a a4 = b0 +4b1 +6b2 +4b3 +b4.

Étonnamment, beaucoup d’erreurs sur cette question.

2. Dans cette question seulement, on suppose que (bn)n∈N est une suite géométrique de raison
q ∈R et de premier terme b0.
Pour tout n ∈N, bn = b0qn . Soit n ∈N,

an =
n∑

k=0

(
n

k

)
b0qk ) = b0

(
1+q

)n

.

certains ont mélangé avec la somme géométrique...

3. Dans cette question seulement, on suppose que (bn)n∈N est une suite arithmétique de raison
r ∈R et de premier terme b0.
On a donc ∀n ∈N,bn = nr +b0.

(a) Soit n ∈N. Démontrons que
n∑

k=0

(n
k

)
k = n2n−1.

On peut considérer la fonction f : x 7→ (1+x)n et remarquer que
n∑

k=0

(n
k

)
k = f ′(1). Or pour tout

x ∈R, f ′(x) = n(1+x)n−1, on a donc
n∑

k=0

(n
k

)
k = n2n−1.

On peut aussi le montrer directement. La formule est vraie pour 0, on suppose n Ê 1 :

n∑
k=0

(n
k

)
k =

n∑
k=1

(n
k

)
k

=
n∑

k=1

n!

k !(n −k)!
×k

=
n∑

k=1

n!

(k −1)!(n −k)!

=
n−1∑
j=0

n!

j !(n −1− j )
en posant j = k −1

= n
n−1∑
j=0

(n −1)!

j !(n −1− j )!

= n
n−1∑
j=0

(n−1
j

)
= n2n−1

Beaucoup de tentatives d’arnaques là aussi ! Plutôt que de faire de mémoire en écrivant des trucs
faux, assurez-vous que chaque étape est juste.

(b) En déduire pour n ∈N l’expression de an en fonction de n,b0 et r .

Soit n ∈N, alors

an =
n∑

k=0

(n
k

)(
kq +b0

)
= q

n∑
k=0

(n
k

)
k +b0

n∑
k=0

(n
k

)
= qn2n−1 +b02n

4. Retour au cas général :
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(a) Montrons que si k, n et m sont trois entiers tels que 0 É k É n É m alors
(m+1

n

)(n
k

)= (m+1
k

)(m+1−k
n−k

)
.

Soit k, n et m trois entiers tels que 0 É k É n É m. On a alors

(m+1
n

)(n
k

) = (m +1)!n!

(m +1−n)!n!k !(n −k)!

= (m +1)!

(m +1−n)!k !(n −k)!

= (m +1)!(m +1−k)!

(m +1−n)!(m +1−k)!k !(n −k)!

= (m +1)!

(m +1−k)!k !
× (m +1−k)!

(m +1−n)!(n −k)!
= (m+1

k

)(m+1−k
n−k

)
On a bien l’égalité souhaitée.

(b) Montrons que si k et m sont deux entiers tels que 0 É k É m alors
m−k∑
j=0

(−1) j
(m+1−k

j

)= (−1)m−k .

Soit donc k et m deux entiers tels que 0 É k É m.

On a
m−k∑
j=0

(−1) j
(m+1−k

j

) =
(

m−k+1∑
j=0

(m−k+1
j

)
(−1) j

)
− (−1)m−k+1

= (1+ (−1))m−k+1 − (−1)m−k+1

= 0+ (−1)m−k+2

= (−1)m−k

On a donc bien l’égalité souhaitée.

J’ai eu le sentiment que −(−1)m−k+1 = (−1)m−k en avez fait douter quelques uns...

(c) On souhaite exprimer pour tout n ∈ N le nombre bn+1 en fonction de an+1 et des nombres
b0,b1, . . . ,bn . On sait que

an+1 =
n+1∑
k=0

(n+1
k

)
bk

=
n∑

k=0

(n+1
k

)
bk +bn+1

on a donc

bn+1 = an+1 −
n∑

k=0

(
n +1

k

)
bk .

Mais pourquoi vous m’enlevez le signe somme et vous mettez des points de suspension ? ?? com-
ment pouvez-vous penser que je vais préférer... ?

(d) On va montrer

∀n ∈N, bn =
n∑

k=0
(−1)n−k

(
n

k

)
ak

par récurrence forte sur n. Pour tout n ∈ N, on pose HR(n) : " bn =
n∑

k=0
(−1)n−k

(n
k

)
ak ". Pour

n = 0, HR(0) s’énonce b0 = a0 ce qui est vrai.

Soit maintenant un entier n tel que ∀k ∈ J0,nK, HR(k) est vraie, montrons que HR(n +1) est
vraie c’est-à-dire que

bn+1 =
n+1∑
k=0

(−1)n+1−k

(
n +1

k

)
ak .
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On utilise la question précédente pour écrire

bn+1 = an+1 −
n∑

k=0

(n+1
k

)
bk

= an+1 −
n∑

k=0

(n+1
k

) k∑
j=0

(k
j

)
(−1)k− j a j

= an+1 −
n∑

k=0

k∑
j=0

(n+1
k

)(k
j

)
(−1)k− j a j

= an+1 −
n∑

j=0

n∑
k= j

(n+1
k

)(k
j

)
(−1)k− j a j

= an+1 −
n∑

j=0

n− j∑
i=0

(n+1
i+ j

)(i+ j
j

)
(−1)i a j en posant i = k − j

= an+1 −
n∑

j=0

n− j∑
i=0

(n+1
j

)(n+1− j
i

)
(−1)i a j en utilisant la question 4a

= an+1 −
n∑

j=0

(n+1
j

)n− j∑
i=0

(n− j+1
i

)
(−1)i a j

= an+1 −
n∑

j=0

(n+1
j

)
(−1)n− j a j en utilisant la question 4b

= an+1 +
n∑

j=0

(n+1
j

)
(−1)n− j+1a j

=
n+1∑
j=0

(n+1
j

)
(−1)n− j+1a j

La propriété est héréditaire et initialisée. Par le principe de récurrence forte, elle est donc vraie
pour tout entier n.

Très peu traitée pourtant tout a été fait avant.

On considère la suite définie par (en)n∈N définie par e0 = 1 et ∀n ∈N?, en = nen−1 + (−1)n et la suite
( fn)n∈N définie par

∀n ∈N, fn =
n∑

k=0

(
n

k

)
ek .

5. On a
e1 = 0, e1 = 0, e3 = 2, e4 = 9 et e5 = 44.

On en déduit
— f0 = e0 = 1
— f1 = e0 +e1 = 1
— f2 = e0 +2e1 +e2 = 2
— f3 = 6
— f4 = 24
— f5 = 5!
Là encore, je suis étonnée du nombre d’erreurs qui découlent d’une mauvaise compréhension de la
définition de ces deux suites.

6. Nous allons montrer que ∀n ∈N, fn = n!. Pour cela, on va montrer que fn+1 = (n +1) fn . Comme
f0 = 1, on aura alors que ( fn)n∈N vérifie la même relation de récurrence que la factorielle et
comme les premiers termes sont identiques, on aura égalité.

On peut également montrer ceci par récurrence simple sur n. L’initialisation a été faite à la ques-
tion précédente, l’hérédité va découler du fait que fn+1 = (n+1) fn ce que nous allons donc mon-
trer maintenant.
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Soit n ∈N, alors

fn+1 =
n+1∑
k=0

(n+1
k

)
ek

= e0 +
n+1∑
k=1

(n+1
k

)
ek

= 1+
n+1∑
k=1

(n+1
k

)(
kek−1 + (−1)k

)
= 1+

n+1∑
k=1

(n+1
k

)
kek−1 +

n+1∑
k=1

(n+1
k

)
(−1)k

= 1+
n+1∑
k=1

(n+1
k

)
kek−1 +

n+1∑
k=0

(n+1
k

)
(−1)k −1

= 1+
n+1∑
k=1

(n+1
k

)
kek−1 + (1+ (−1))n+1 −1

=
n+1∑
k=1

(n +1)!

(k −1)!(n +1−k)
ek−1

=
n∑

j=0

(n +1)!

j !(n − j )!
e j en posant j = k −1

= (n +1)
n∑

j=0

n!

j !(n − j )!
e j

= (n +1) fn

Remarque : On peut s’éviter d’enlever le premier terme de la somme en remarquant que la rela-
tion en = nen−1 + (−1)n est également valable pour n = 0.

Ceux qui ont remarqué que fn = n! se sont arrêtés là...

7. Soit n ∈ N. On a montré à la question 4 que si an =
n∑

k=0

(n
k

)
bk , alors bn =

n∑
k=0

(n
k

)
(−1)n−k ak . On a

fn =
n∑

k=0

(n
k

)
ek donc, d’après la formule d’inversion de Pascal, on a

en =
n∑

k=0

(n
k

)
(−1)n−k fk

=
n∑

k=0

(n
k

)
k !(−1)n−k

= n!
n∑

k=0

(−1)n−k

(n −k)!

= n!
n∑

j=0

(−1) j

j !
en posant j = n −k

L’indice j étant muet, on a bien, pour tout n ∈N. en = n!
n∑

k=0

(−1)k

k !
..
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