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Devoir surveillé 1.

Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat

ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation

de la copie seront prises en compte dans 'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1.
Qu’est-ce qui est faux dans le raisonnement suivant :

" On considere I'ensemble des éléves d'un lycée, montrons qu'’ils ont tous les yeux de la méme cou-
leur. On prend un éleve, il a les yeux de la méme couleur que lui-méme, la propriété est vraie pour une
classe comptant un unique éleve. Soit n un entier supérieur ou égal a 1, on suppose que tout groupe de
n éléves a les yeux de la méme couleur. On se donne un groupe de n + 1 éleves, que I'on ordonne de 1 a
n+1. On considere les n premiers; par hypothese de récurrence, tous ces éléves ont les yeux de la méme
couleur”. On considére maintenant les n derniers, ils ont tous, par hypothese de récurrence, la méme
couleur d’yeux. Or, les deux ensembles contiennent nécessairement un éléve en commun (par exemple
le deuxieme), qui a donc les yeux de la méme couleur que les n premiers et que les n derniers, on en
déduit donc que tous les éleves ont les yeux de la méme couleur."

Exercice 2.

Sur une ile, on trouve deux sortes de personnes (et seulement deux) : les sinceres, qui disent toujours la
vérité, et les menteurs, qui mentent toujours. Alice, Julien, Mei, David, Emilie, Ghali et Gauthier habitent
sur cette ile.

— Alice déclare a Julien : « L'un d’entre nous deux au moins est un menteur ».

— Mei déclare : « Je suis menteuse ou David est sincere ».

— Gauthier déclare a Ghali et Emilie : « Nous sommes tous des menteurs ».

— Ghali déclare a Gauthier et Emilie : « Un et un seul d’entre nous est sincere ».

Montrer par I'absurde qu’Alice est sincere.
Qu’en est-il de Julien?
Montrer que Mei est sincere.

Qu’en est-il de David ?

ok W

Déterminer a quelle catégorie de personnes (sincere ou menteur) appartiennent Gauthier, Ghali
et Emilie.

Exercice 3.

1. Résoudre |x+4| < |2x-3]|.

2. Montrer que tout nombre entier naturel non nul peut s’écrire comme la somme de puissances
de 2 distinctes (par exemple : 57 = 1+ 8+ 16 + 32 = 20 + 23 + 2% + 25). On pourra raisonner par
récurrence forte sur n.



Exercice 4.

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f: R — R telles que :
Vi) eR? flx—f)=1-x-y. (E)

1. On suppose qu’il existe une fonction f vérifiant (E).

(a) Montrer que :
VieR, f(r)=1-t- f(0).

(b) Montrer qu’il existe b € R tel que :

VxeR, f(x)=—-x+D.

2. Conclure.

Exercice 5.

Onpose F={z€C, ¥m(z) >0}, G={z€C,|z| <1} et hla fonction définie sur par

1
VzeC\{l},h(z):i1+z

1. Montrer que z € iR < |h(z)| = 1.
2. Pour tout z € C\ {1}, exprimer Ze(h(z)) et £ m(h(z)) en fonction de . m(z),|z| et |1 — z|.
3. Soit z € C\ {1}. Montrer que |z| =1 & h(z) € R.
4. Montrerque ze G < h(z) € F.
5. Soit a € C. Résoudre I'’équation d'inconnue z € C\ {1} : h(z) = a.
Exercice 6.

T
3
Soit [ = f cos? xdx. On souhaite calculer cette intégrale.
0
1. Premiere méthode
(@) Pour tout x € R, exprimer cos?(x) al’aide de cos(2x).
(b) Déterminer la valeur de I.
2. Deuxieme méthode :

/4
(a) Poserle changement de variable u = 57 x dans I.

(b) Calculer 21 puis 1.
Exercice 7. 5
(1+iv3)

Mettre ——
1-i*

sous forme algébrique.
Exercice 8.

Simplifier au maximum I’expression

V11 +6v2
3+2v2



Exercice 9. On consideére la fonction suivante :

f e* -1
e*—x

On notera € la courbe représentative de f.
1. On considere la fonction suivante :
[ RY — R
81 x — ef—x-1"
(a) Déterminer les variations de g.
(b) En déduire le signe de g.
2. On considere la fonction suivante :
Rt — R
h: X .
x — (2-x)e*-1
(a) Ftudier la fonction & et dresser son tableau de variations.
(b) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une unique solution a > 1.
(c) Préciser, en fonction de x, le signe de h(x).
3. (a) Montrer que la fonction f est bien définie sur R™*.
(b) Déterminer la limite en +oo de f.
(c) Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

(d) Dresser le tableau de variations de f.

(e) En utilisant la fonction g, déterminer, suivant les valeurs de x € R*, la position relative de €
par rapport a la droite d’équation y = x.

(f) Tracer € ainsi que la droite d’équation y = x.

n
4. Onpose:VneN, un:f (f(x)—1)dx.
0

(a) Déterminer une primitive de f.
(b) En déduire, pour tout n € N, une expression de u, en fonction de n.

(c) Déterminer la limite de (;,) zen.



CorrectionduDSn 1

Correction 1 L'hérédité n'est valable que si n+ 1 = 3 donc n = 2. En effet, il faut que les deux ensembles
" n premiers " et "n derniers" aient une intersection non vide (c’est-a-dire qu’ils aient au moins un éléve
en commun). Comme on a initialisé a n =1 (et que c’est faux a n = 2), le raisonnement est faux.

Correction 2 1. On suppose, par I'absurde, qu’Alice ment. Son affirmation est donc fausse. Or, si
elle ment, son affirmation est vraie ce qui est absurde.

2. On sait désormais qu’Alice est sincere, elle dit donc la vérité. Par conséquent, le menteur d’entre
les deux ne peut étre que Julien.

3. On suppose, par I'absurde, que Mei ment. Son affirmation est donc fausse. Or, la négation de son
affirmation est " je suis sincere et David ment" et cette affirmation est fausse puisque la premiere
partie ("je suis sinceére") est fausse.

4. On sait, d’apres la question précédente, que Mei est sincere. On en déduit donc que c’est la
deuxieme partie de 'affirmation "David est sincére" qui est vraie dans I'affirmation de Mei.

5. Si Gauthier dit la vérité, I'affirmation "nous sommes tous des menteurs" est vraie, ce qui est ab-
surde. On en déduit donc que Gauthier ment. Si Ghali ment, son affirmation est fausse : ilya donc
que des menteurs ou au moins deux sinceres; Les trois amis ne peuvent tous étre des menteurs,
sinon I'affirmation de Gauthier serait vraie. On en déduit qu’il y a au moins deux personnes sin-
ceres ce qui impose Ghali (et Emilie) sinceres. C’est absurde car on a supposé que Ghali mentait.
On en déduit que Ghali dit la vérité. Son affirmation étant vraie, Emilie ne peut étre sincere, c’est
donc une menteuse.

Correction 3 1. On proceéde par disjonction de cas:

. 3
— Sixe —4,5 , alors

|x +4| < |2x—3|©x+4<3—2x©x<—%
— Six < —4, alors
Ix+4|<|2x-3]©-x-4<3-2x© x<7,
ce qui est toujours vrai.
— Six>§,alors
|x+4|<|2x-3| o x+4<2x-3x>7.

On en déduit que I'ensemble des solutions est

On peut également raisonner par équivalence :

|x+4|<|2x—3]

|x+4]% < [2x-32 par positivité des deux membres
X2 +8x+16<4x>—12x+9

0<3x>-20x-7

(T

1
On calcule le discriminant A = 484 = 4x121 = (22)2. On obtient les racines -3 et 7 et le polynome
est positif sauf entre les deux racines ce qui est cohérent avec ce que I'on vient de montrer.



2. Pour tout n € N*, on pose HR(n) :" n peut s'écrire comme la somme de puissances de 2 dis-
tinctes".
Pour n =1, on a 1 = 2° donc le résultat est initialisé. Soit n € N* tel que Vk € [1,n], HR(k) soit
vraie. Montrons que HR(n + 1) I'est aussi. On procede par disjonction de cas :

. g n+1 . , X
— Sin+1estpair, il s'écritn+1=2qgavec g < — < n. On peut donc appliquer I'hypothese de

récurrence a q : il existe a; <... < a, telque g =2 +...+2%. On a alors
n+1=24%4 420+l

et les puissances sont bien distinctes.

— Sin+1 estimpair, il existe g e Ntel que n+1=2g+ 1 donc g < n et, a nouveau, on peut

n+1
— Sin+1estpair,ils'écritn+1=2qgavec g < — < n. On peut donc appliquer I'hypothese de

récurrence a q : il existe a; < ... < a, telque g =2 +...+2% . On a alors
n+l=20%y  goartl ) =0 patly |y partl

et, a nouveau, les puissances sont bien distinctes puisque'onaO<a; +1<...<a, + 1.
Par le principe de récurrence forte, on a montré que la propriété est vraie pour tout entier n non
nul.

Beaucoup d’erreurs de rédaction dans cette question :

— Si vous posez HR(n) :" tout entier naturel est somme de racines distinctes", il y a deux problémes :
d’abord la phrase HR(n) ne dépend pas de n, ensuite si HR(n) est vraie, que reste-t-il a montrer?

— Pour I'hérédité, certains supposent qu'il existe k € [1, n] tel que HR(k) est vraie (qu'est-ce que n?),
d'autres que pour tout k € [1, n]], HR(k) est vraie (mais qu'est-ce que n ??).

— Enfin, pour I'hérédité, il faut s'assurer que les puissances sont distinctes, ce qui est clair en faisant
la disjonction de cas n+ 1 pair/impair. Si vous raisonnez avec n (donc vous faites une récurrence
simple), vous devez justifier que ¢ca marche bien si n est impair (car alors, on a déja un 2° dans la
somme égale a n). De méme si vous posezn+1 = a+ b, que se passe-t-il si a et b ont des puissances
de?2 en commun?

Correction 4 1. (@) Pour y=0,0na:
VxeR, f(x-f(0)=1-x

Soit t € R, alors

f@O=7(+f0)-f0O)=1-(t+f(0).

On a donc bien
VieR, f(H)=1-t— f(0)

On peut aussi poser x = f(y), on a donc

VyeR f(O)=1-f(y)-y
d’ou

VyeR f(y)=1-f(0) -y,
puis

VieR, f(t)=1-1- f(0).

(b) Onpose b=1- f(0), on abien
VxeR, f(x)=-x+b.



2. La premiere question était la phase d’analyse, faisons maintenant la synthese. Soit donc b € R et
f:x— b—zx, f est-elle solution de (E)? Soit (x, y) € R?, alors

flx=f)=b=(x-f)=b-(x-(b-y))=2b-x-,

1
On a donc f solution de (E) si et seulement si b = > donc

1
X——-—X
! 2

beaucoup ont reconnu une analyse/synthese mais peu ont remarqué qu'il y avait une condition sur b
pour que f soit solution

Correction 5 1. Soit ze C\{1}.
i(l1+2)

|h(z)| =1

-z
o |l+z|l=]1-2

La on peut raisonner géométriquement et dire que c’est équivalent a ce que I'image M(z) de z

appartienne a la médiatrice des images de 1 et —1, autrement dit ’axe des ordonnées. On peut

aussi poser z = a + i b, passer aux carrés (on conserve I’équivalence) et arriver a a = 0.

Si vous posez z = ib, vous supposez I'une des deux propositions vraies (z € iR), vous ne montrez
donc qu’'une implication.

2. Soit ze C\ {1}, alors

i1+Z 3 il+2)(1-2)

-2z 11— z?
B il-Z+z-z»
T n=zP
_i(l-1z*+2i.Fm(2)
) 1- 2P
_ —29m(2) +i(l—|z%)
) 11— 2P
4 1-1z2
On adonc Ze(h(z)) = —m(zz) et Imh(z)) = ( |Z|2)
I11-2] 11— 2|

3. Soit z € C\ {1}. D’apres la question précédente,
lzl=1o Fm(h(z)) =0« h(z) €R
4. Soit z € C\ {1}. Toujours en utilisant la forme algébrique de h(z) :
zeGolzl<lol-zP>0o Im(h(z) >0 h(z) € F.

5. Soit a € C, on raisonne par équivalence :

h(z)=a <i(z+1)=a(l-2)
o (i+a)z=a-1i
a—1i
Si a = —i,1'équation n’a pas de solution. Si a # —i, elle admet une unique solution égale a —.

a+i
On ne divise pas par a + i sans se demander AVANT si a+ i peut étre nul!!!

cos(2x)+1

Correction 6 1. (a) Pour tout x € R, cos?(x) = >



(b) On adonc
o

0 4

sin(2x) x

4 2

I:fz (cos(Zx)+1) doc =
0 2

Si on ne connait pas ses formules trigo, on retrouve celle-ci facilement en calculant cos(2x) =

cos(x + x). Vous n'avez donc aucune excuse. Je ne parle méme pas des erreurs pour intégrer cos(2x)

1
ou méme >

b4 . T b4 .
2. (a) On pose u = 5" X, u varie de 2 a0, du=—-dxetcos (E - u) =sin(u) donc

0 3
I:f sinz(u)(—du):f sin®(u)du
z 0

2

je voulais tester si vous saviez faire un changement de variable dans une intégrale... sans com-
mentaire.

(b) Comme u est une variable muette, on a

Bl

2 .,
I:f sin“(x)dx
0

donc . x e
zjzfz cosz(x)dx+f2 sinz(x)dx=f2 (cos*(x) + sin®(x)).dx
0 0 0

Or, pour tout x € R, cos?(x) + sin?(x) = 1 donc

/4
21 =—.
2

/1
On retrouve bien que I = T

On a fait ¢a plusieurs fois déja : on trouve une autre expression d’'un objet et on le somme avec la
premiére. Pourquoi, vous ferait-on calculer 21 si c’était pour faire la méme manipulation que dans
la premiére question ?

Correction 7 1l faut commencer par calculer les formes exponentielles du numérateur et du dénomina-

teur: s .
(1+iv3)” (2e””3)5 _ 25¢5im/3

(1-19)* _(\/Ee—in/4)4 22p-in

)

on a donc s
1+iv3 .
(1+ivs) _ ) _ 86573 = —4 +4iV/3
1-i*
Je pensais que le puissance 5 vous découragerez et que vous chercheriez autre chose que de développer!
Le plus rapide était de passer a la forme exponentielle.

Correction 8 On peut écrire
11+6V2=3*+6V2+2=(3+v2)*

et
3+2vV2=1+2V2+2=(1+V2)?

V11+6v2 3+V2
3+2v2 1+V2

donc

4



puis on multiplie par la quantité conjuguée pour obtenir

—WZZ\/E_]..

V3+2V2

On peut aussi commencer par multiplier la quantité conjuguée :

11+6v2

— T -9-42,
3+2v2

puis on écrit

9-4v2=8-4V2+1=(2V2-1)?

V11+6v?2
V3+2V2

Je crois que c'est Uexercice ot j'ai vu le plus de bétises! des racines qui disparaissent, desva+b = \/a+V'Db,
on multiplie par le dénominateur pour enlever la racine (mais on obtient alors un truc affreux en haut...
a reprendre donc!

on retrouve alors

=2v2-1

Correction 9 1. On consideére la fonction suivante :

[ RY — R
§: X — ef—x-1"

(a) Pour tout x =0, g’(x) = e*—1donc g'(x) =0, g est donc croissante.
(b) g est croissante sur R* et g(0) = 0 donc g est positive.
Il est inutile de calculer la limite de g en +oo

2. On considere la fonction suivante :

R* — R
h{ x — (2-xe‘-1"

(a) Pour tout x =0, h'(x) = (1 -x)e* donc h'(x) =0 < x < 1. On a donc le tableau de variations

suivant :
X 0 1 +00
k' (x) + 0 -
h 0 / \ —00

(b) On commence par remarquer que pour tout x € [0,1], h(x) > 0, 'équation h(x) = 0 n'ad-
met donc pas de solution sur [0,1]. Par ailleurs, la fonction % est continue et h([1, +oo[) =
] — 00, e —1]. Cet intervalle contient 0, 0 admet donc un antécédent par k. La fonction h étant
strictement croissante sur cet intervalle, cet antécédent est unique. On a montré que I'équa-
tion h(x) = 0 admet une unique solution a > 1.

Il ne faut pas oublier de traiter l'intervalle [0,1]. Pour la rédaction, jai été indulgente car nous
ne l'avions pas encore vu ensemble mais retenez que le TVI ne donne pas l'unicité! Ici le raison-
nement se fait en deux étapes : 0 admet un antécédent dans [1,+oo| et cet antécédent est unique
par stricte monotonie de la fonction.



(c) Onah(x)z0e x<a.
3. (a) Soit x € R*. Alors g(x) =0 donc e* — x = 1. On en déduit que le dénominateur de f ne s’annule
pas, elle est donc bien définie.

(b) Soit x € R™, on écrit
e—1 1-1/e"

fx)= -

—-x l-x/exX
. . . X .
Par croissances comparées,ona lim — =0donc lim f(x)=1.
x—+o0o0 gX X—+00

(c) Lafonction f est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur

h
ne s’annule pas. Pour tout x =0, ona f’(x) = —(ex (_x))c)z )
(d) D’apres1’étude de signe de h, on a
* 0 a +00
f, (x) + 0 _
f(@)
(e) On écrit:
flx)= e’ -1 >x
X)=2X = =
eX—x

(g +x)=(gx)+1x
<o (1-xgkx)=0
ox<lcarg=0

On en déduit que la courbe est au-dessus de la droite y = x pour x < 1 puis au-dessous.

(f) On ale dessin suivant :




Tracer € ainsi que la droite d’équation y = x.
n
4. Onpose:VneN, u, :f (f(x)—1)dx.
0
(a) Une primitive de f est x — In(e* — x) car Vx € R*, e* — x> 0.

(b) PourtoutneN,onau,=In(e" —n)—n.

(c) Soit neN, alors
e'"—n

u, =In(e" —n)—1In(e") = ln( ) =In(1-ne™")

donc lim u, =0 car, par croissances comparées, on alimne™" = 0.
n—+oo



