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TD 4 : Ensembles et applications.

& classique £ demande réflexion

1 Relations entre ensembles
Exercice 1. &

Montrer les égalités suivantes :

-11=

neN*

1 1
-1+—,1-—|et[-1,1]=
- n] L= 0

neN*

1 1
—1-=,1+4—
n n
Exercice 2. &
Soit E un ensemble. Montrer par un raisonnement direct puis par contraposée ’assertion

suivante :

Y(A,B) e #(E)?, (AnB=AUB)® A=B,

Exercice 3.
Montrer que {z€C,|z+i|=|z—i|} =R.

2 Images directe et réciproque par une application

Exercice 4.
Soit I'application de R dans R, f : x — x2.

1. Déterminer les ensembles suivants :
FU=3,-1D, f([=2,1]), f([-3,-1]U[-2,1]) et f([-3,-1]N[-2,1]).
2. Déterminer les ensembles suivants :
f10=00,2), f71(11,+00D), f7(1—00,21 N [1,+0o]) et ! (1—00,1]U[2,+0ol).

3 Détermination des propriétés d’'une fonction

Exercice 5.
Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives, bijectives :

]0, +OO[ - R+ [1, +OO[ -_— [R+
1 : 2 :
h X — X+ — f2 X — X+ —
X X
RZ — R?
3. j%:{ o
(x,y) — (x—-y,-2x+2y)

Exercice 6.

. X .. .
Soit f:]-1,1[- R, x—1In (r) Est-elle injective ? surjective?
X

Exercice 7. &

ixeO,
Soit f:10,1] — [0,1] telle que f(x) = o s% xe@
1-x sinon.

Démontrer que f o f = id. Que peut-on en déduire sur f?

4 Bijection induite et réciproque

Exercice 8.

2,+ - R
On considere I'application f :{ Ec ool

Montrer que f est injective.
— Vx2-4x+8 que f )

En déduire que f induit une bijection f sur un intervalle qu’on précisera et préciser la
bijection réciproque de f.

Exercice 9.

2
Soit f : R — R définie par f(x) = al

1+x%

1. f est-elle injective? surjective?

2. Montrer que f(R) = [-1,1].

[_ 1r ]-]

X —

—_—

[_ly ]-]
f(x)

4. Retrouver le résultat des deux questions précédentes en étudiant les variations de

f-

Exercice 10.
Soit f : R — R définie par f(x) =

3. Montrer que la restriction g : { . est une bijection.

1+ x|
1. Montrer que f induit une bijection f de Rvers]—1,1[.

2. Déterminer I'expression de ( f)_l ).



5 Exercices théoriques

Exercice 11. &
Soit f :N — N surjective telle que Vn e N, f(n) = n, montrer que f(0) = 0.

Exercice 12.
Soient E un ensemble et /i : E — E une application. Montrer que h? bijective implique &
bijective puis montrer que s'il existe n € N* tel que h" est bijective, alors h est bijective.

Exercice 13.
Soit E un ensemble et f : E — E une application telle que f = fo f o f. Montrer que

f injective < f surjective .

Exercice 14.
Soit f : X — Y. Montrer que pour tout B € 22(Y), f(f}(B)) = Bn f(X).

6 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 15.
Soit E un ensemble. Montrer par un raisonnement direct et par contraposée I’assertion
suivante :

V(A,B,C)e Z(E)* (AnB=AnCet AUB=AUC)® B=C.

Exercice 16.
Soit (A, B) € 2(E)?, montrer que
EN(AUuB)=(ENA)N(E\B)et E\(ANnB)=(E\A)U(E\B).

Exercice 17.
Montrer que iR={z€C,|z—-1| =]z +1]}.

Exercice 18.
Soit z € C, montrer que {z€ C,Ze(z) = ¥ m(z)} ={z€C,|z-1|=|z—-1i.]}

Exercice 19.
Soit f:R — R, x — 2x? + 3. Déterminer f~1([0, +ool), f~1(] —o00,—3]) et f([-2,4]).

Exercice 20.
{ R - R
Soit f: 1
. -
1+ x?
Déterminer f([0,11), f([-3,1D et f1(]1,1]).
Exercice 21.
Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives, bijectives.
rR? — R?

L fl:{ X)) — (x+2y,x-Y)

R — R
2. :
f2 { x,y) — x-y>
N — Z
n . .
3. . 5 Sl n est pair
f3 n — n+1 .
- sinon
Exercice 22.

Soit f: [1, +oo[— [0, +oo] telle que x — x2-1. f est-elle bijective?

Exercice 23.

. £ s . . R** — R
Soit n € N*. Déterminer I'image de fn.{ + X
Exercice 24.

. N — N N N
Soit f: etg: 0six=0

x = x+1 X - .
x—-1six=1

1. Ces fonctions sont-elles injectives ? surjectives ?

2. Précisergofetfog.

Exercice 25.
z — z
, - . e et ciriaefive?
Lapplication f { (m) — (ntmn-m est-elle injective ? surjective?
Exercice 26.
- R
3x+5

—

R\ {2}
Soit la fonction f :{ x

x—
Montrer que f induit une bijection d'une partie A de R dans une partie B de R. On note h

la fonction induite, donner une expression de sa bijection réciproque.

Exercice 27. &

IR+* XR+* N R+* XR+* X
Soit f': (w ) o (uv, _) Montrer que f est bijective et déterminer f~.
v
Exercice 28.

Soit f:C? — C?, (z,2') — (2z+7',3z—2) Vérifier que f est bijective et donner I'expression
de f71.

Exercice 29.

R— R?

x—= (f(x),8(x)

1. Montrer que si f et g sont injectives, alors h est injective.

Soient f, g: R — R deux applications et /i : {

2. Onsuppose f et g surjectives. h est-elle surjective?



7 une fois qu'on est a I'aise

Exercice 30. &
Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application. Soient A et B deux sous-
ensembles de E.

1. Montrer que f(AnB) c f(A) N f(B) et donner un exemple o1 il n'y a pas égalité.
2. Montrer que f(AUB) = f(A)U f(B).
Exercice 31. £
Soit f: { °
1. Montrer que f est bijective.

2. Soit A = {(x,y) € R?,2x+ y = 1}. Déterminer f(A) et f~1(A).

Exercice 32. & 2 52
Soit E un ensemble.

— R2
(x,7) — (x=2y,2x+3y) °

1. Montrer qu’il existe une injection E — 22(E).

2. Soient f: E— P(E)et A:={x€ E,x ¢ f(x)}. Montrer que A ¢ Im(f). En déduire qu’il
n’existe pas de bijection E — Z2(E).

Exercice 33.
Soient X et Y deux ensembles et f : X — Y une application. Montrer I’équivalence :
f surjective & VB € 2(Y), f(f(B)) = B.

Memo

Comment montrer une inclusion E c F? Prendre un élément de E et montrer qu'il

appartienta F.

Comment montrer que deux ensembles sont égaux?

— Procéder par double inclusion

— Raisonner par équivalence.

Comment déterminer I'image réciproque d’'un ensemble? Appliquer la définition :

déterminer les antécédents des éléments de 'ensemble.

Comment déterminer I'image d’'une fonction/ d'un ensemble?

— Chercher pour quel(s) Y I'équation f(X) = Y admet des solutions

— Dresser son tableau de variations (dans le cas d'une fonction de R dans R)

Comment déterminer si une fonction est surjective?

— Déterminer sil'équation f(X) = Y admet des solutions

— Exhiber un élément qui ne possede pas d’antécédent

— Dresser le tableau de variations

Comment déterminer si une fonction est injective ?

— Prendre deux éléments ayant méme image et déterminer s’ils sont nécessaire-
ment égaux.

— Trouver deux éléments distincts ayant méme image

— Déterminer ses variations (si c’est une fonction de R dans R)

Comment savoir si une fonction est bijective ?

— Etudier I'équation f(X) =Y

— Exhiber I'inverse de la fonction

— Ftudier l'injectivité et la surjectivité

Comment déterminer la bijection réciproque d'une fonction? Résoudre f(X) =Y

c’est-a-dire exprimer Y en fonction de X.

Comment montrer qu'une fonction induit une bijection?

— Ftudier 'équation f(X) =Y

— Dresser le tableau de variations



CorrectionduTD n 4

1 1
Correction 1 “1+-—,1-=
n

1
<1-—<1donc
n n

1
Pourtout ne N*,ona-1<-1+— <
n

1—1,1[. On en déduit que

1.1
“1+—,1-=
n n

U

neN*

1
Pour l'inclusion réciproque, on se donne x€]—1,1[.Onax<1let lim 1-— =1donc

n—+oo n
1
il existe nj eNtelque x<1—-—— <1.Deméme,ona—-1<xet lim —1+— =-1doncil
n n—+oo
1 1 1
existe np € Ntelque —1 < —1+— < x. En prenant n = max(n;,np),onaxe |-1+—,1— —
n n n
1 1
doncxe U |[-1+—,1——].
neN* n n
On a montré I’égalité par double inclusion.
1 1
Soit maintenant n € N*, on a [-1,1] ¢ |-1- —,1+ —|. Ceci étant valable pour tout
n n
entier non nul n,on a
1 1
[-1,1lc () |-1-=1+—
neN* n n
. . 1 1
Soit maintenant x€ () |-1-—,1+ —|.Onadonc
neN* n n

1 1
VneN*, -1l-—<x<l+—
n n

En faisant tendre n vers +oo, on obtient x € [-1, 1].
On a montré I'égalité par double inclusion.

Correction2 Montrons l'assertion par un raisonnement direct.

Si A= B,ona An B = AU B. On suppose maintenant que A et B sont tels que AN B =
AU B. Montrons que A = B. On le montre par double inclusion. Soit x € A montrons qu'il
est aussi dans B. Comme x € A alors x€ AuB donc x€ AnB (car AU B = An B). Ainsi
X € B ce qui montre 'inclusion A c B.

Soit maintenant x € B, par le méme raisonnement on montre que x € A. Par double
inclusion, on a montré A = B.

Ensuite, comme demandé, nous le montrons par contraposée. On suppose A # B,
montrons que AN B # AU B.

Si A # B cela veut dire qu'il existe un élément x € A\ (An B) ou alors un élément x €
B\(ANB). Quitte a échanger les roles de A et B, nous supposons qu’il existe x € A\(ANB).
Alors xe AUB mais x¢ AnB.Donc AnB # AUB.

Supposons maintenant An B # AU B et montrons que A # B. On saitque AnB< AUB
donc AnNB# AUB¥ilexiste xe (AUB)\(AnB).Onaalorsxe Aou x€ B.

— Six€ A, alors x ¢ Bpuisque x¢ AnB.On adonc A# B.

— Sixe B, alors x ¢ Apuisque x¢ AnB.Onadonc A# B.

On a montré, par disjonction de cas, que A # B. On a donc montré 1'équivalence par
contraposée.

Correction3 On raisonne par équivalence :
lz+il=z—1i|
o z+ilf=lz-il? par positivité des quantités
z2z—iz+iz+1=zz+iz—iz+1
o 2 (iz +E) -0

o  4Re(iz) =
o  Im(z)=0car Ze(iz) = —-Fm(z)
o zeR

On a montré que :
ze{zeC,lz+i|l=|z-il} o z€R,

les deux ensembles sont donc égaux.
On peut aussi raisonner géométriquement. On note M, A et B les images de z, i et —i.
Ona

|z+i|=1z—1i| © AM = BM & M appartient a la médiatrice de [AB] & M appartienta O, < z€R

On a donc I'égalité entre les deux ensembles.

Correction 4

1. Ona

— f(-3,-1) =1[1,9],

— f(-2,11) =[0,4],

— f(-3,-11u[-2,1]) = f([-3,1) =[0,9] = f([-3,-1]) U f([-2,1]) et

— f(-3,-1In[-2,1]) = f([-2,-1]) = [1,4] = f([-3,-1D n f([-2,1]).
2. Ona

— f10-00,2)) = [-V2,V2]

— X1, +00) =] —o0, 1] U1, +o0l,

— et f71(1-00,21N[1,+00]) = f1([1,2]) = [-V2,-1]U[1,V2].



— f'0-oc0, 11U 2,4+00)) = f1(R\]1,2]) =] —00,—v2] U [-1,1] U [vV2,+oo[= R\

ftay,2p.

Correction 5

1. f1 n'est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent, elle n’est pas injective car f;(2) =
f1/2)

2. fo n'est pas surjective car 0 n'a pas d’antécédent, elle est injective car un élément
admet au plus 2 antécédents par f> qui sont inverses 'un de I'autre et un seul peut
appartenir a [[1, +ool [.

3. f3 n'est pas surjective car (1,1) n’a pas d’antécédent, elle n’est pas injective car
0,1 = f5(0,0).

Correction 6 Soit a € R, on cherche a résoudre 'équation f(x) = a. On raisonne par
équivalence :

1_
f(x):ac»ln(“_—x):a©1—x:e“(1+x)©l—e“:x(1+e“).
X

a

Onae®#-1,donc x = 1 On veut x €] — 1, 1[, on raisonne par équivalence :

+et’

a

1+e4

-1< <le-l-e’<l-e“<l+ef,
Le dernier encadrement est vrai donc, par équivalence, I'unique solution trouvée appar-
tient bien a]—1,1[. L'équation a une unique solution donc f est bijective.

Correction 7 Soit x € Q alors f(x) = x donc fo f(x) = f(x) = x. Soit x ¢ Q alors f(x) =
1-xdonc fo f(x)= f(1-x).0r1-x¢ Q. En effet, si on suppose, par 'absurde, que c’est
le cas, alors 1 — (1 — x) € @ ce qui est une contradiction. On a donc fo f(x) = f(1-x) =
1-(1-x)=x.Donc pour tout x€ [0,1]ona fo f(x) = x. Etdonc fo f =id.

On en déduit que f est bijective et que f~! = f.

Correction 8 Lapplication x — x% — 4x + 8 est strictement croissante sur [2,+ool,
la racine carrée aussi. En tant que composée de fonctions strictement croissantes,
I'application f est strictement croissante donc injective.

On sait qu’elle est surjective si on la corestreint a son image, on va donc déterminer
celle-ci. Comme f est croissante, on sait que

Im(f) = f([2,+o0D) = | f(2), lim f(x)|=12,+ool.

Lapplication f induit donc une bijection de [2, +oo[ sur lui-méme.

Pour déterminer la bijection réciproque, on se donne a € [2, +oo[ et on résout f(x) = a
(en cherchant x dans [2, +oo[).
On raisonne par équivalence :

fx)=a ©Vx?-4x+8=a
< x? —4x +8 = a® par positivité des quantités
o x?-4x+8-a?)=0

Le discriminant vaut 4(a? — 4), il est donc positif et les racines réelles sont
4++/4(a? -4
dtviaa -4 =2+Va’-4sia#2

2
2 sinon.

Sia>2,ona2-va%-4<2doncl'unique solution appartenant a [2, +oo[ est 2+ Vv a% — 4.
Si a = 2, on retrouve I'unique solution 2. On en déduit que

fﬁl'{ [2,+OO[ - [2,+OO[
’ X — 2+Vx?-4 '

Correction 9

1. L'équation f(x) = y est équivalente a I'équation
2 —
yx-=2x+y=0.

Si y # 0 et le discriminant et strictement négatif, (par exemple pour y = 2), alors
I'équation n’a pas de solution réelle donc f n’est pas surjective. Si le discriminant
est strictement positif, 'équation a deux racines réelles distinctes donc f n’est pas
injective.

2. Siy=0,l'unique solution est x = 0, si y # 0, cette équation d’ordre 2 en x admet des
solutions si et seulement si son discriminant A = 4 —4y? est positif ou nul donc il y
a des solutions si et seulement si y € [-1,1]\{0}. Ainsi, I'équation f(x) = y admet au
moins une solution si et seulement si y € [-1, 1], nous venons de montrer que f(R)
est exactement [—1,1].



3. Soit y € [-1,1]\ {0} alors les solutions possibles de I’équation g(x) = y sont :

Cly/1-y2

x=
y

pour y #0 et 0si y = 0. Montrons que la seule solution dans [—1, 1] est ﬂ On

a Vo o A elL.

En effet, 0 < \/W < 1 donc % < 1+|—J\//|7 < 1 puis ﬁ € [-1,1]. Montrons

que 'autre solution n’appartient pas a [—1, 1]. Il faut éliminer le cas o1 y = +1 car
les deux solutions sont alors égales. Si y €]0,1[, on a

1+4/1-y2

y

>ley/l-y2>y-1

1+4/1—y2

et la deuxiéme inégalité est vraie donc > 1.

Siye€l-1,0[,ona
1+4/1-y?

y

<-loy/l1-p2>-y+1

1+ 1—y2<

et la deuxiéme inégalité est vraie donc -1

On a montré que pour tout y € [-1,1], 'équation g(x) = y admettait une unique
solution dans [—1,1] donc g est bijective.

4. Ona f'(x) = 2112;22, donc f’ est strictement positive sur ] —1,1[ et f est strictement
croissante sur [—1,1]. On en déduit que f est injective et f([—1,1]) = [-1,1] doncla

restriction de f, g:[-1,1] — [-1,1], est une bijection.

Correction 10

1. Soit a € R. On étudie I'équation f(x) = a. On remarque que |f(x)| <1, VxeR, iln'y
a donc pas de solution si a n’appartient pas a]—1, 1[. Soit maintenant a €] —1,1[ et
cherchons x € R tel que

= a. On remarque que x et a sont de méme signe.

1+ |x|
. . X
— Sla>0,onchercheunesolut10nx>0etf(x):a@T:ac»x:ﬁ.
X
. . X
— Sla<0,onchercheunesolut10nx<0etf(x):a@1—=a©x:ﬁ.
-Xx

— Sia=0, alors x=0.
On a montré que pour tout a €] — 1, 1[, 'équation f(x) = a admet une unique solu-
tion, f induit donc une bijection de Rsur]—1,1[.

2. D’apreés le travail fait a la question précédente, si y €] -1, 1[, 'unique antécédent de

y par f est

y
-1yl

Correction 11  On note k un antécédent de 0. On a alors f(k) = 0. Or, par hypothese,
f(k) = k donc 0 = k. Comme k est un entier naturel, on a k = 0.

Correction 12 On suppose h? bijective alors h? = ho h est injective et surjective ce qui
implique, d’aprés le résultat vu en cours, que h est injective et surjective donc bijective.

On suppose maintenant 4" bijective alors h" = ho h"~! est surjective donc & I'est et
h™ = h"'o h est injective donc & I'est. On en déduit que h est bijective.

Correction 13 Montrons-le par double implication. Supposons tout d’abord f in-
jective. Montrons que f est surjective. Soit x € E, alors f(x) = f(fo f(x)) donc, par
injectivité de f, f o f(x) = x. Ainsi, f(x) est un antécédent de x par f. Ceci étant valable
pour tout x € E, f est surjective.

Supposons maintenant f surjective. Montrons que f est injective. On suppose donc
qu’il existe (a, b) tel que f(a) = f(b), montrons que a = b. La fonction f étant surjective,
il existe (a',b') € E? tel que f(a') = aet f(b') = b.Onaalors f(a') = fofof(a) = fof(a)
et f(b') = fo f(b). Comme f(a) = f(b),ona fo f(a)=fof(b) donc f(a') = f(b') C'est-a-
dire a = b, par définition de a’ et b’ donc f est injective.

Par double implication, on a montré I’équivalence.

Correction 14  Soit B € 22(Y), alors f(f™1(B)) « f(X) et Vc e f(f1(B)), il existe a €
f‘1 (B), f(a) =cet f(a) € Bpuisque a € f‘1 (B). Onadonc c € B ce qui montre 'inclusion
f(F'®)eBnfX).

Soit maintenant y € Bn f(X), alors y € f(X) doncil existe x € X tel que f(x) =y.0r, ye B
donc f(x) € B ce qui est équivalent a x € f~!(B). Onadonc y € f (f~1(B)) ce qui montre
l'autre inclusion.

Correction 15 On commence par le raisonnement direct. Si B = C, on a bien AUB =
AuCet AnB = AnC. Soient maintenant A, B,C telsque AnB=AnCet AUB=AUC.
Montrons que B = C. On le montre par double inclusion. Soit x € B, alors x € AU B. Or
AUB=AuCdoncxe AouxeC.SixeC, cestgagné. Si x € A, alors x € Bn A. Or
ANB=AnC,onadonc x € C. Ainsi, on a montré que pour tout x € B,ona x € C d’ou
I'inclusion. L'autre inclusion se montre en inversant les roles de B et C.

Montrons maintenant I’équivalence par contraposée. Supposons B # C montrons que
ANB#ANnCouAUB# AUC.Comme B # C, il existe be B\(BNC)ouce C\(BnCQC).
S’il existe be B\ (BN C),ona b ¢ c et on a deux cas possibles :



— be A:danscecas be AnB mais b ¢ An C puisque b ¢ C, ce qui montre que
AnC#ANnB.

— b¢ A:danscecas be AUBmais b¢ AuC puisque b ¢ C ce qui montre que AUC #
AUB.

S’il existe c € C\ (BN (), le raisonnement est identique.

Correction 16 On raisonne par équivalence :

x€e E\(AUB)e x¢ AUB
o x¢Aetx¢B
<o xeE\AetxeE\B
o xe(EVA)N(E\B).

A nouveau, on raisonne par équivalence :

xeE\(AnB)ex¢ AnB
o x¢Aouxé¢B
o xeE\AouxeE\B
o xe(EVAU(E\B).

Correction 17  On peut raisonner par équivalence. Soit z = x+iy € C avec (x, y) € R%.
Alors :

lz—1|=|z+1|

o Jz-1P=|z+1)? par positivité du module
poN (x—l)2+y2:(x+1)2+y2

& —2x=2x

< x=0

& zeiR

On a bien I'équivalence entre z € iR et |[z— 1| = |z + 1| donc les deux ensembles sont
égaux.
On peut aussi raisonner par double inclusion. Si z € iR, alors z = ib, b€ R donc

=V (-1)?+b?
V1+b?

=|z+1|

|z —1|

On adonclinclusion iRc{zeC,|z+1|=|z-1]}.

Montrons l'inclusion réciproque. Soit z € C tel que |[z+ 1| = |z—1]. On pose z = a+ib
avec a, b réels.

Ona

Via+D2+b2=V(a-1)2%+b?

donc, en élevant au carré
a+2a+1+b=a®>-2a+1+Db?

ce qui impose a = 0. Ainsi, z=ib donc z € iR.

Par double inclusion, on a montré 1’égalité des deux ensembles.

On peut également raisonner de maniére géométrique en notant M, A et B les images
de z, —1 et 1. On a alors

lz+1|=|z-1| & AM = BM < M appartient a la médiatrice de [AB] < M appartienta Oy < z € iR

Correction 18  On peut raisonner par équivalence. Soit z = x + iy € C avec (x, y) € R%.
Alors

lz—1|=1|z—il

o |z-1P=z-il par positivité du module
g (x—l)2+y2:xZ+(y—1)2

< 2x=-2y

& x=y

=

Re(z) = Im(z)

On a montré qu'un complexe appartient au premier ensemble si et seulement s’il appar-
tient au deuxieme, les deux ensembles sont donc égaux.

On peut aussi raisonner par double inclusion.

Soitdonc ze {ze C,Ze(z) = ¥m(z)}, alors z=a+ ia. On a alors

lz=1l=v(a-1)?2+ a?

et
lz—il=v a2+ (a-1)?2

donc |z —i| = |z — 1] et le premier ensemble est inclus dans le deuxiéme.
Soit maintenant z € C tel que |z — 1| = |z — i|, montrons que z vérifie Ze(z) = £ m(z).
On pose z=a+ ib avec a, b réels. On a

lz=1l=V(a-12+Db%et |z—i|l=vVa%+(b-1)2.

On éléve au carré, on obtient

a?-2a+1+b=a*+b*-2b+1,



d’ot, apres simplification, a = b. On a donc bien Ze(z) = . m(z) ce qui montre l'inclu-
sion réciproque. Les deux ensembles sont bien égaux.

On peut également raisonner de maniere géométrique en notant M, A et B les images
de z, 1 et i. On a alors

|z—1| =|z—i]| & AM = BM & M appartient a la médiatrice de [AB] & M appartientalad

Correction19 Ona f~!([0,+00]) =R, f~1(] —o00,~-3)) =@ et f1([-2,4]) = [—i, i].
V2 V2
Correction 20 Le plus simple est de tracer le tableau de variations de la fonction. La
2
fonction f est dérivable, ona f':x— — —x. Onadonc:
(x%+1)?
X 0 1
1
2
Onadonc:
fao,1n = [1 1]
’ - 2 ’ .
De méme, ona:
X -3 0 1
1 \
f N / l
10 2

On en déduit que :

1
f(-3,1D = [ 1.

10’
Enfin, pour déterminer I'image réciproque, on se donne x € R et on raisonne par équiva-
lence :

1
Z<f(x)s1©1<1+x2<4©0<x2<3©—\/§<x<\/§.

al

On a donc I'égalité :

1
1
4

])z]—\/§,\/§[.

Correction 21

1. Soit (a, b) € R?,

3x
3y

=a+b
=a-b

xX+2y

g

Ainsi (a, b) admet un unique antécédent par fj, on en déduit que f; est bijective.

=a

hx,y) =(a,b) & —b

roite y = x © Ze(z) = £ m(z)

. Soit a € R, alors f,(a,0) = a donc f; est surjective. En revanche, f,(0,1) = f>(0,-1)
donc elle n’est pas injective.

. SoitkeZ,
— Sik=0,alors f3(2k) = k.
— Sik<0,alors f3(-2k—-1)=k
On a montré que f3 était surjective. Montrons que f3 est injective. Soit donc (a, b) €
N? tel que f3(a) = f3(b).

a b a
— Si a est pair, alors f3(a) = 2 donc f3(b) = 0 ce qui impose b pair et 33 donc
a=bh.
— De méme, si a est impair, alors f3(a) est strictement négatif donc f3(b) aussi, on

. ., . a+l
adoncaetblmpalrsdouTz%

La fonction f3 est bien injective, elle est donc bijective.

eta=>b

Correction 22
— Montrons que f est injective : Soit (x, y) € [1, +oo[? tel que f(x) = f(y). Alors x*—1
y?—1dot1 x = +y. Or, x et y sont positifs, on a donc x = y et f est injective.
— Montrons que f est surjective : soit y € [0, +oo[. Montrons qu’il existe un réel x €
[1,+oo[ tel que y = f(x) = x*> — 1 . On remarque que le réel x = /y + 1 convient, on
a donc bien f surjective.
On a montré que f est bijective.

Correction 23 On va déterminer son tableau de variations. Pour cela, on remarque que
fn est dérivable sur RY et, pour tout x € R} :

fl(x) = nx" n(x) + x" 1 = x" Y (nln(x) + 1).

Onadonc:
fi(x) >0 nnx)+120e x>e .

On ale tableau de variations suivant :



+o00o

-

fx)

1
On en déduit que I'image de f;, est [— —,+00
en

Correction 24 La fonction f n’est pas surjective car 0 n'a pas d’antécédent dans N, elle
est injective car f(n) = f(n') = n = r'. La fonction g est surjective car pour tout x € N,
x+1 estun antécédent par g. En revanche, elle n’est pas injective car g(0) = g(1) = 0. Soit
xeN*,ona fog(x)=f(x-1)=(x—-1)+1=xet fog(0)=f(0)=1donc

_J x six#0
f°gm_{1 six=0

Soit maintenant x €N, alors go f(x) = g(x+1)=(x+1)—-1=xdonc go f = idn.

Remarque. Ona go f = idy mais fog#idy etni f ni g n'est bijective.

Correction 25  Soit (a, b) € Z2, résolvons le systeme f(n,m) = (a,b). On trouve n =

a+b

a-b
etm= — Si a et b ne sont pas de méme parité, il n’existe pas de solution dans

Z donc f n’est pas surjective.
a+b a-b

2

) donc f

En revanche, si un antécédent existe (dans Z?), il est unique, égal 2 (

est injective.

Correction26 On se donne un élément a € R et on cherche arrésoudrel’équation f(x) =
a avec x # 2. On raisonne par équivalence :

3x+5
> —ao3x+5=a(x-2)e (a-3)x=5+2a.

f)=ae

On voit, ici, que pour a = 3, I'équation n’a pas de solution. De plus, si a # 3, 'équation

5+2a
a une unique solution : x = =3 On en déduit que f induit une bijection # de R\ {2}
dans R\ {3} et 'expression de la bijection réciproque est

hL(x) = 5+2x
x-3

Correction 27
Soit (a, b) € (IR**)Z, on étudie I'équation f(x,y) = (a,b). On a donc

xy=a 2= ab x=vab

- X
f(x,y)—(a,b)Q{ —=b Q{ xy=a -./2
y VD

On cherche (x, y) dans ([RI)2 donc (a, b) admet un unique antécédent dans ([RZI)2 qui est

(\/ ab, \/g) Lapplication réciproque est donc f~!: (x,y) — (, /XY, \/§)

Correction 28 Comme on demande I'application réciproque, on va chercher a ré-
soudre I'équation f(z, z') = (a, b) pour un couple (a, b) € C*> donné. On raisonne par équi-
@ 5
5z' =3a-2b Z,_3a—2b

valence :
2z+7Z =a -
3z—-2'=b
5

On a montré que I'équation posséde une unique solution, 'application est donc bijective.

+b 3a-2b
De plus, l'unique antécédent de (a, b) est (a = a ) donc

a+b

5z2=a+b z=

. , z+7 Sz—2z’)
:(z,2)— )
[ :(z2) ( : 5

Correction 29

1. On suppose qu’il existe a € R tel que h(a) = h(b). On a alors
(f(a),ga)) = (f(b),gb))

donc f(a) = f(b) et g(a) = g(b). Par injectivité de f, on a a = b donc h est injective.
Remarque. l'injectivité d’'une seule des deux fonctions suffit.

2. C'est faux. En effet, étant donné (a, b) € R?, on sait qu’il existe x € R tel que f(x) =
a et x' € R tel que g(x') = b mais il n'y a aucune raison pour que x = x’. Pour se
convaincre, on peut considérer la fonction i : x — (x,x). Ona f = id = g etles deux
fonctions sont surjectives (et méme bijectives), pourtant I'élément (1,2) n"admet
pas d’antécédent par h.

Correction 30



1. Soit y€ f(AnB), alorsil existe x€ AnBtelque f(x) =y.Onaxe Adoncy= f(x) €

f(A).
Deméme, x € Bdonc y = f(x) € f(B)d'out y € f(A)n f(B) ce qui montre I'inclusion

f(ANB) < f(A) N f(B).

Linclusion réciproque est fausse en général.
Contre-exemple : f : R — R,x — X’et A= R},B = R*.Ona AnB=get f(A) =
f(B) =Rz donc f(A) N f(B)# f(ANB).

2. Soit ye f(AUB), alors il existe x€ AUB telque y = f(x). Sixe€ A, alors y = f(x) €
f(A).SixeB,alors y= f(x) € f(B).Onadonc y € f(A) U f(B) d' ot 'inclusion

FAUB) < f(A) U f(B).

Soit maintenant y € f(A) U f(B), alors soit y € f(A), soit y € f(B). Si y € f(A), alors
il existe x € A tel que y = f(x). Comme Ac AUB,onaxe AUBdonc ye f(AUB).
De méme, si y € f(B), alors il existe x € B tel que y = f(x) et comme Bc AUB,ona
x€ AuBdonc y € f(AU B). On abien l'inclusion réciproque

fLAAUfB)<c f(AuB)

d’ou I'égalité.

Correction 31

1. Soit (a, b) € R?, résolvons le systeme f(x,y) =(a,b):

3a+2b
-2y = 7y =b-2 x =
2x+3y =b 7x =3a+2b _ a
Yy =73
Pour tout (a, b) € R?, le systtme admet une unique solution dans R?> donc f est
bijective.

2. On commence par remarquer que les éléments de A s’écrivent (x,1 —2x) pour
x € R. Soit (a, b) € R?. On raisonne par équivalence :
(a,b)e f(A) e3x,yeA, f(x,y)=(a,b)
< 3(x,1-2x) € R?, f(x,1-2x) = (a,b)
< 3dxeR,(5x-2,3—4x)=(a,b)

Le systéme

est équivalent a

Il admet une solution si et seulement si4(a+2) = 5(3—b) ce quiseréécrit4da+5b=7.

Par équivalence, on a montré :
f(A) ={(a,b) eR? 4a+5b=7T}.

Soit (x,y) € R2. On raisonne par équivalence :
yefltA)e fxy el

o (x=2y,2x+3y) €A
& 2(x-2y)+(2x+3y)=1
=3 4x—y=1

Par équivalence, on a montré que :

FHA) = {(x,y) eRE 4x—y =1}

Correction 32

1. 1I suffit de considérer I'application qui a x associe le singleton {x}. Elle est bien
définie de E dans 2 (E) et {x} = {y} © x = y donc elle est injective.

2. Si AelIm(f), alors, il existe a € E tel que f(a) = A. On a alors
— Siace A, alors par définition de A, a ¢ f(a) = A ce qui est absurde.
— Sia¢ A, alors, par définition de A, a € f(a). Or f(a) = A, on obtient, a nouveau,
une contradiction.
Un tel élément a de E ne peut donc pas exister ce qui montre qu’'une application
de E dans 22(E) ne peut pas étre surjective, il n’existe donc pas de bijection entre E
et Z(E).

Correction 33 On raisonne par équivalence :
[ surjective o f(X)=Y
©VBcY,BNnf(X)=B
< VBcY, f(f 1(B) = Bdapres I'exercice 14
On a donc bien I'équivalence souhaitée.
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