Lycée du Parc 3 Théoréme de croissances comparées et calcul de limites
PCSI 842 Année 2025-2026
Feuille 5 Exercice 10. Exercice 12.

Calculer XETOOXU x Calculer lim x!

x—0%

/x

TD 5 : Fonctions usuelles. Exercice 13.

Exercice 11. x
Calculer lim xV* Calculer lim —3)
x—0 x—+oo | x;

& classique £ demande réflexion
Exercice 14.

In(x+3)

Déterminer un équivalent de In (cos ( ) )) quand x tend vers +oo.
e*+x

1 Manipulation des équivalents et DLs
Exercice 15.
X ) tanx

Exercice 1. R Calculer lin(l) (tan 5
- X
Donner un équivalent de In(sh(x)) en +oo ou1 sh(x) =

2
< . )4 .
Exercice 2. 4 Résolution d’équations
Déterminer un équivalent en +oo de xIn(x +1) — (x + 1) In(x).
Exercice 16. Exercice 17.
Exercice 3. Résoudre xV* = (y/X)*. Résoudre e +e!* =e+1.
Déterminer i 1+2x—e**
éterminer lim
x=0sinv/x —In(1 +2v/x) Exercice 18. £

Résoudre sur ]0, +oo[, x* = L.

Exercice 4. V2

In(1 + x?) + sin(x) — tan(x)

e* —cos(x) ' 5 Manipulation des fonctions trigonométriques

Déterminer un équivalent en 0 de

Exercice 5.

Déterminer un équivalent en +oo de In

1 1 Exercice 19.
) Simplifier, pour x € R, les expressions suivantes :

3. arcsinsin(x)

Exercice 6.
) . 1. cosarctanx
Déterminer un DL1 en 2 de In(x).

2. arccoscos(x)
Exercice 7.
Donner un DL1 en 0 des fonctions suivantes sans calculer leur dérivée : Exercice 20. -

Simplifier arctantan x pour x non congru a 5 modulo 7.

X ——etx— e
1 +sin(x) Exercice 21.
Etablir la formule suivante en précisant pour quelles valeurs de x elle est vérifiée :
2 Etude de fonctions puissances arcsin(y/x) — arcsin( %) = arcsin (\/g ) —arcsin(v1 - x).
Exercice 8. ) Exercice 9. Exercice 22, %
Ftudier la fonction x — ex vx(x + 2). Ftudier la fonction gix— Vaxf— 3. Simplifier arctan2 + arctan3 + arctan(2 + V3).




6 Résolution d’équations trigonométriques

Exercice 23.

Exercice 25.
, 2x\ . 2x
Résoudre arctan(x) + arctan ? =7

Résoudre arcsin (W) = arctan x.
Exercice 26.
Résoudre arcsin(tan x) = x.

Exercice 24.
Résoudre arccos(x) = arcsin(2x).

7 FEtude de fonctions circulaires

Exercice 27.
Etudier et représenter graphiquement la fonction définie par

T . 1+ sin(x)
f:x— ——arcsin[{/ —|.
2 2
Exercice 28.

1
1. Montrer que pour tout x =0, 1 —x < e <1-x+x°.
x

<1-x%+x* puis que pour tout x = 0,

2. En déduire que pour tout x = 0, 1 — x? < 1
x3 B X
xX—— <arctan(x) S x— —+ —.
3 3 5
arctan(x) — x

+x?

3. En déduire la limite lirr(l)
fra

3
3
4. Enfin, montrer que arctan(x) = x — 3 o(x%).
Exercice 29. 5
. - x“e* —In(1+ xy/x)
Déterminer un équivalent de tan VX en 0.

1+x—cosx

8 Manipulation des fonctions hyperboliques

Exercice 30.
Simplifier ch(In(x + vV x2 — 1) en déterminant pour quelles valeurs de x elle est définie.

Exercice 32.

Exercice 31.
Résoudre 3ch(x) +2sh(x) =3

Résoudre ch(x) =2 dans R.

Exercice 33.
Démontrer que In(x + V1 + x2) +In(v'1 + x2 — x) = 0 en précisant avant les valeurs de x pour
lesquelles ces expressions sont définies.

Exercice 34.
Etudier la fonction tanh : x — SB&

chiy’ Cette fonction est appelée tangente hyperbolique.

9 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 35. .
. . . sin(x) —sh(x)
Déterminer im ———
x—0 ch(x) — cos(x)

Exercice 36. %

Déterminer un équivalenten 1~ de

1-x2 (1+x
In

X 1-x

Exercice 37.
In(1 + x2) —sin?(x)

e* —cos(x)

Déterminer liH(l]
x4>

Exercice 38.
Donner un DL2 en 0 des fonctions suivantes sans calculer leur dérivée :

X (eSinx - 1)2 etx—In(1 +2tan(sin2(x)))

Exercice 39. Exercice 40.
Etudier la fonction f : x — (x +1)™% sur Déterminer xliIP Va3 +x2—x.
R*. -
Exercice 41. Calculer lim x3Inx.
) (ln x)?) x—0+

Calculer xllIP ek Exercice 43

oo X .

’ O
Exercice 42. Calculer lim 2—2
X—+o00 X

Exercice 44.

Résoudre arcsin(x) = arcsin% + arcsin %

Exercice 45.
Simplifier tanarcsinx, x €] — 1, 1[.

Exercice 46.
Résoudre arcsin(2x) — arcsin(xv/3) = arcsin x.

Exercice 47.

5
Résoudre arcsin(1) = arcsin (E) + arcsin x.

Exercice 48.
Pour quelle(s) valeur(s) de x I’équation suivante est-elle vérifiée :

1-x . T
2arctan — | +arcsin(2x—1) = —.
X 2



Exercice 49.

Soit f(x) = arcsin(2xV1 — x2).

1. Déterminer son domaine de définition, son domaine de dérivabilité et sa dérivée.

2. En déduire une expression simplifiée de f

Exercice 50.
Soit f(x) = arctan(

X
=)

1. Déterminer son domaine de définition, son domaine de dérivabilité et sa dérivée.

2. En déduire une expression simplifiée de f.

3. Retrouver ce résultat a I’aide de formules trigonométriques.

Exercice 51. .
Dét . i sin(cos(x) — 1)
éterminer lim ———.
=0 V14x2-1
Exercice 52.
) . . Vi+x2-1
Déterminer im ———.
x—01n(1 + sin?(x))
Exercice 53.
Résoudre 2sh(x) + ch(x) = 3.
Exercice 54.
Soit g: R = R
§: x — sh?x)—ch(x)-1.

1. Résoudre g(x) =0.
2. Ftudier les variations de g.

3. En déduire une valeur de x telle que g(x) < 0.

Exercice 55.
Montrer que pour tout x € RY, eShe > 14 &,

10 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 56.
Déterminer un équivalent en 0 de In (1 +sin(v1+2x-1)).

Exercice 57. ¥

) . o 1-x%2 (1+x
Déterminer la limite en 0 de In <)
X -X

Exercice 58. %

. sinx—+v3cosx
Calculer im ————.
x—Z (Bx—m)cosx

Exercice 59. ¥

x+1

Montrer que / e'ln(f)dt ~4100 €°(e—1)In(x)

X

Exercice 60. ¥

1 1 1
Simplifier arctan 3 + arctan = + arctan 3

Exercice 61.
1. Montrer, en utilisant des formules trigonométriques, que

2x
Vxe€]—1,1[,2arctan(x) = arctan( ) .
1-x2

2. Retrouvez ce résultat en faisant une étude de fonction.
3. Quel résultat a-t-onsi x ¢ [-1,1]?

Exercice 62. %
Tracer la fonction x — arcsinsin x + arccos cos x.

Exercice 63.
Résoudre ch(x) = a.

Exercice 64.
Résoudre sh(x) = a, pour a € R.

Exercice 65. ¥
Résoudre sh(x) = ach(x), pour a € R.

Memo

. Comment déterminer le domaine de définition/dérivabilité?

Utiliser son cours (ce qui implique de le connaitre sur le bout des doigts).

. Comment étudier la réciproque d’'une fonction bijective? Utiliser le cours et les résul-

tats sur la monotonie, la continuité, la dérivabilité ou les limites de la réciproque d'une
fonction.

. Comment résoudre une équation avec des fonctions circulaires réciproques?

Appliquer une fonction circulaire en prenant garde aux intervalles sur lesquels on tra-
vaille pour raisonner par équivalence (ou pour étre conscient qu'on ne travaille pas
par équivalence et qu’il faut donc ensuite vérifier que les valeurs obtenues sont effec-
tivement solution du probleme initial).

. Comment résoudre une équation avec des fonctions hyperboliques?

Poser X =e*



CorrectionduTDn5

ef—e™*
Correction1 On écritsh(x) = =

> (1-e7%*).Onaalors:

N %

ex
Insh(x) = ln(?) +In(1-e72%)
=x-In(2) +In(1-e"2%)
( In(1 - e 2% —1n(2)
=x|1+ p
: In(1-e2%) —In(2)

X

~ X.ca

On a donc In(sh(x)) ~g +oox.

Correction2 On écrit :

1
xInx+1)-(x+1DInx) =xlnx)+ xln(l + ;) —xIn(x) —In(x)

= xln(l + l) —In(x)
X

1
xIln|1+ —)
X
=-1 —+1
n(x) In(x)
Onadonc xIn(x+1) — (x+ 1) In(x) ~¢ +oo—1In(x).
Correction3 Ona
(2x)? ) x? )
— sqrt1+2x:1+x—T+0(x )= l+x—?+o(x )

2x (2 2 2 2
— e :1+(2x)+T+o(x )=14+2x+2x°+0(x°)

5x2 5x2
donc v1+2x—e**=—-""" 4+ 0(x?) donc v1+2x—e?* ~ -

5
On asin(y/x) = vx+o0(v/x) etIn(1 +2/x) = 2/x + 04_¢(y/x) donc
sinvx—In(1+2vx) = —vVx+ 0x-0(Vx)

V1+2x—e** 5xv/x

uis siny/x —In(1 + 2v/x) ~x—o —v/x. On en déduit donc ~yo0 —
p \/_ ( \/_) x—0 \/_ sinﬁ—ln(1+2ﬁ) x—0 2

donc la limite est nulle.

Correction4 Ona

4
X
In(1+x%) =x*- > +oxh=x*+ oxao(xz),

et sin(x) — tan(x) = x + 0(x?) — x + 0(x2) = 0x—0 (x2) donc In(1 + x2) + sin(x) — tan(x) ~x—0 x2.
On a également e* = 1+ x + 04— (x) et cos(x) =1+ 05— (x) donc e* —cos(x) = x + 05— (X)
ce qui implique e* — cos(x) ~x—g x. On en déduit que

In(1 + x2) + sin(x) — tan(x) x%
~x—0 — ~ X.
e* —cos(x) X

1) 1
1+-— ~+o0
X

1
Correction5 Ona — — 0lorsque x tend vers +oo etln(1+y) ~,_o y doncln —.
X X

Correction6 On écrit x=2+ havec h — 0quand x —2.0na
In(x) =In@2+ h) =In(2) +ln(1 + ﬁ) =In(2) + L (ﬁ)z +o(h*) =1n(2) + h_ w2 +0p—o(h?)
- - 2)” 2 212 - P

On n’oublie pas de revenir a x, le DL demandé est

(x-2) (x-2)
8

In(x) =1In(2) + +0y—2 ((x—2)%).

On vérifie que le premier terme du DL (In(2) a bien méme limite que In(x) quand x tend vers
2) et SURTOUT on ne développe pas (x — 2)2

Correction7 On sait que sin x tend vers 0 quand x — 0 donc 1 ~x— sin(x) puis
1

1+ sin(x) B

1+sin(x) B

1 ~x_0 x car sin(x) ~x—o x. Ona donc

1
———=1-Xx+0,_0(x
1+sin(x) x—0 (%)



.X_l _

On sait que e — 1 quand x — 0. On a e® —e—e( —1) Comme e*—1—0,0nae’

1 ~9 x — 0e* — 1 puis, comme e* — 1 ~g x — 0x, on obtient e® "1 _1~,.0x.En multipliant
par e, on obtient

e(ee - 1) ~ o0 €X
d’ou

X
e =e+ex+0y_ox)

Correction 8 La fonction est définie pour tout x non nul tel que x(x + 2) est positif donc
sur ] — oo, —2]U]0, +ool. Elle est dérivable sur ] — 0o, 2[U]0, +oo[ son domaine de définition et

ona:
1 2x+2 1 xX*-2 1
"x) = -——Vx(x+2 +—)e?:—e?.
Fx x2 ( ) 2Vx(x +2) xVx(x+2)
Ona

. . /2 . 1
lim f(x) = lim exxy/1+— = lim xe* =+oo,
x—0* x—0* X x—0*

par croissances comparées et :
= +o0.

Jm = Jim £

On a donc le tableau de variations suivant :

-2 0

Correction 9 Elle est définie lorsque x* = x3 = 0 c’est-a-dire pour x €] —o0,0] U [1, +00l.

Elle est dérivable lorsque x* — x® > 0 c’est-a-dire sur ] — 0o,0[U]1, +oo[. Pour tout x €] —
00,0[U]1, +o0l, on écrit :

g(x) =exp 4_11 In(x* - x%)

onadonc:
14x%-3x% 4/~ 5_14x-3,
W= -5 V¥ -« g
X* =X 4x -X

Il n'y a pas de forme indéterminée dans les limites, on a donc le tableau de variations
suivant :

+o00o

In
Correction 10  On passe a la forme exponentielle : x'/* = exp ( ( ) Par le théoreme de

In(x)
hm

too X

croissances comparées, =0, on en déduit que hm xF=1.

Correction 11  On passe a la forme exponentielle : xVE = exp (vxIn(x)). Par le théoreme

de croissances comparées, lim+ vxIn(x) = 0, on en déduit que lim+ V=1,
x—0 x—0

. R . Ux In(x) . Inx)
Correction 12 On passe a la forme exponentielle : x*'* = exp[ —— |. Comme 111%)1+ =
X X— X
—o0, on en déduit que hrgl x* =0,
X—

Remarque. Ici, pas de forme indéterminée donc pas besoin d’invoquer le théoréeme de
croissances comparées.

X
Correction 13 On a 2 > 1 dong, par le théoréme de croissances comparées, llm (—3)
X
+00.

. In(x + 3) 1 L .
Correction14 Ona ——— =In(x+3)e™* Too e Par le théoreme de croissances com-
e *x
. . _ In(x +3) x
parées, xgrpwe x> =0 donc xl—lgloom 1. On a donc il ~x—to00 IN(x +3)e™*.
In(1+2 In(x+3
On peut faire mieux en écrivantIn(x+3)e™ = e *In(x) [ 1+ u ,onadonc InCx+3) ~
In(x) e* + x?2

e *In(x).



Par le théoréme de croissances comparées, lilll In(x)e™ = 0, on en déduit que
X—+00
In(x+3)

——— =0, on peut donc écrire
x—+00 eX 4 x2

In(x+3) In(x +3)
Infcos| ———||=In|1+|cos|———=|-1]|],
e* 4+ x2 eX + x2
e
on a donc
In(x+3) In(x+3)
e e e P
uis, toujours parce que lim In(x+3) =0,0ona
puis, tou p q x=0 eX+x2
In(x+3) 1 (In(x+3))\?
e e i el K

Enfin, en utilisant I'équivalent trouvé au début, on a

—2x

_l (ln(x+3)

~yotoo ——IN“(x)e
> ex+x2) ¥—to0 T3 (x)

2tan(3
an(z)x donc:

_ 2 X
1—tan 3

Correction 15 Onatan(x) =

X 2tan(%)In(tan(%))
tan(x)In (tan(g)) = 12_tan2§ 2

Quand x tend vers 0, le dénominateur tend vers 1 et le numérateur tend vers 0 par le théo-
reme de croissances comparées. En passant a 'exponentielle, on en déduit que :

. X \tanx
lim (tan —)
x—0 2

Correction 16 On remarque tout d’abord que 0 est solution. Soit maintenant x >0.On a:

V= (VD)* < Vxlnx=xIn(vx) ©lnx(y/x-3)=0ex=1lou2yx=x

s x=1loux=4.

Les solutions sont donc 0, 1 et 4.

Correction17 Onae*+el ™ =e+1e e+ e% =e+1.0n pose X = e*, on a alors X2-(1+

€)X +e=0, le discriminant A = (1 — ¢)2 doncil y a deux racines mais une seule positive : Ee, la
solution recherchée est donc x tel que e* = £ soit x =1~-1In2.

. 1 e 1
Correction 18 On a x = — racine évidente et en cherchant encore, x = —.

On pose f : x — x* = exp(xIn(x)). La fonction f est dérivable et Vx € R}, on a
f'(x) = (In(x) + 1) x*. On a donc le tableau de variations suivant :

1
x |0 2 +00
1 +09
1
f f(2)
1 1 . . L . 1
On a 1 € |0,—| et f est strictement décroissante donc injective sur cet intervalle, 1 est
e

et f est strictement crois-

1 1
I'unique solution sur cet intervalle. On a également 3 €|-,+00
e

sante donc injective sur cet intervalle, > est 'unique solution sur cet intervalle.

1 1
On en déduit que 3 et 1 sont les deux seules solutions de cette équation.

Correction 19

T
1. Pour tout x € R, on a arctan(x) € ]—E, E[ et cos est positif sur cet intervalle. On en

déduit que :
cosarctanx = Vcos?arctanx
1
= car1+tan? = —
V1 + tan? arctan(x) cos
On adonc:

1
Vx € R,cosarctan(x) = ——.
V1+x2
2. Pour x € [0, 7], on a arccoscos(x) = x.
Pour x € [-m,0], on a —x € [0,7] et cos(—x) = cos(x) donc, d’apres ce qui précede,
arccoscos(x) = —x.
Enfin, pour x € R, 3n € Z tel que x+2nmn € [-m, 7], on a alors :

six+2nme (0]
six+2nme[—m,0]

x+2nm

cosarccos(x) = { —(x+2nm)



T ..
3. Pourxe€ [_ P E] , on a arcsinsin(x) = x. arctan(2 + v/3), on a Be . Or tan est injective sur donc:

o

3
T, —
2

b4
2
Pour x €

-, —

T
,onam—Xxe€ [——, —] et sin( — x) = sin(x) donc, d’apres ce qui pré-
22 B = arctan2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3)

céde, arcsinsin(x) =7 - x. < tanf =tan(arctan2 +arctan3+arctan(2 + v/3)).

Enfin, pour x e R, dne Ztel que x +2nn e |——,—|,onaalors:
. tan(a) + tan(b)
En utilisant la formule tan(a + b)) = ————— —, on trouve :
. b 1 —tan(a) tan(b)
x+2nn six+2nme|——,—
2 2
. . 1 /4
sinarcsin(x) = tanf= —=tan—.
. T 37 V3 6
1-2n)n—x six+2nme|—,—
2 2
3n 7
Comme f € 7'[,? ,onaf= e

T T
Correction20 Pour x € [— > E] ,on aarctantan(x) = x.

2x
T Correction 23 On remarque que arctan(x) et arctan (—) ont méme signe : positif lorsque
Pour x € R, 3n € Z tel que x+ nr € [_E’E]’ on a alors : arctantan(x) = x + nx par n- 3

e o  3>0. S :
périodicité de tan. x est positif, négatif sinon. On peut donc affirmer que : x = 0. Cela implique

T 2x T
arctan(x) € [0, E[ et arctan ? € [0,5[.
Correction 21

1. lfaut x>0, x<1letvl—xe[-1,1] cequiestlecassix€[0,1].0na: Ona: 2%\ 7 n 2y
arcsin(y/x) — arcsin( %) = arcsin(\/g) —arcsin(v1—x) arctan(x) +arctan (?) =1° arctan(x) = 7 ~aretan (?)'

< arcsin(y/x) = § —arcsin(v'1 - x)

T
et les deux membres de la deuxiéme égalité appartiennent a ]——, - [, intervalle sur lequel
Comme /X et v1-x sont deux quantités positives, on sait que arcsin(y/x) et 22

T tan est injective. On peut donc raisonner par équivalence :
. . sn @ 7 . .
arcsin(v'1 — x) appartiennent a [0, 5] donc 5 —arcsiny1—-x¢€ [0, ) ], intervalle sur le-

. o . 2x
quel sin est injectif donc : n (Zx) (n (Zx)) -5
arctan(x) = ¥ —arctan| — | © x=tan| ¥ —arctan| — || ©® x =
arcsin(y/x) = 7 —arcsin(v'1 - x) () =% 3 4 3 1+
i i =sin(Z - i — 2x 5x
= sm(arcsm(\/}.)) sin (5 —arcsin(v'1 - x)) o x(1+Z)=1-Z o2 2y 1-0e2x?+5x-3=0
© /x=cos(arcsin(v'1 - x)) 547 3 3
Or, cos est positif sur [0, Z], donc < X= 4

& Xx= zcar x=0
cos(arcsin(v1—x)) = \/1 —sinarcsinv1 - x = Vx.

. . 1
L ) o . ) Lunique solution est donc x = =
La derniere égalité est vraie. Par équivalence, I'égalité initiale est donc vraie pour tout 2

x€[0,1].

. ye . T T ,e .
Correction 24 Limage de arcsin est [— ) ] , celle de arccos est [0, 7] donc, pour qu’il y ait

Correction22 On pose § = arctan2+arctan3+arctan(2++/3). Comme arctan a pour image

égalité, les deux membres doivent appartenir a |0, — |, ce qui impose x = 0.
2

T
T T s 2z 2 . .
]—5, 5| et que V3 <2, 0onaarctan(2) € ]g, ) [ Ceci étant également vrai pour arcsin3 et On raisonne par équivalence :



arcsin(2x) = arccos(x)

sinarcsin(2x) = sinarccos(x)car sin est injectif sur [0, E]
2x = sinarccos(x)

4x* = sin?arccos(x)car les deux membres sont positifs
4x*=1-x*

5x2=1

¢ 6000¢ ¢

1
xX=——=carx=0

V5

1
Lunique solution est —.
5

Correction 25 Si x € [-1,1],

membres appartiennent a [-7, 7] donc on peut appliquer sin. On obtient :

2Xx
on a bien i 2 € [-1,1], d’apres l'exercice ?2. Les deux
X

2x
1+ x2

= sin(arctan x).

En écrivant sin = cos.tan et en simplifiant tan(arctan(x)) = x, I'égalité devient

2x
1+ x?2

= X.cosarctan x

2 _

et comme cos est positif sur cet intervalle et que cos ona:

1
~ 1+tan?’
1 _ 1
Vit a2

cosarctan x =

v/1 + tan(arctan x)

. P s 2X . Lo 5
L'équation est donc équivalente a 1 = —%— ce qui est équivalent a x =0 ou 2 =

+ x2 V1+x2
V'1+ x2 soit x = +v/3. Les solutions sont donc 0 et ++/3.

. T . . ) . ye .
Correction 26 Si x ¢ [——, E]’ cette équation n’a pas de solution car I'image de arcsin

T
est [ 1 n] De plus, cette équation n’est définie que si tanx € [-1,1] soit x € [_Z —] On

raisonne par équivalence :
arcsintan(x) =
< tan(x) =sin(x)
car les deux membres appartiennent a [—%, 5] sur lequel sin est injectif

sin(x) .
=sin(x)
cos(x)
< sin(x)=0ou cos(x) =1

T
R x:Ocarxe[——,—]
2°2

Lunique solution est x = 0.

1+sin(x
1 donc —()

montre que f est définie sur tout R. La fonction f est 2m-périodique, on va I'étudier sur
n 37

Ty
1 +sin(x) , N Y4 s - P
— - 1 c’est-a-dire pour x ~g ) [27]. On sait également que la racine carrée n’est

1+sin(x
pas dérivable en 0 donc f n’est pas dérivable lorsque 1/ T() = 0 c’est-a-dire pour x ~g
3 [
5 |

Correction 27 On remarque que Vx € R, —1 < sin(x) < € [0,1] ce qui

. On sait que arcsin est dérivable sur | — 1,1[, f n’est donc pas dérivable lorsque

—g [27]. On peut donc dériver la fonction f sur ] - z, z [ U ] g,

2 2
1+sin(x
La dérivée de x — 1/ T() est

cos(x) 1 cos(x)

2 2\/1+sin(x) :4\/1+sin(x)'
2 2

nn[ ]JI?ﬂt[
Ul=,—|:
2’2 2 2

On en déduit que, pour tout x € ]

f’(x) __ cos(x)

1+ sin(x) 1+sin(x)

W \/ - 2 )

_ cos(x)
2(\:/0 ls-(l-xs)in(x)\/ 1-sin(x)
" 2|cos(x)|
Ainsi,
1 T T
- sixe ] —E, E [
flo=

L ixel® _”[
2 2’2

On sait donc qu'il existe deux constantes a et b telles que :

X . T

—E+a SIXE]—E,E

J=9 & ) T 371
—+b sixe |—,—

2 2 2




/4 /4 /4
En calculant f(0) = i trouve a = T Par ailleurs, f est continue donc continue en 2 On pose f: x— g(x) — x*. Pour tout x >0, on a

On adonc f (%) =0doul'on déduit b = —%. Ainsi,ona: _(1-2x0)0+ x)%-1 _ —2x3 -3x2% -

1
! - - _
fo= Hho (1+x)? (1+x)2

(1+x)2

et f(0)=0donc f(x) <0,Vx=0.
On a donc bien I’encadrement souhaité.

X 7 . T
——+ = s1x€]——,5[

fx)=

X 7 . n 37
== Sixe |-, — . - . . . .
2 4 2 2 2. Le résultat précédent est vrai pour tout x > 0, il est donc vrai pour x% > 0. Soit x > 0.
Pour tout £ € [0, x], on a
n 37 1
ce qui permet de tracer f sur ] ey puis d’en déduire I'allure de f par 2z-périodicité : 1-£*< e <1-12+14
donc, par croissance de 'intégrale :
X 5 X 1 X 2 4
fl—t dtsf ZdIS[ 1-t“+t*dt
0 o 1+t 0
d’ou
x3 < arctan(x) < X . x°
X——s<arctan(x) S x— —+ —
.721 721 3_71 3 3 5
2 3. Ona
© %
O<arctan(x)—x+— < —
3 5
donc
Correction 28 B
arctan(x) — x+ — $2
1. Soit x =0, alors 0< 3 <X
1-x2 1 x3 5
1-x= 1+x < 1+x Par le théoréme d’encadrement, on a
et %3
, 1-(=x% 1+x3_ 1 arctan(x) — x+ —
l-x+x"= = = , . 3
1-(—x) 1+4x  1+x lim 3 =0,
x—0 X

d’ol1'encadrement.
On peut aussi raisonner par équivalence :

3

X
donc on a bien arctan(x) = x — ey +0(x3).

l—xsrsl—x+x3©l—xzslsl+x3
X
Correction29 On commence par déterminer la limite de ce qu’il y a dans la parenthése en

1 1 A 7 1 ’ z . 2z 2z . 2z .
car 1 +x > 0. Le dernier encadrement est vrai donc, par équivalence, on a bien I'enca- | calculant un équivalent du numérateur et du dénominateur. On écrit x%e* —In(1 + x/x) =
drement souhaité. X2+ 050(X%) = X\/X+ 050 (XV/X) = —X/X + 04— 0(x/%) donc x?e* —In(1 + x/%X) ~x—0 —XVZX,
2

1
s . . o v _ e ) x x X
On peut aussi faire deux études de fonctions: g: x Tt 1+ x dont la dérivée vaut puis vI+x—cos(x) = 1+ 3 0,00 -1+ o F0ro(x?) = > +0y—0(x), onadonc vVI+x—

X
+x2%-1 CoS(X) ~x—0 2 On en déduit que

vx>0,g'x) = 1+ x)2

(1 +x)2
x?e* —In(1 + x/x)

1+ x—cosx

~x—0 2\/};

et g(0) =0donc g(x) =0Vx =0.



donc la limite est nulle. Ainsi, on peut écrire :

tan(xzex —In(1+ xﬁ)) x?e* —In(1 + x/x)
~ _’O M
v1+x—-cosx * v1+x—cosx

puis

(xzex —In(1+xvx)
tan
1+ x—cosx

) ~x—02V/X.

Correction 30 La racine carrée est définie pour x?>—1320 c'est-a-dire [x| = 1. Pour x < -1,
onax=-vVx2donc x+Vx2—-1<0etlelnn'est pas défini. Pour x = 1,onax+vx-12=1
donc le logarithme est bien défini. On écrit :

ch(ln(x+vx2-1)
— l(ex+m+e—x— x2—1)
2
— l(ex+\/x2—1+ 1 )
2 pX+Vxi-1
1
= —(x+ x?-1 —)
2 x+Vxi-1
o [y -2 ltipliant par 1 tité conjugué
= —|x+Vvx?2-1+ =————|en multipliant par la quantité conjuguée
> 2 (2-1 p p q Jug
1
= E(x+\/x2—1+x—\/x2—1)
= x

On en déduit que pour tout x = 1, ch ((ln(x +vVx2— 1)) =X

Correction31 On raisonne par équivalence :

chx)=2oe*+e =40 e —4e°+1=0.

On reconnait un polyndme de degré 2 en e* dont le discriminant vaut 12. Il possedent deux
racines positives 2 + v/3, les solutions sont donc In (2 + v/3).

Correction 32 On raisonne par équivalence :

3ch(x) +2sh(x) =3 <o 3(¥+e ) +2(e*—e™)
o5ef+e-6=0
52 —6e*+1=0

On reconnait un polynéme de degré 2 en e* dont le discriminant vaut 16. Il y a deux racines :

let 5 donc les solutions sont x =0 et x = —In(5).

Correction 33 On sait que V1 +x2 > |x| donc V1+ x2 = x et V1 + x2 > —x. Les expressions
sont donc définies pour tout R. On remarque ensuite, griace a la quantité conjuguée, que

1
X+V1i+x2= ——
V1+x2-x

d’ou I'égalité en appliquant In.

Remarque. On peut aussi écrire directement :

In(x+vV1+x2) +In(V1+ 22 - x) =1n((x+ \/1+x2)(\/1+x2—x))
=ln((\/1 —xz)z —x2=In(1)=0.

Correction 34  Elle est définie sur tout R car ch ne s’annule pas. De plus, elle est impaire en
tant que quotient d'une fonction impaire et d'une fonction paire. Elle est dérivable sur R en
tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule paseton a:

ch®(x)—sh®(x) 1
ch?(x) ~ch?)’

Vx e R, tanh’(x) =

La fonction est donc strictement croissante sur R.
Remarque. On a également, Vx € R, tanh'(x) =1- tanh?(x).

Pour le calcul des limites, on écrit :

eX—e® 1-—e2*

tanh(x) = = )
eX+e* l+e 2

on a alors xlirP tanh(x) = 1 puis, par imparité de la fonction, JClim tanh(x) = —1.
— 400 ——00

Correction35 Ona
— sin(x) = x+ 050 (x?) et sh(x) = x + 050 (x?) donc sin(x) — sh(x) = 05— (x?).
2

— cos(x) =1- x? +05_o(x3) et ch(x) = 1+ % + 040 (x%) donc cos(x) — ch(x) = —x2 +

0x—0(x3).



Ainsi,
sin(x) —sh(x) _ o(x¥)  o(x?)/x?
ch(x) —cos(x) —x2+o0(x2) 1+o0(x2)/x%’
( 2
avec — 0 donc la limite est nulle.
. 1 1
Correction 36 Onpose x=1-havech—-0*.Onal+x=2-het — = —.On a

1-x h
1 2—-h
ln(ﬂ) = ln(—) =In(2-h) —In(h) ~ —=In(h) car lim —In(h) = +oo et limIn(2 - h) =
-X h h—0* h—0
In(2).
On a également 1 - x*> = h(2 - h) ~ 2h lorsque h tend vers 0. On en déduit que
h2-h), (2—h . . -
7 In | o —2hlIn(h).. Par croissances comparées, cette limite est nulle lorsque
h2-h),  (2—h 1-x% (1+x
In[— Inj—]=0et
1-h h

1-x
2 1+x
In =) =1 -2(1-x)In(1-x)

h tend vers 0. On en déduit que }lin})

) =0 donc lim
x—1 X

1-x

X 1-

Correction 37 On a sin(x) = x + o(x)? donc sin?(x) = x* + 2x0(x?) + 0(x*)% = x*> + o(x®) +
o(x*) = x2+0(x3) et In(1 + x2) = x*+ 0(x?) donc In(1 + x2) —sin?(x) = 0(x2). On a e* —cos(x) =
1+x+0(x)—1+0(x)=x+o0(x) donc e* —cos(x) ~ x.
On en déduit que
In(1+x%)-sin®(x)  o(x?)  o(x?)/x
e* —cos(x) B x+o0(x) B 1+0(1) -

Correction 38  On sait que sin(x) — 0 donc e$"™® —1 ~_, sin(x) puis "™ —1 ~,_ x et
enfin
; 2
(esm(x) _ 1) ~ x2

On a donc
i 2
(esm(x) - 1) = xz + Ox_,()(xz).

De méme, sin(x) — 0 donc 2 tan(sin?(x)) — 0, on a donc

In(1+2tan(sin?(x))) ~x—o 2tan(sin®(x))
~2sin® x car tan(y) ~y—o y

~2x?% car sinx ~x_g 2x? donc sin®(x) ~x_g x?

On a donc In (1 + tan(sin?(x))) ~x—o 2x* d’olt

In(1+ 2tan(sin2(x))) =2x% 4 050 (x?)

Correction 39 Elle est bien définie et dérivable et sa dérivée vaut :

(x+DIn(x+1)+x
(1 + x)x+1

! —[_ _ X _ —_
f(x)—( In(x+1) x+1)exp( xIln(x+1)) =

La fonction est donc strictement décroissante sur R*. Il n'y a pas de forme indéterminée
pour les limites, on a donc le tableau de variations suivant :

x [0

N\

f 0

+0o0

Correction 40 On écrit :

1 1 1
\3/x3+x2—x:x(\3/1+——1):x(1+—+0
X 3x X

On en déduit que :

1
lim \3/x3+x2—x=§.

X—+00

3
(Inx) o

Correction 41 Par le théoreme de croissances comparées, ona lim

x—+oo /X

Correction 42 Par le théoréeme de croissances comparées, on a li%l xlnx=0.
x—0+

=0.

1\% 1%
Correction43 Ona lim (—) =0donc lim @
x—+o0\ 2 X—+00 x2

Remarque. A nouveau ici, pas de forme indéterminée.
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Correction44 Onremarque que : < %> et 13 < ; donc arcsin £ +arcsin ;3

raisonne par équivalence :

T, T _T
<3+6—2.On

arcsin(x) = arcsin  +arcsin %
5

. .4 . . . T T
< X =S8In (arcsm = +arcsin —) car les deux membres appartiennenta |——, —
5 13 2’2

4 .. 5 5 . 4
< X = —cosarcsin — + — cosarcsin 5

13 13
4 5% 5 4\? . 5
<& x=-1/1-|—] +—1/1—|=]| carcosarcsin =0 donc cos = V1 —sin’
5 13 13 5
_ 63
"~ 65

.. . 63
Lunique solution est x = e

Correction 45 On écrit :
tanarcsin(x)
sinarcsin(x)
cosarcsin(x)
X . . N T T i
= ———————car arcsin appartient a [—5, 5] sur lequel cos est positif

v/ cos? arcsin(x)
X

2

lx— sin“ arcsin(x)

1-x2

Onadonc, Vx€]—1,1[, tanarcsin(x) =

X
Vi-xZ

Correction 46 On commence par regarder pour quelles valeurs de x cette équation est
définie. arcsin étant définie sur [—1,1], on doit avoir x,2x et v/3x dans cet intervalle, ce qui
impose x € [—%, %]. On a alors arcsin(xv/3) € (-3, 3] etarcsinx € [-§, §] donc arcsin(xv/3) +

arcsin(x) € [-Z, Z]. Le sinus étant injectif sur ce segment, 1'égalité est équivalente a :

272
sin(arcsin(2x)) = sin(arcsin(x\/g) + arcsin(x))

ouencorea:
2x = xcosarcsin xv/3 + xv/3 cosarcsin x.

On a donc x = 0 solution évidente. On simplifie les cosinus qui sont positifs et donc égaux a

V1 —sin? et on trouve :

2=v1-3x2+v3V1-x2.

Ensuite on procede par équivalence :

2=v1-3x2+v3V1-x2
©4=(1-3x%)+31-x%+2v/3(1-3x2)(1 - x?)
< V3x2=v/(1-3x2)(1-x?)

o3xt=1-4x%+3x*

ox2=l
4

SX=+—.
2

Les solutions trouvées appartiennent biena |——, =

. 1 1
donc les solutions sont 0, 3 et — >

b/ 7 5
Correction 47 Onaarcsin(l) = 7 Léquation est équivalente a 5" arcsin (E) = arcsin(x).
5 b4
Le membre de gauche étant positif, puisque arcsin (E) € ]0, > [, on en déduit que
arcsin(x) > 0 donc x > 0. On raisonne par équivalence :
T . ( 5 ) .
— =arcsin| — | + arcsinx
2 13
A . .
& — —arcsinx = arcsin —
2 3
. (T . . N
< sin (E —arcsin x) = Ecar les deux membres appartiennent a [0, E] sur leqt

< cosarcsin(x) = —
13

5
© y/cos?arcsin(x) = Ecar cosarcsin =0
5
< 1- x2 = —3
T
RO T
, 144
o x°= T
1
x=—carx>0
13

. . 12
L'unique solution est donc IES

1—-x
Correction 48 1l faut x #0, —— =0 et 2x—1 € [-1,1] ce qui impose x €]0,1]. Comme
X

1-x 1-x T 1-x
——=0,onaarctan({/——| € ]O,—[ donc 2 arctan — | €[0,m].
X X 2 X

On suppose donc x €]0, 1] et on raisonne par équivalence :



1-x . T
2arctan|y/ —— | +arcsin(2x—1) = —
X 2
T 1-x .
< — —2arctan —— | =arcsin(2x—1)
2 X
o (m 1-x
< sin|— —2arctan —|=2x-1
2 X

car les deux membres appartiennent a ] ~35 [ sur lequel sin est injectif

1-x
< cos|2arctan T =2x-1
2 1-x
< 2coscarctan —|-1=2x-1
X
2

1
o —2=2xca1rcos2=—2
1—x 1+ tan
1+( —)
X
2x
& — =2
x+1—-x
& x=x

La dernieére égalité étant vraie, on a montré, par équivalence, que I'équation est vraie pour
tout x €]0, 1].

Remarque. On a d’abord réécrit I’équation de fagon a ce que chaque membre appartienne

R [ 7 n]
al-—, |
22
Correction 49
1. On pose g : x — 2xV1—x2. Elle est définie sur [—1,1] et dérivable sur ] —1,1[ avec,
4x
g'(x) =2\/1—x2——2
vxel-1,1], ,, 2V1-x
_2(1-2x?)
Vi

On a donc le tableau de variations suivant :

R

\/\

1,1], g(x) € [-1,1] ce qui montre que f est bien définie sur

§

On en déduit que Vx € [—

1
[-1,1]. Elle est dérivable lorsque 1-x2#0et2xV1-x2#+1doncsur]—1,1[\ {iﬁ}

10

Pourtoutxe]—l,l[\{i ona:

7

\/E ’
g 2(1-2x7)

VI—g0  VTm2,1-a (1-27)

flx)=

Onal-4x?(1-x%) =4x*-4x*+1=(1-2x%2. On obtient donc

2 i1-2:2250 . 1 1
0 - 2(1-2x2) ) — sil-2x° = ) — sixe 5%
- - 2 . - 2 1 1
vl—x2|1—2x2| - sinon - sixe —1,——[u]—
Vi -2 V2l vz
: . e 11
. Onremarque tout d’abord que f et 2arcsin ont des dérivées égales sur —E, E ,les
deux fonctions sont donc égales a constante pres. On a f(0) = 0 = 2arcsin(0) donc
Vxe , f(x) = 2arcsin(x).
\/_ \/_
. . R e . 1
Par ailleurs, f et —2arcsin ont méme dérivée sur les intervalles |-1,——
il existe donc deux constantes c; et ¢, tel que
. . 1
—2arcsin(x)+c¢; sixe|—-1,——
fl= . Y?
—2arcsin(x)+c, sixe|—,1
V2

\/5 3
On évalue f en ——— et on —, on obtient

_f(_§) = arcsm( \/_\/7) = arcsin(—?) = —g

3
—2arcsin —\/?— +c) = ? + ¢1. On en déduit que ¢ = —71.

— f(é) = arcsin(é) I et f(é) = —2arcsin(é) +cp = _2_71 + ¢2. On en dé-
2 2 3 2 2 3

duit que ¢, = 7.

Ainsi, on a )
—2arcsin(x) — sixe |— ,1—7%[
f(x) =< 2arcsin(x) sixe _lﬁ’ﬁ

—2arcsin(x)+m sSixe€ E,l[




Enx=1,ona f(1) = arcsin(0) = 0 et —2arcsin(1l) + 7 = -2 x % +m1=0

b4
Enx=-1,ona f(-1) =arcsin(0) =0 et —2arcsin(—1) -7 = -2 x (_E) —m =0. Enfin, en

1
X =—,onabien
V2

2 i (1 + 2 ﬂ+ d 2 i (1)
—2arcsin| —|+m7=-2x —+7m=— =2arcsin| —
V2 4 2 V2

1 .
et de méme en — 7 (heureusement vu que f est continue!!!).
2

On obtient donc

1
—2arcsin(x)—m sixe —1,——[
1 V3
(x) =< 2arcsin(x) Sixe |——,—
! 1\/5 V2
—2arcsin(x)+m sixe —,1]
V2

Correction 50

1. La fonction est définie sur ] — 1,1[ et dérivable sur son domaine de définition. Pour
toutxe]—-1,1[,ona:

2
l_x2+L
2V1— x?
F= 1- 2 C1-xP+x? 1
14 x? Vi-2  VJ1-a2
1-—x2

2. Pour tout x €] - 1,1, on a f'(x) = arcsin’(x) donc il existe a € R tel que Vx €] — 1,1],
f(x) = arcsin(x) + a. Comme f(0) = 0 = arcsin(0), on en déduit que a = 0 donc Vx €
1-1,1], f(x) = arcsin(x).

sin(u). On a alors

. . . T
Soit x €] — 1,1[, alors il existe u € ]—E,E[ tel que x

T X
V1-x%2 = V1-sinu = cos(u) car cos est positif sur ]——,—[. Ainsi, — =
2°2 V1=x2
sin(u) .
= tan(u) = tanarcsin(x).
cos(u)

On a donc tan(f(x)) = tan(arcsin(x)) ce qui implique, par injectivité de tan sur
]—g,g[,f(x) = arcsin(x).

11

Remarque. On peut aussi montrer que I'égalité f(x) = arcsin(x) est équivalente, en
2x 2x

1-x2 V1-x2

suppose que I'on connait I’expression de f.

appliquant tan, a ce qui est toujours vrai, et conclure mais cela

2
X
On acos(x)—1— 0donc sin(cos(x) —1) ~g 0cos(x)—1etcos(x)—1~¢0— >
2

s X
d’our sin(cos(x) — 1) ~o 0 — EX

Correction 51

2
X
On sait, de plus, que V1+x2 -1~ O?. On en déduit que :

sin(cos(x) — 1) B

lim ——=-1.
V1i+x2-1

x—0

2
X
Correction52 OnaVv1+x2-1~g 0? et In(1 + sin®(x)) ~o 0sin?(x) ~p 0x2. On en déduit

V1i+x2-1 1
que —————— ~o 0, donc:
In(1 + sin“(x)) 2

Vi+xt-1 1

1m = —-.
x—01n(1 +sin®(x)) 2

Correction53 Ona:

2sh(x) +ch(x) =5
& 2e8-2¢eF+e"+e7*=6
&  3e** —6e* — 1 = 0en multipliant par e*

On reconnait alors un polynéme de degré 2 en e* dont le discriminant vaut 48. Les racines

de 3X2-6X —1 sont

3+2v3
3\/_d’0t1x=ln

. Lexponentielle étant toujours strictement positive, I'unique

3+2v3
|

solution est e* =

Correction 54



1. On sait que ch?(x) —sh?(x) =1 donc: Pour tout x = 0, on a sh(x) = 0 donc eSh(X) = 1 et comme on a également : Vx = 0,ch(x) = 1,
on en déduit que Vx = 0, f/(x) = 0. La fonction f est donc strictement croissante sur R,. On
gx)=0s ch?(x)=1-ch(x)—1=0< ch?®() —ch(x) -2 =0. a f(0) =0, on peut donc affirmer, comme f(0) =0, que:
On pose X = ch(x), alors : Vx>0, f(x)>0,
2
X'=X-2=0X+DNX-2)=0eX=-1louX=2 ce qui montre I'inégalité souhaitée.

Comme ch(x) = 1,Vx € R, on ne peut avoir ch(x) = -1, donc:

g0 =0 ch(x) = 2. Correction 56 On remarque que 116111(1) sin(v1+2x—1)=0donc

11 suffit donc de résoudre ch(x) =2.0On a: In (sin(\/ 1+2x- 1)) ~sin(v1+2x—-1).
chx)=2oe*+e*—4=00¢* —4e+1=0. Onalimv1+2x—1=0donc
x—0
On pose Y = e*, alors Y2 —4Y +1 = 0 a pour racine Y = 2 + /3, ce qui implique x = .
In(2 + v/3). Les solutions de g(x) = 0 sont donc In(2 + v/3) sin ( V1+2x— 1) ~VI+2x—1.

2. Lafonction g est dérivable sur tout R de dérivée :
§ Enfin, v1+2x -1~ x. Ainsi, un équivalent de In (1 +sin(v'1+2x—1)) en 0 est x.

g’ (x) = 2sh(x)ch(x) — sh(x) = sh(x)(2ch(x) - 1).

Commech(x)=1,VxeR,ona: Correction 57 On commence par regarder ce qu’ilyadansleln. Ona
1+x
2ch(x)-1=0,YxeR = 1+x)(10+x+0x)=1+2x+0(x).
-x

et le signe de g’(x) dépend donc du signe de sh(x). Ainsi, 1+x
On en déduit que In (—) ~ 2x. On peut aussi, si on préfere, écrire
gx)=0ex=0. 1-x

Inl+x)—-In0d-x)=0+0(x)—(-x+0(x)) =2x+ o(x).
On a le tableau de variations suivant :

Onal-x2~1donc

1-x? ( 1+ x) 2x

_ 0o 0 +00 Inf—|~—=2.

; X 1-x X
g ) - + o .
La limite cherchée est donc 2.
+ +00
\ / . . 1 . V3 . b3 .
g -2 Correction58 On écrit sinx—+v/3cosx =2 > sinx — > cos(x) | =2sin (x - §) On sait que
b1 b2
3. Ona g(0) = -2 <0donc 0 répond ala question. sin (x - §) ~0 53X~ 3 On en déduit que :
h ) sinx —v3cosx x z(x_g)
Correction 55 On pose f: x— 31 —1 - x. La fonction f est dérivable sur R, et ————— N3
(Bx—m)cosx (3x2— 7)cos(x) -
VxeR,, f'(x) = ch(x)eSh - 1 ~05
xeR,, f'(x) =ch(x)e . 33cos(x)
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sinx —v/3cosx

1 4
Or, lim cos(x) = — d’ou1 lim = —. On a donc
z 2 z (B3x—m)cosx

X—3 X—=3

x+1

x+1
Correction 59 Pour tout x > 0, on écrit ln(x)f eldt < f elln(t)dt < In(x +
X X

x+1
1) f e’ dt, d’ot, en calculant les intégrales :
X

x+1
In(x)(e"*! - e¥) < f e'In()dr<In(x+1)(e* - &Y.
X

Comme In(x + 1) ~1o In(x), on en déduit I'équivalent souhaité.

Correction 60 On note a = arctan% + arctan% + arctan %. Les réels %,% et % sont tous in-

Lo L1 . 1 1 _ = A
férieurs a 7 donc, par croissance de arctan, arctan 3 < arctan 56 et de méme pour

arctan% et arctan % On adonc:

a<=—+—+

)

SN
ol
SN

2
.. . T
et @ > 0. Comme tan est injective sur ]0, E [, ona:

a = arctan % + arctan é + arctan %

< tana =tan(arctanj +arctani +arctan ).

tana+tanb

On sait que tan(a+ b) = Donc:

l-tanatanb’

% + tan(arctan % +arctan %)

tana = 1 n -
-3 tan(arctan 5 Tarctan g)

1 1
_+_
2 3 -1

= % Onadonctana =

1 1
Or tan(arctan g + arctan 5) =

—

1-

Nol—
W=

b4 b4
Commeae]o,—[,onaa:—.
2 4

Correction 61
1. Soit x €] —1,1[. On raisonne par équivalence.

T T
Onaxe€]—-1,1[ donc arctan(x) € ] T [ d’'ou 2arctan(x) € ] 33 [ Par définition de

T )
la fonction arctan, on a arctan ( ) € ] 35 [ On en déduit que les deux membres

1-x?

 hoalitd 5 . 5 1 T C
de I'égalité a montrer appartiennent a l'intervalle ]_E’ 5 [ sur lequel tan est injectif.
Onadonc:

13

2x
. On pose f(x) =2arctanx et g(x) = arctan ( 7

2x
2arctan(x) = arctan
1-x2

2

T
< tan(2arctan(x)) = tan (arctan ( 1 )) car tan est injective sur ] 33 [

2x
—x2

< tan(2arctan(x)) =
2tanarctan(x) tana+tanb

5 = 5 car tan(a+ b) =
1—-tan“arctan(x) 1-x
2x 2x

l-tanatanb

1-x2 1-x2
La derniére égalité est vraie pour tout x €] — 1, 1[. Par équivalence, on en déduit que
pour tout x€]—1,1[,ona:

2x
2arctan(x) = arctan .
1-x2

2
sur R\ {#1} doncsur]—1,1[. Pourtout x€]—1,1[,ona:

). Les deux fonctions sont dérivables

2
() —
f(x)_1+x2
et
2(1 - x2) + 4x>
, (1-x?2)2 2(1+x2) 2(1+x2)
g = 7= 202 2= 202
2X (1—-x°)c+4x (1+x°)
1+
(l—xz)

1+ x2

OnadoncVxe]-1,1], f'(x) = g'(x), il existe donc K; € R, Vx €] - 1,1, f(x) = g(x) + K.
Pour x =0, on a f(0) = g(0) =0 donc K = 0 et les deux fonctions sont égales.

. Onreprend le calcul fait ala question précédente. La fonction f—g est de dérivée nulle,

elle est donc constante sur chaque intervalle ou elle est dérivable. Il existe donc deux
constantes K et K> telles que :

Vx€]—oo,—1[, f(x) = g(x) + Ky,

et
Vx€]l,+o0ol, f(x) = g(x) + K>.

21 b/
Pour déterminer K3, on peut prendre x = V3. On obtient 3 = -3 + K, doul K = 7.
On peut aussi faire tendre x vers +oo ce qui implique K, = 7.



Pour déterminer Kj, on peut utiliser I'imparité des deux fonctions et en déduire que

K7 = —-K5. On amontré que :
2x i
2arctan(x) = arctan Z|—m six< -1
1-x
2x .
{ 2arctan(x) = arctan sixe]—-1,1]
1—x?
2x .
2arctan(x) = arctan S|+m six> 1
1-x

Correction 62 La fonction est 27n-périodique. D’apres 'exercice 19, on a:

— Si x € [-m,0], alors arccoscos(x) = —x.
— Si x € [0, 7], alors arccoscos(x) = x.
— Si x € [,2], alors arccos cos(x) =27 — x.
D’apres 'exercice 19, ona:
. b4
—-T—X Sixe [—n,—E]

T T
arcsinsin(x) =< x sixE[—E,E] On en déduit que :
. b4
T—X s1x<—:[—,n]
2
. /4
—T—2X s1x€[—n,——]
2
. b4
0 swce[—E,O]
fx)= ' .
T—X swce[—,n]
b4 sixe[—,n]
2

On complete par 2-périodicité de la fonction :
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Correction 63 On sait que ch(x) = ch(0) par parité de la fonction ch donc I'équation n’a
pas de solution pour a < 1. Si a = 1, on passe a 'expression exponentielle et on cherche a
résoudre e*+e~* = 2a ou encore e>*—2ae*+1 = 0. On calcule le discriminant de ce polynéme
de degré 2 en e¥, on trouve 4(a®-1). T est positif ou nul, les racines de ce polynéme sont donc

2a+2vVa®-1
2

= a+ Vv a? - 1. On en déduit que I'équation ch(x) = a admet comme solutions

In (a +Va? - 1) (et cette solution est unique si a = 1).

Correction 64 On raisonne par équivalence :
shix)=aee*-—e*=2ao e**-2ae*-1=0.

Le polynéme de degré 2 en e* a pour discriminant 4a® + 4. 1l est strictement positif donc le
2a+2vVa’+1
— ] - a+va?+1.Comme a-Va?+1<0,

on ne peut avoir e* = a — vV a? + 1 donc I'unique solution de I'équation est In (a +Va?+ 1).

polynoéme a deux racines distinctes :

Remarque. Lapplication x — In (x +Vx+ 1) est 'expression de la bijection réciproque de
sh.

Correction 65 On raisonne par équivalence :

sh(x)=ach(x) <e*—e *=a(eX+e™)
o (l-ae‘*=0+a)e™*

s(l-ae¥f=1+a.



soit

l1+a 1+a
Si a=1,iln’y apas de solution. Si a # 1, on doit résoudre e2r = -4 11 faut que
a

— -a
strictement positif, ce qui est équivalent a (1 + a)(1 — a) > 0, on doit donc avoir a €] — 1, 1[. Si

l1+a
acl-1,1], 0na2x:1n(1—) dolt x=1In }f—fl
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