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TD 7 : Primitives et ED.

1 calcul de primitives "usuelles" et changement de variable

Exercice 1.1f

Calculer f chxsh3xdx.

Exercice 2.1

Calculer f .
0 V1-t2

de

Exercice 3.

M
Calculer / sin(?)

cos3 (1)

Exercice 4.x

Calculer costsintdt.

Exercice 5.x

Calculer | sin?(#)dr.

Exercice 6.1

r—1
Calculer f —dr.
o t+1

Exercice 7 s

Calculer f —.
el +1

Exercice 8. .
e

Calculer f sin(In) dt.
1

2 (Calcul de primitives par intégration par parties

Exercice 9'x

Calculerf (t+1)chedr.

Exercice 19.

Calculer f (arcsin x)2 dx

3 Récurrence et intégration par parties

Exercice 11.

Soit (1) nen la suite définie par :

e
VneN,Inzf (In(x))"dx
1

1
1. Montrer que pour tout n €N, I :/ t"e'dr.

Ll

0

Montrer que (I,;) ,en converge et donner sa limite.
Donner une relation de récurrence entre I,, et I,,41.

En déduire la limite de (n1,;) sen

4 Primitive de fractions rationnelles

Exercice 12t.

dx
Calculer f 5
-X
Exercice 13.
Xor+1
Calculer
t(t-1)

5 Equations différentielles d’ordre 1

Exercice 16. &
. , (e*+1) eX+2
Résoudre y' + y= .
(e*-1) e*—1

Exercice 17.

Exercice 19.
Résoudre (x> +1)y' + (x— 12y =x3—x®+x+1.

Exercice 20.
2 ! 2 —
Résoudre y' +tan(x)y + cos*(x) = O sur | -3, 2.

Exercice 21.
Soit (x> + 1)y —3xy =1

1. Trouver une solution polynémiale.

2. En déduire I'’ensemble des solutions.

6 FEquations différentielles d’ordre 2

Exercice 22. &

Exercice 1%6

Calculer

2+t
Exercice 15.
t dx
Calculer | ——.
X2 4+2x+2

2 2
Résoudre y' — xy = xe*

Exercice 18. )
Résoudre y' — y—— =sin(x
Y J/tanx (x)

Trouver les solutions des équations différentielles suivantes

' =3y +2y=gi(x), i=1...4 avec

1. g1(x)=1
2. @) =x-De™*

Exercice 23.
Résoudre y" +ay =0.

3. g3(x) = (x+1)e**
4. ga(x) =sin(x)

Exercice 24.
Résoudre y" +y' —2y = 2sinx.



7 Equations différentielles avec changement de variable

Exercice 25. &

Résoudre (1 + xz)zy" +2x(1+ xz)y’ +4y =0sur R en effectuant le changement de variable
t = arctan x (c’est-a-dire en posant z(¢) = y(tan(#)). On donnera les solutions sous forme
de fractions rationnelles.

Exercice 26.
On cherche a résoudre x?y" (x) +3xy'(x) + y(x) = (x + 1)? sur R**,

1. Déterminer les solutions de I’équation homogene en effectuant le changement de
variable ¢ = In x (C’est-a-dire en posant z(t) = y(e")).

2. En déduire I'ensemble des solutions.
Exercice 27.
Soit (E) I'équation différentielle ax? y"+bxy' +cy=0avec a, b, c réels.

1. En posant z(#) = y(e), montrer que y est solution de (E) sur R** si et seulement
si z est solution d'une équation du second ordre a coefficients constants que I'on
déterminera.

2. En déduire la forme des solutions de (E) sur R** et R™*.

3. Résoudre ensuite I'équation x*y" —xy’ +y = 0.

8 FKquations fonctionnelles
Exercice 28. &
Déterminer toutes les fonctions dérivables telles que Vx € R, f(—x) f'(x) = 1.

Exercice 29.
Soit m € R. Déterminer la solution de I'équation :

(Em)  ¥Y'=2y' +(1+mPy=(Q1+4m? cosmx
qui vérifie y(0) =1 et y'(0) = 0 (Indication : On traitera séparément les cas m = 0 et m # 0).

Exercice 30. £ &
1. Résoudre xzy” +y=0sur R** avec le changement de variable z(f) = y(et).

2. Déterminer les fonctions dérivables sur R** vérifiant: f'(x) = f(L), Vxe R**.

9 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 31 Exercice 32

U dy e
Calculer f . Calculer f —
o 1+ 12 1 12

Exercice 33”. Exercice 43.
z Lx?+2x
Calculer f tan tdr. Calculer 5 dx.
0 xc+1
Exercice 34:' Exercice 44.
X
Calculer f sin® xcos xdx. Calculer dt .
2-2r-3
Exercice 35{ 3 Exercice 45.
cos® xdx X dr
Calculer | ——— Calculer | —.
sin® x 2—-4r+4
Exercice 36{ , , Exercice 46t. q
: X
Calculer f sin” xcos” xdx. Calculer f
x2+3
Exercice 37.
2 Exercice 47.

v/
Calculer / cos?(t)dt.
0

Résoudre x' (1) — x(¢) = 12

Exercice 38. 9 Exercice 48.
Calculerf —dt Résoudre (x> +1)y' +3xy =0
0o t+2
Exercice 39. Exercice 49.
alcul x_d Résoudre y' + r+ 1) y= al
¢ C“erf T2c " xx-17 " -1

Exercice 40.

Exercice 50.

f1+ed 2
Calculer f reex Résoudre y' — =y = x3.
1-¢* X
Exercice 41x . Exercice 51.
Calculer / tarctan tdt. Résoudre y' = ——-y.
x(1+x2)
Exercice 42. Exercice 52.
1 cosx

f arctan rdt.
0

Exercice 53.

1
Résoudre y' —tanxy =
Y Y= Cos

Exercice 54.

Résoudre y' + —y =
y xy X

sur ] ]T n[avec 0=1
22" yo=2

Trouver les solutions de y" + y' + y = g(x) dans le cas oui :

1. gx)=1

2. gx)= xe 2%

Exercice 55.

Résoudre sur R I'équation y" +2y' +5y = 5x.

3. g(x)=x*+3x+4

4. gx)= e_% cos (‘/Tgx)



Exercice 56.
Résoudre sur R I'équation —3y" — 2y’ + y = cos(x).

Exercice 57.
Résoudre y" +2y' —3y = x2.

Résoudre y" -3y’ +2y =sinx + cos x.

Exercice 59.

Exercice 58. Résoudre y" +y' =2xe*.

Exercice 60.

1. Résoudre I'équation x?y" (x) +3xy'(x) + y(x) = 0 sur R* en posant z() = y(e’).
2. Trouver une solution polynémiale de x?y” (x) + 3xy'(x) + y(x) = 3x% + 4x + 1.

3. En déduire 'ensemble des solutions de x?y" (x) +3x)’(x) + y(x) = 3x* + 4x + 1 sur
R®.

10 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 61. £ &
On consideére la suite (1) ,en définie par

b/

vneN,I, :fzx”sin(x) dx
0

1. Etablir une relation de récurrence.

2. En déduire, pour tout p € N, une expression de I, et I, sous forme de sommes.
Exercice 62. ¥ &

1
On considére deux entiers naturels p et g et on pose I(p, q) = f tP(1-n9dzs.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I(p, q) et I(p+1,q—1) lorsque g = 1.
2. En déduire une expression de I(p, g) en fonction de p!, gl et (p + g+ D).

3. Donner une expression factorisée de
4 =Dk (q
coptk+1\k

X
x2-1"

Exercice 63. ¥

Résoudre I'équation y' +
x

@2-17 "
Exercice 64. ¥
2.n

Résoudre I'équation différentielle x*y"+3xy’+4y = 7xIn(x) sur R} en posant z(t) = y(e’).

Exercice 65. ¥
Résoudre y'(x)— @ —y(x)? = =9x% sur R¥ en cherchant une solution particuliere ¥p sous

1
la forme x — ax et en posant le changement de fonction y = y, — —.
z
Exercice 66. ¥
On veut résoudre sur R I'équation y’ = /. Soit y une solution différente de la fonction
nulle.

1. Montrer que y ne peut étre strictement positive.

2. Montrer que si y(a) =0, avec a€ R, alors Vx < a, y(x) = 0.

3. En déduire que I'’ensemble des points d’annulation de y est majoré.
4

. En déduire la forme de y.

Exercice 67. £ £
Trouver toutes les fonctions f deux fois dérivables sur R telles que pour tout x et y réels on
ait

fx+y+fx-y)=2fx)fy.

Memo

— Comment résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1?
Résoudre I'équation homogene puis trouver une solution particuliere.
— Comment chercher une solution particuliere?
— Essayer des solutions "évidentes" (constante, identité...)
— Chercher une solution particuliere sous la méme forme que le second membre
(cf méthode 1)
— Utiliser la méthode de la variation de la constante : n'oubliez pas de multiplier
A(x) par la solution homogeéne une fois que vous avez déterminé A(x)!!
— Comment résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2?
Appliquer le cours : si, si, tout est dedans;-)
— Comment résoudre une équation quelconque?
— Chercher les solutions polynomiales : cela sera alors précisé dans ’énoncé.
— Changer de fonction. Le changement de variable sera donné.
— Comment trouver des fonctions satisfaisant une équation fonctionnelle?
Se ramener a une équation différentielle, la résoudre et ne pas oublier de vérifier,
parmi les solutions de I’équation différentielle, celles qui sont effectivement solu-
tion de I'’équation fonctionnelle.



CorrectionduTDn 7

¢ 1
Correction 1 f chxsh3xdx = ZSh4 t.

T
Correction 2 [arcsin t](l) = 5

!
N . u

On reconnait une dérivée usuelle de la forme -—3, on a donc
u

fx sin(f) 1

dt =
cos3(¢) 2cos?(x)
Remarque. On peut aussi écrire

X o
f 51n3( 1) d
cos®(1)

dente a constante pres!).

Correction 3

sin(f) _ tan(1)

— = = >— qui est de la forme u’.u, on a donc
cos’(f)  cos“t

t= 3 tan® x. Attention, on trouve alors une autre primitive (égale a la précé-

X
Correction4 Onreconnaitune dérivée usuelle, delaforme #’.u.Ona f costsintdr =

L., 1 2
—sin“ x (ou —— cos” x).
2 2

. i o2 1 —cos(27) S x 1.
Correction5 On écrit sin“(t) = —— . On adonc sin“(#)dt = E—L—lsm(Zx).
Correction 6 On écrit :

-1 t+1-2 2
t+1 t+1 417

On adonc

Tr—1 i
fo oy dt=le-2Inlz+ 1l =1-2In().

. o el+1-ef
Correction 7 On écrit = =1- .
el+1 el +1 1+et

=x—In(1+e%).

Le deuxieme terme est de la

! X
u
forme —, ona doncf
u el +1

dt
Correction8 On pose u=1In(t),onadu= ~ Comme ¢t varie de 1 a €”, u variede 0 a

7. On obtient

v

e V1 JT 1
f sin(ln t)dt:f e'sin(u)du = e~
1 0

X X
Correction 9 f(t+1)chtdt:(x+1)shx—f shtdt = (x+1)shx —chx.
0

t
Correction 10 On fait une double intégration par partie : f (arcsinx)? dx = tarcsin® t+

2arcsintv1—t2 —2¢.

Correction 11

1
1. Onpose t=In(x),onadoncdt= —dxdonc dx = e’dt. x variede 1 & e donc ¢ varie
X
de0al.0Onadonc .
I,,:f el t"dt
0

2. Pour tout ¢ € [0,1], e’ € [1,e] donc t" < e't" < e.t™. Par croissance de l'intégrale, on

adonc . .
f t"dr< 1, < e./ " dr
0 0

donc

1 e

<I,<
n+1 n+1

et la suite (I,) ,eny €st bien convergente par le thm des gendarmes : elle converge
vers 0.

3. On fait une intégration par partie, on trouve
1,611 !

Iy = [ e”]o—(n+1)f e't"dt=e—(n+1)I,.
0

4. D’aprés la question précédente, on a nl,, = —I,+1 + e — I,,. d’apres la question 2,

lim I,,=0= lim [,;; dou lim nl,=e.
n—+oo n—+oo n—+oo



1 1
= +
1-x2 2(1+x) 2(1-x)

ft 1dx /t( 1 1
= +
1—x2 2(1+x) 2(1-x)

Correction 12  On écrit . On en déduit que

1 1 1+1¢
dx==-In|1+¢—-=-In|1-¢|=In ‘—‘
2 2

1-1

Correction 13 On écrit :

t+1  —(t-D+2t 1 2
t(1-1 I
X(t+1dt X
Onadoncf th:lnlxl—ln((x—l)z)zln .
t(1-1) (x—1)2
. o1 1 . N
Correction 14 On écrit ——— =~ — —— puisonintegre:
v+t r t+1
X 1de
f2—=1n|x|—1n|x+1|.
e+t
. L. 1 1 t 1
Correction 15 On écrit = . On a alors —dx =
X2 +2x+2 (x+12%2+1 X2 +2x+2

arctan(z+1).

Correction 16  On travaille sur un intervalle sur lequel x — e* — 1 ne s’annule pas. On

pose I} =R} et I = R*. On travaille sur I;. On commence par chercher les solutions de
X

I’équation homogeéne associée. Pour cela, il faut déterminer une primitive de o ce
e

que l'on a fait a I'exercice 40. On a:

1+e*
f dx=-2ln|e*-1|+x.
1-e*

Les solutions, sur I;, de I’équation homogene associée sont les fonctions de la forme :

Ae*

X——s, LeR.
(1-e9)?

Pour trouver une solution particuliere, on procede par la méthode de la variation de la

. C s Ax)e*
constante. On cherche donc une solution particuliére sous la forme y, (x) = W
e —

A(x)e*
¥p est solution si et seulement si (e*-1) ( )

— = e* +2 c'est-a-dire :
e*—1)

AVx)e* =@ +2)(e*—1)=e* +e* -2,

soit encore :
AMx)=e*+1-2e*.

_ e2* + xe* +2 . . .
On adonc: A(x) = e*+ x+2e ¥ et y,(x) = —————. Les solutions de 1'équation, sur
y (e¥ —1)2

I;, sont:
Ae* + e + xe* +2

(1-e%)?

+,A€R.

Correction 17  On travaille sur R. Les solutions de I’équation homogene sont les fonc-
. 2 N 2 .
tions de la forme x — Ae* /2, A € R. Une solution évidente est x — e*~ donc les solutions
. 2 2
sont les fonctions x— e* + 1e* /2, 1 eR.

Remarque. Sion ne voit pas la solution évidente, on peut procéder par la méthode de la
2
variation de la constante et chercher une solution particuliére sous la forme it(x)ex?. On

2 2
XZ A . XZ
trouve A'(x) = xez . On reconnait une fonction de la forme u'e* donc A(x) = ez et une

. . s 2 L2 2
solution particuliere est y,(x) =eZ ez =e* .

Correction 18 On travaille sur un intervalle sur lequel sin ne s’annule pas. On pose I; =
lim, (i + 1)x[, i € Z. Les solutions de I'équation homogeéne sur I; sont x — A;sinx, 1; € R.
On cherche une solution particuliere sous la forme A (x) sin(x). On trouve A'(x) = 1 donc
A(x) = x et yp(x) = xsin(x). Les solutions sur I; sont donc les fonctions x — (A; + x) sinx,
/1,' eR.

(x-1)2
x2+1

2x
1+x

(x—1)?* _

Correction 19 On travaille sur R. On écrit i1
X

5, une primitive de

est donc x — x—In(1 + x2).
Les solutions de I'équation homogene sont x — Ae™*(1+ x?), 1€ R.

On cherche une solution particuliére sous la forme d'un polynome de degré 1: y,(x) =
ax+b.Ona y, solution si et seulement si a(x* + 1) + (x — 1)?*(ax+ b) = x> —x* + x+ 1. En
développant et en identifiant les coefficients des deux membres on trouve y,(x) = x + 1.
Les solutions sur R sont donc les fonctions : x — Ae ™ (1 +x2) +x+ 1,1 € R.

T
Correction 20 On travaille sur ]_5’ ) [ Les solutions de 1'équation homogeéne sont
les fonctions x — Acos(x),A € R. Pour trouver une solution particuliére, on utilise la



méthode de la variation de la constante. On cherche une solution sous la forme x —
A(x) cos(x), ce qui implique A’ (x) = cos(x) donc A(x) = sin(x). Une solution particuliére
est x — sin(x) cos(x). Lensemble des solutions est :

{x— Acos(x)+sin(x) cos(x),A € R}.

Correction 21

1. On cherche une solution polynémiale. Si a,;x™ est le terme dominant du poly-
noéme, on doit avoir a,,.mx™ x> - 3xa,x™ = 0 (puisque le second membre est
une constante). Cela impose m = 3. On cherche maintenant une solution sous la
forme ax® + bx? + cx + d. On dérive et on injecte dans I’équation puis on identifie
au polynome constant égal a 1. On obtient le systeme :

-b =0
3a-2c =0
2b-3d =0"
c 1

3
X
Onobtientb=d=0,c=1leta= % Une solution particuliére est donc x — Y + x.

2. On travaille sur R. Les solutions de 1'équation homogene sont A(1 + x*)3/2, 1 € R,
I'ensemble des solutions est donc :

2 3
{x-—»/l(1+x2)3/2+%+x,ﬂte[l%}.

Correction 22 Léquation caractéristique > —3r +2 = 0 admet 1 et 2 pour racine donc
les solutions de I'équation homogeéne sont :

x— Ae* + pe**, (A, p) € R%,

1
1. Une solution particuliere est y = X les solutions sont donc :

1
X2 + Ae* + pe?™, (A, p) € B2,

2. On cherche une solution particuliere sous la forme x — (ax + b)e™*. Par identifica-

1 1
tion,ona6a=1,6b—5a=-1.0ntrouve a = 8 eth= ~36" Les solutions sont donc
les fonctions :

x— Ae* +pe** +

X 1 —-X 2
X2 e (4w eRe
6 36)e e

3. On cherche une solution particuliére sous la forme x(ax+ b) e%*. Par identification,

1
ona2a=1et2a+b=1. On trouve a = 5 et b = 0. Les solutions sont donc les

fonctions : )

X
x— Ae* + pe?* + ?ezx, (A, ) € R%,

4. On cherche une solution particuliere sous la forme @ cos x + $sin x. Par identifica-

3 1
tion, on trouve f+3a =1eta—36=0.0Onadonc a = 0 etf= 0 Les solutions
sont donc les fonctions :

3 1
x— Ae® + pe? + m cos(x) + h sin(x), (A, y) € R?.

Correction 23 On procede par disjonction de cas :
— Sia=0, alors y" =0 et les solutions sont les fonctions affines x — ax+ b, (a, b) € R2.
— Si a < 0, alors 'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes :+v/—a.
Les solutions sont donc les fonctions

x— leV ™% +,ue7‘/77“x, (A, ) € R2.

— Enfin, si a > 0, alors 'équation caractéristique a deux racines complexes conju-
guées +i+/a, les solutions sont alors les fonctions

x— Acos(vax) + pusin(vax), (A, p) € R%.

Correction 24 Léquation caractéristique 2 + r — 2 = 0 admet pour racines 1 et -2. Les

solutions de I'équation homogene sont donc les fonctions de la forme x — Ae* + pe™2%,

(A, 1) € R%. On remarque que zp est une solution particuliere (complexe) de I'équation

z"+27' -2z = 2e'" si et seulement si sa partie imaginaire y, est une solution particuliere de

y"+y —2y=2sinx. Cherchons une solution particuliere de I'équation complexe sous la

forme zj, : x — ae'* puisque i n’est pas racine de I'équation caractéristique. On a z;(x) =

iae'* et z",(x) = —ae'*. La fonction z, est solution de I'équation si et seulement si (—a +
: ; 2

ia—2a)e'* =2e'* c'est-a-dire a = T3
i—
2 .
Déterminons maintenant la partie imaginaire de la fonction z, : x — ——e**. On écrit

L. 3. 1
on en déduit que yp : x — ~z sinx — Ecosx.



Les solutions de I'’équation sont donc les fonctions :

3 1
X sinx — = cosxAe* + pe 2%, (A, u) € R?.

Correction 25 Exprimons les dérivées de z: t — y(tan(#)) en fonction de celles de y. On
a:
Z':t— (1+tan® 1)y (tan(1)) et
z": t— (1 +tan? H)y"(tan(f)) + 2 tan(¢) (1 +tan® £) y' (tan(t)).
On raisonne par équivalence :
y est solution de I'équation (1 + x%)?y" +2x(1+x2)y +4y =0

& VxeR,(1+x%)%y"(x) +2x(1+x%)y'(x) +4y(x) =0
<>

Vie ] - [ (1+tan?(0)* y" (tan(£)) + 2tan () (1 + tan?(1))y/ (tan(1) +4y(tan(1) =

’

NS
NS

& Vte ] - [,z"(t) +4z(t) = 0d’apres les calculs faits ci-dessus

Résolvons cette équation. Son équation caractéristique admet +2i pour racines donc
les solutions sont z : t — a cos(2t) + Bsin(21), (a, B) € R2.

On sait que z est solution de I'équation z"(#) + 4z(f) = 0 si et seulement si y : x —
z(arctan(x)) est solution de (1 + xz)zy” +2x(1+ xz)y’ +4y =0. Les solutions de I'équation
sont donc les fonctions :

Xx — acos(2arctan(x)) + Bsin(2arctan(x)), (a, B) € R2.
On va simplifier leurs expressions. On écrit :

1-x2

2 —
T 1+ x2’

cos(2arctan(x)) =2 cos® arctan(x) — 1=
1 +tan2 arctan(x)

et

sin(2arctan(x)) = 2sin(arctan(x)) cos(arctan(x)) = 2tan(arctan(x)) cos? (arctan(x)) =

X
1+x
Les solutions de I’équation sont donc les fonctions :

a(l—x?)

20x
X— — p
1+ x2

+ —-F (a, e R,
1+x2( 2

Correction 26

ol

1. Exprimons les dérivées de z: r — y(e") en fonction de celles de y.
Onacz'(tr)=e'y (e") et z"(t) = e?'y"(e") + ' y' (eh).
On raisonne par équivalence :

yest solution de x*y" +3xy’ +y =0

VxeR™, x2y"(x) +3xy (x) + y(x) =0
VieR,e? y" (") +3e'y (e)) + y(e’) =0
z est solution de z" + 2z’ + z = 0d’apres les calculs faits ci-dessus

¢ 690

Résolvons z" + 2z’ + z = 0. Les solutions sont les fonctions
t— (at+,6)e7t, (a,P) € R?.

On sait que z est solution de z"+2z'+ z = 0 si et seulement si y : x — z(In x) est solu-
tion de x*y" +3xy’ + y =0, on en déduit que les solutions de I’équation homogene
sont (@l )
alnx+
x— —ﬁ, (a,p) e R%.
On cherche une solution particuliere sous la forme d'un polynéme de degré 2
yp(x) = ax®+bx+c.0Ona y;,(x) =2ax+b et y",(x) = 2a donc y, est solution si
et seulement si 9ax? + 4bx + ¢ = x% + 2x + 1. Par unicité des coefficients, on trouve

1 1
a= 3’ b= 3 et ¢ = 1. On en déduit que les solutions sont :

X

§+1+ (alnx+ B)

1
ngxz+ ,(a,ﬁ)eRz.

Correction 27
1. Onaz'(t)=e'y(e") et z"(t) = e*'y"(t) + e'y'(e"). On a donc

o VieR, ae®ly"(e") +be'y'(z") +cy(e’) =0
< az"(H)+(b—a)z' (1) +cz(t) =0.

y solution de E sur R**

Les solutions de cette derniére équation dépendent du signe du discriminant : (b—
2
a)®—4ac.

. Si on note S I'ensemble des solutions de cette équation a coefficients constants,
I'ensemble des solutions sur R** est {z(In x), z € S}.

Pour déterminer les solutions sur R™*, on remarque que (y(—x))’
(y(=x))"=y"(-x).Onadonc:

—y'(-x) et

2 n

ax?y"(x) + bxy(x) + cy(x) =0 & a(-x)? (y(=0)"+(=x) (y(—x))’ +cy(-x)=0.

On en déduit que y solution sur R™* si et seulement si x — y(—x) est solution sur
R**.



3. Onapplique ce qu’on vient de faire 2 x*y" —xy'+y = 0. D’apres ce qui précéde, yest
une solution sur R™* si et seulement si z est solution de 1'équation z" — 2z’ + z = 0.
Les solutions sont les fonctions

t— (at+p)e’, (a, B) e R,

On en déduit que les solutions de I'équation, sur R** et R™* sont :

x— (aln|x|+ P)x, (a, B) € R?.

Correction28 Soit f une solution. Comme Vx € R, f(—x) f'(x) =1, f et f ne s'annulent

pas. On adonc, Vx e R, f'(x) = donc f’ est dérivable. On peut dérive I'équation

f(=x)
—fl=0f' 0+ f(-0f"(x) =0,

fonctionnelle :

se qui se réécrit
f'(x)
fx)

_ f!l (x)
flx)’

car f'(-x) =

@’

On integre I'égalité 7 =

! n
=, on obtient I'existence d'un réel K tel que :

In|f'(x)| =In|f(x)| + K.

On sait que f et f' ne s’annulent pas et sont continues, elles sont donc de signes
constants. En passant a 'exponentielle et posant A = +eX selon le signe de ff’,ona:

VX eR, f(x) = Af(x).

Les solutions de cette équation sont les fonctions x — pet*. On doit donc chercher les
solutions de I'’équation fonctionnelle parmi les fonctions de la forme :

X— ue“, (A, ) € R2.

En injectant dans I'équation, on voit que f(—x) f'(x) = Au?. On doit donc avoir Au? = 1,

ce quiimpose A = —.
Les solutions de I'’équation fonctionnelle sont donc les fonctions :

2
x— pe** peR.

Correction 29 Pour m = 0, on trouve que les solutions de I'’équation sont les fonctions
x— (ax+b)e * +1 avec (a, b) € R2. La solution cherchée est x — —(x + 1)e”* + 1 Pour

\/L_ sin (me\/ m2 + 2)+cos(mx)—

m # 0, on trouve que la solution cherchée est x —
m2 +2

2msin(mx)

Correction 30

1. On pose z(t) = y(e"), alors y est solution de I'équation ci-dessus si et seulement si
z est solution de
Z2"—Z (D +z(t) =

Les solutions de cette équation sont les fonctions :
V3 \/5
t-—»e/z((xcos7t+ﬂsm , (@ ,[3)€[R2
On en déduit que les solutions de I'équation différentielle sont :

X — ﬁ(acos?lnx+ﬁsin§lnx), (a,B) R

2. Soit f une solution de I'équation fonctionnelle. Alors f’ est dérivable en tant que
composée de fonctions dérivables sur RY. On peut donc dériver I'égalité et On dé-
rive I'égalité, on obtient :

1 (1
x? (X)’

' =—-=f@) & x*f"(x)+ fx) =

fn(x) - _

c’est-a-dire :

Comme x € R**, cette équation est équivalente a:
VieR, e? y"(e') + y(e") =

On a montré a la question précédente, que les solutions sont les fonctions de la
forme :

3 3
X— \/}(acosélnx+ﬁsin§lnx), (a,p) e R,

1
Cherchons parmi ces solutions, lesquelles vérifient f'(x) = f (—)
X

Ona:
' :T acosélnx+ﬂsm§lnx +vx —;/—;as1n£lnx+2£ﬁcos§lnx
a pv3) V3 B av3) . V3
=\/} 2 5 cos?ln S5 8 TInx,



et

f(i) = % (acos?lnx—ﬁsin?lnx)

Pour qu'il y ait égalité, il faut donc a = v/38. On en déduit que les solutions de
I’équation fonctionnelle sont les fonctions :

3 3
w—»ﬁﬁ(x@cos%lnx+sin%lnx), BeR.

. 1 dr b4
Correction 31 =—,
b 1+12 4
2d¢ 2
: _ _1
Correction 32 fl == [_?]1_2'

T

Correction 33 f4 tantdt = —[In(cos )]} =1n (—)
0

0 V2

Correction 34 On reconnait une dérivée usuelle de la forme u'.u3, on a donc:
. 1.4
f sin® xcosxdx = Zsin t.
3 .2
. . . cos’x cosx(l—-sin“x) cosx cosx
Correction 35 On écrit : — = — = ——=————>_-Onadonc:
sin’ x sin’ x sinx sin®x
ftcos3xdx -1 1 2sin®t—1
sin® x 4sin*r  2sin?t 4sin*t
Correction 36 On écrit sin? x cos® x = sin? xcos x(1 — sin? x) = cos xsin® x — cos xsin? x.

t t t 1 1
Onaalors:f sinzxcos3xdx=f cosxsinzxdx—f cosxsin4xdx=§sin3t—gsin5 t.

2m

Correction 37

N~

fzﬂ cos@p+1 [sin(Zt) .
0

Tl 4

0

Correction 38 On écrit :

2t 2t+4-4 4
t+2 t+2 T t+2
d’ou
2 2t 1
f—dt=[2t—4ln|t+2|]0=2—4ln(3)+4ln(2)
1 t+2

t  @t+D-1
142 2(1+420

x ¢ x(1 1 1
f dt:f (___)dtzf_-1n|1+2x|.
1+2¢ 2 2(1+21) 2 4

Correction 40 On écrit :

1+e*dx 2e*+1-¢€* tr2e* .
= dx = +1|dx=-2Inle’ —1|+1t.
1-¢* 0 1-¢* 0o \1—e*

Correction 39 On écrit .Onaalors:

Correction 41

X x2 X t2 x2
f tarctantdt = > arctan x —f
0

1 X
———dt=—arctanx+ —arctanx — —.
2(1+t2) 2 2 2

Correction 42  On fait une intégration par parties avec u = arctant,v' =1 donc v = f et

1 1 t T 1 n In2
u' = .Ona [, arctant = [tarctant]} - —— == — —[In(1 + )]} = = - —.
1+ 12 Jo [ Jo 1+12 4 2[( o 4 2
. L x*+2x x? 2x *+1-1 2x
Correction 43 On écrit = + = =1- +
) 1+ x2 1+x2  1+x2 1+ x2 1+ x2 1+ x2
X
1+ x2° )
x%+2x
Ona doncf 5 dx = t—arctan(#) + In(1 + £2).
xc+1
1 1

Correction44 Ona t?-2t-3=(t+1)(t-3) dol

= - .On
2-2t-3 4(t-3) 4(+1)

fx dr fx dr fx dr 1
= — = —ln
12-2t-3 4(t-3) 4(t+1) 4

écrit alors
x-3

x+1




1 1

Correction45 Ona =
2—4r+4 (1-2)2

R fx dr 1
d’o =— .
2—41r+4 x=2

11 1
¥ +3 3 (x/V3)2+1

ft 1 doe Lf” dt/v3  arctan(z/v/3
¥2+3  3J) u+1l V3

X

, dx = v3du donc
V3

Correction 46 On écrit

On pose u =

Correction 47 On travaille sur R. Les solutions de I’équation homogene sont ¢ —
Ae, A € R. On cherche une solution particuliére sous forme polynomiale y,, : t — at® +
bt+c.Ona y;,(t) =2at+bdonc y, estsolution si et seulement si2at+b— at*—bt—c =t

—a= 1
On identifie les coefficients des deux membres et on résout le systeme: { 2a—b= 0.
b-c= 0

On trouve y), : t — —(#* +2¢ +2), les solutions de I'équation sont donc ¢t — Ae’ — (> + 21 +
2),AeR.

3x 3
Correction 48 On travaille sur R. Une primitive de x — 1 est x — 2 In(1+x%); Les

+ X2

3
solutions de I'équation sont donc les fonctions x — A (1+x?) "2, 1 e R.

Correction 49
On travaille sur un intervalle sur lequel x — x(x — 1) ne s’annule pas. On pose I; =
]—00,0[, I, =]0,1[ et I3 =]1, +ool. On travaille sur I;. Pour trouver les solutions de 1'équa-

. N . oo . oL x+1 .
tion homogeéne associée, on doit déterminer une primitive de ——— ce que I'on a fait
X

1-x
t+1)dt
I+ D) =In ol . On en déduit que les solutions de I'équa-
t1-1 (x—1)2

tion homogene associée sont les fonctions de la forme :

al’exercice 13.0Ona [

X eR.

(x-1?’
L N X . P
On remarque que la solution égale a x — > est une solution évidente.

Les solutions, sur ;, de I'équation sont donc les fonctions :

Ax X

X — +—,1€ER.
x=D2% 2

Remarque. Si on ne voit pas la solution évidente, on peut la trouver par la méthode de
la variation de la constante. On cherche une solution particuliere sous la forme y,(x) =

A(x)x . . e Ax® .
TR La fonction yj, est solution de I'équation si et seulement si -1 x“ ce qui
_ 12
. (x-1) . L X
est vrai lorsque A(x) = > On retrouve la solution particuliere x — >
o 1, (x* —2x)x .
Si on integre A(x) = Ex — X, On va se retrouver avec yp (x) = 2()6—1)2 ce qui est correct
(mais moins joli) puisque 'on a
(-2x)x  (x*-2x+Dx-x X X
2x—-1)2 2(x-1)2 2 2(x-1)2
—-X . » . N
avec x — ———— solution de I'équation homogene.
2(x—1)2

Correction 50 On travaille sur un intervalle sur lequel x — x ne s’annule pas. On pose
I, =R} et I, = R*; Les solutions de I'équation homogene sur [; sont x — Aix?, 1; eR. Une
4 4
X X
solution évidente est x — E Les solutions sur I; sont donc les fonctions x — A;x% + >
Ai €R.

Correction51  On travaille sur un intervalle sur lequel x — x(1+ x?) ne s’annule pas. On
1 b 1

. Une primitive de x —

ose I; =RY et I, = R*. On écrit _
pose i =N et &2 x(1+x2)

x(1+ x2) T 1442
1 2

estlen(x)—Eln(1+x ).

/hx

V14 x2

Les solutions sur I; sont alors : x —

,A; €R.

Correction 52  On travaille sur un intervalle sur lequel x — x ne s’annule pas. On pose
I, =R* et I, = R*. Les solutions de I'équation homogene sur I; sont x — =t A; €R. On
X

!
A .On a alors A'(x) = cos(x)

cherche une solution particuliére sous la forme y, : x —

Ai +sin(x)

d’ol1 A(x) =sin(x). Les solutions sur I; sont x — LA ER

T
Correction 53 On travaille sur ]—5, 5 [ Les solutions de ’équation homogene sont
A(x)
cos(x)’

X —

o’ A € R. On cherche une solution particuliere sous la forme y, : x —
cos(x



On trouve A'(x) = 1 donc A(x) = x. Ainsi, les solutions de I'équation sont les fonctions

+1
de la forme x — x_ A € R. On veut y(0) = 1, on doit donc prendre A =1 et 'unique

0s(x)’

. 1+x
solution cherchée est x —

cos(x)’

1 iv3
Correction 54 Les solutions de I'équation caractéristique sont —— + i Les solutions
3
de I'’équation homogene sont x — e~*/2 (a cos ( v3x ) + Bsin ( v3x )) (a,B) €R%.

1. Une solution évidente est la solution constante égale a 1, les solutions sont donc:
3x
x—>1+e_1”2(acos(\/_ )+ﬁ (\/_ )) (a, B) € R,

2. On cherche une solution particuliere sous la forme y,(x) = (ax + b)e™?*. On a

y;,(x) =(=2ax+a-2b)e ** et yp"(x) = (4ax+4b— 4a)e~%*, La fonction Vp est so-

2% = xe~2*_Qn résout le

lution de I'équation si et seulement si (3ax +3b—3a)e”
1
systéme obtenu en identifiant les coefficients et on trouve a = b = 3 les solutions

sont donc :

x»—»%(x+1)e_2x+e /Z(acos(\/g )+ﬁ sin (\/§ )) (a,p) e R,

3. On cherche une solution particuliére sous la forme y,(x) = ax®>+bx+c.On a
y;j(x) =2ax+bet y,"(x) =2a. Lafonction y, est solution de I'équation si et seule-
ment si ax® + (b+2a)x+c+b+2a = x*>+3x+4. On identifie les coefficients des
deux membres et on trouve a = b = ¢ = 1 dont les solutions sont :

x~»x2+x+1+e_)‘/2(acos(\/_ )+,6 (\/'5 )) (a,p) e R,

. 2in , . N .
4. Onpose j=e 3.0n remarque qu'une fonction z a valeurs complexes est solution
de z"(x) + z/(x) + z(x) = e/* si et seulement si sa partie réelle est solution de

. Nous allons donc résoudre 1'équation diffé-

¥"(x) + y'(x) + y(x) = "2 cos (@

rentielle complexe. On remarque que j est solution de I'équation caractéristique,
on cherche donc une solution particuliére sous la forme z,(x) = axe/*. On a
z,(x) = (a+ jax)e/* et z"p(x) = (jPax+2ja)e’*.Ona:

s ((jPa+ja+a)x+(a+2ja))el* = el*
o (a+2ja)el* = el*car 1+ j+ j? = 0 d’apres les propriétés des rac
1 1 i

1+2j V3 3

L . , . C e ) 4 .
= ——e¢/*, on en déduit qu’une solution particuliére de I'équation
3

2p" (X) + 2,(x) + 2 (x) = &/~

On en déduit que a =
Onadonc z,(x)

" A _X \/gx 1 . \/§x .
y'(X)+y (x)+y(x)=e"zcos T est x — ﬁ sin T et les solutions sont :

%)e’”2+e’”2((zcos(\/§ )+ﬁ sin (\/5 )) (@, B) € R

Correction 55 [L'équation caractéristique a pour racine —1 +2i, les solutions de I'équa-
tion homogeéne sont donc :

x
X— —cos
V3

x— e *(acos(2x) + fsin(2x)), (a, f) € R2.
On cherche une solution particuliere sous la forme d'un polyndéme de degré 1. On trouve

2
X— 5 Les solutions sont donc :

X—X— é +e " (acos(2x) + Bsin(2x)), (a, B) € R?.

Correction 56 Les racines de I'équation caractéristique sont —1 et 3 Les solutions de

I'équation homogene sont donc :

x—ae T+ ﬁex/3, (a,p) e R%.

1
On cherche une solution particuliere sous la forme a cos x + fsin x. On trouve a = 3 et
1
B=- 10 Les solutions sont donc :
1 1 _
X— gcosx— l—osinx+ ae * +ﬁe’”3, (a,p) e R,

On peut également préférer chercher une solution particuliere complexe de 1'équa-

tion —3z" — 2z’ + z = e*. On cherche zp sous la forme z,(x) = Ae'* on a zp solu-

. . . . 1 2+1 +i

tion si et seulement si (3—-2i+1)A =1 donc A = - = —— et zp(x) = ——e'¥ =
4-2i 10 10

1
T (2 cos(x) —sin(x) + i cos(x) + 2i sin(x)) Une solution particuliere de —3y" -2y’ + y =



1
cos(x) est la partie réelle de z,(x) soit y, = 1 (2cos(x) —sin(x)). On retrouve bien la

méme solution particuliére.

Correction 57 Léquation caractéristique est 7> +2r —3 = 0 donc les racines sont 1 et —3
donc les solutions de I'équation homogene sont les fonctions :

x— Ae® + pe 3, (A, ) € R%.

On cherche une solution particuliere sous la forme y,, : x — ax*+bx+c.Ona y;j(x) =
2ax+bet y,"(x) = 2a. La fonction y, est solution si et seulement si

—3ax’+@a-3b)x+2a+2b-3c=x*

1 4 14
ce qui impose a = — 3 b=- 3 etc=-— 77 Les solutions sont donc les fonctions
2
x- 4x 14
X = —— —— 4+ Ae" + pe 3 (A, ) e B2,
3 9 27 # .

Correction 58 L équation caractéristique r> —3r +2 = 0 a pour racines 1 et 2, les solu-
tions de I’équation homogene sont les fonctions x — Ae* + pezx (A, mu) € R2,

On peut chercher une solution particuliere sous la forme y,(x) = a cos(x) + fsin(x).
Ona y;, (x) = —asin(x) + fcos(x) et y"p(x) = —acos(x) — Bsin(x). On a donc y,, solution
si et seulement si

(@ —3p)cos(x) + (B +3a) sin(x) = cos(x) + sin(x),

donc

a-36=1
3a+fB=1

. 2 1 . R
On obtient a = 5 etf= —5 Une solution particuliére est donc

()—g ()—1'()
yp(x) = cos(x) - < sin(x).

On peut aussi utiliser le principe de superposition pour dire que si z;, est solution de
z"—3z' +2z = e'*, alors Vp = Ze(zp) + I m(zp) est solution de I'équation étudiée.

On cherche donc une solution z,, de z" —3z'4+2z=¢e"*souslaforme le'*, on a zp, solu-

1 1+3i 1+3i
) 1-3i 10 10
T (cos(x) —3sin(x) + 3i cos(x) + isin(x)). Ainsi,

eix —

tion si et seulementsi (1-3i)A =1donc A = .Onaalors zp(x) =

1 . 1 o2 L
ypx) = E (cos(x) —3sin(x)) + E (3cos(x) +sin(x)) = 5 cos(x) 5 sin(x)

On retrouve bien la méme solution particuliére.
On en déduit que les solutions de I’équation sont les fonctions :

2 1
X— gcosx— gsinx+itex+pe2x,(/1,u) € R

Correction 59 Léquation caractéristique 2 + r = 0 a pour racines 0 et -1, les solutions
de I'équation homogene sont donc les fonctions x — A + pe™, (A, ) € R2. On cherche
une solution particuliere sous la forme y), : x — (ax + b)e*. Ona y;, (x) = (ax+a+b)e* et
¥"p(x) = (ax+2a+ b)e*. Lafonction y, est donc solution de I'équation si et seulement si
(Ba+2b+2ax)e* =2xe* c'est-a-dire

3a+2b
2a = 1

3 . TN 3\
Ontrouve a=1etb= -5 Une solution particuliére est donc x — [x — )€ et les solu-

tions de I’équation sont les fonctions :

3
X (x—i)ex+)t+ue_x,(ﬂt,p)€ﬂ122.

Correction 60

1. On pose z(¢) = y(et). On aalors:
Z’(t) - ety’(et)
et
Z”(t) — eZIy"(et)+ety'(t).

Ona:
x2y"(x) +3xy'(x) + y(x) =0
o Z'(+27' (1) +z(1) =0.

L'équation caractéristique de :
Z'+2Z @M +z(0=0

est:
r2+2r+1=0.

Elle possede une racine double donc les solutions de z" (1) + 22 (£) + z(£) = 0 sur R}
sont les fonctions :
t— (at+Db)e”!, (a,b) € R%.



On en déduit que les solutions de x?y" (x) +3xy' (x) + y(x) =
tions :

0 sur R} sont les fonc-

x— (alnx+b)e ™%, (a,b) e R?,

ce qui se réécrit :
alnx+b
S by e w2,

. Si une solution polynomiale existe, notons ax” son terme dominant. Le terme do-
minant de x? " (x) est :

n-2

nn-1ax"2x*=nn-1ax".

Le terme dominant de 3xy’(x) est 3nax™ et celui de y(x) est ax". On doit donc
avoir :
n(n—-1)ax" +3nax" + ax" = 3x*.
Ona:
=n?+2n+1
=(n+1)*#0,

nn-1)+3n+1

il faut donc n = 2. On cherche donc une solution polynémiale sous la forme yj, :
x— ax®>+bx+c. Ona yy(x) =2ax+betyy(x)=2a.0na:

¥p solution < 9ax® +4bx+c=3x>+4x+1.

Par identification, on trouve :

1
3
1
1

S T Q
1l

3. D’apres les deux questions précédentes, on en déduit que les solutions sur R} sont:

2
. lalnx+b) +%+x+1, (a,b) € R?.
x

Correction 61

1. Soit n = 2, alors en faisant deux intégrations par parties, on trouve

I,=n (%)n_l —n(n=1)Ts.

Pour n =4, on a donc

Tyn-1 T\n-3
1n=n(§) —n(n—l)n(—Z)(E) +nn-1)(n-2)(n-3)I, 4

10

2. Par récurrence descendante, on obtient, :

2p)!

- 2k+1)!

@p

by = Z( b ( )Zp (2k+1)

et
2p=2k (2p+1)!
@2p -2k)!

2(1)()

avec Iy =1; = 1.

Correction 62

1. Onpose V() =tP etu(t) =(1-19.Ona u'(r) =

On a donc
tp+1 1-pn49 1 1
p+1 o pPtllJo
2. Onal(p,q) = —I(p+1 g—1) donc
I(p+1,g-1)= —I( p,q =
q q q+1
et, par récurrence descendante :
Ilp+1 1) prl P
- = X X
prha q g+1

(l _ t)q+p+l 1

—q1-07"tetv(1)

+(=1P2p)io,

+(-1)P@2p+DL,

p+l
PY2 P ip-1,q+1),

1
Comme I(O,q+p)=f A-n9*Pde= [—
0

+1

_(p+ D!

g+p+1 |,
p+1  p 1 1
I l,g-1)=
(Prla-l q ><CI‘HX q+P CI+P+1
donc 0+ 11!
p+Dlg-1)!
1 l,g-1)=————
(p+1,q-1) (p+g+1)
On en déduit que
p'q!
I(p,q) = —————.
(p,q) p+q+1)!

q+p+1

k=q+1

k

+1

— ;ﬂ”’l‘
p

nilar=—9 1 1,g-1
) ol (p+1,9-1)

,on obtient :



3. Soit (p, q). Alors

1
I(p,q):f t”(l—t)th:f
0

0

1 q q
Py ( )(—t)kdt.
k=0 k

Par linéarité de 'intégrale, on a

1 (q k(1 opek 7 (q .
I(p,q)_];) . (-1 fo t dt_];) . (-1 PRy R

On en déduit que

plq!

1. -n* (g
(p+g+1

:I y =
coptk+1 k) )

Correction 63  On travaille sur un intervalle sur lequel x — x(x? — 1) ne s’annule pas.
On pose I} =] —oo,—1[, I =] —1,0[, I3 =]0,1[ et I; =]1, 4+oc0l.
1 1 1 1

. +
x(x2-1) x 2(x-1 2(x+1

Ona , donc

2dx |x? —1]
f—:—21n|x|+ln|x—1|+ln|x+1|zln .
x(x%2-1) x?

Les solutions de I'équation homogene sur I;, i = 1..4, sont

A 2
— lxl,/liE[R.

X —_—
x2 —

On cherche une solution particuliére avec la méthode de la variation de la constante sous

A(x) x2 In|x|x2 )
5 . 5 . Les solutions sur
xc—1 xc—1

I; sont donc les fonctions de la forme :

. / 1
la forme y,(x) = Cela impose y),(x) = p donc y,(x) =

Aix% + x%In|x|
x— =

71 JA; ER.

Correction 64 Comme suggéré dans I'énoncé, on exprime les dérivées de z: t— y(e”)
en fonction de celles de y.
Onaz'(t)=e'y (") et 2"(t) = e*'y"(e") + 'y’ (e'). On remarque que :

yest solution de x?y" +3xy’ +4y = 7xIn(x)

Vx e RY, x%y"(x) +3xy'(x) +4y(x) = 7xIn(x)
VteR,e?'y' (e!) +3e’y' (e) +4y(e!) = Tte!
zestsolutionde z" +2z' +4z =7te’

¢ 00

Nous allons résoudre cette équation. On commence par résoudre I'équation homo-
géne. Son équation caractéristique r2 +2r +4 = 0 a pour racines —1 + i1/3. Les solutions
de I’équation homogene sont donc toutes fonctions :

t— e_t(acosx/§t+bsin\/§t),(a, b) e R2.

On cherche une solution particuliére sous la forme z, : t — (at + b)e’ car 1 n’est pas
racine de I'équation caractéristique. On a z;, (1) = (at+a+Db)e' etz," (1) = (at+2a+b)e’.
La fonction z,, est solution de I'équation z" + 2z + 4z = 7te’ si et seulement si

Tat+7b+4a="7t.

4
En identifiant les coefficients, on obtient a =1et b = -7 Les solutions de I’équation

z"+27 +4z="7te' sont donc les fonctions :

4
t— e '(acosV3t+ bsinV3r) + (t— ;) e, (a,b) € R%.

On sait que z est solution de z" +2z' + 4z = 7te’ si et seulement si y : x — z(In(x)) est
solution de x“y" +3xy' +4y = 7xIn(x).

2.

On en déduit que les solutions de x°y" +3xy’ + 4y = 7xIn(x) sont les fonctions :

X— i(acos(\/glnx) + bsin (V3Inx) + x(Inx — i;),(a, b) € R%.

Correction65 On cherche une solution particuliere de1’équation sous la forme y, (x) =
ax. Une telle fonction est solution si et seulement si

ax
a-— —a’x*=-9x°
X

ce qui impose a? = 9. On choisit ¥p(x) = 3x comme solution particuliere.

Faisons maintenant le changement de fonction inconnue suivant: y(x) = 3x— ﬁ ouz
est une fonction définie sur R}. Commencons par exprimer les dérivées de y en fonction
decellesde z:Ona:

=3+ 29 ot 2 maxto B L
ylo= z2(x) y= z(x)  z2(x)’
y(x)

donc y est solution de y'(x) — — y(x)? = —9x? si et seulement si

X

Z'(x) 1 2 6x 1 2

— = - _— = =9x
z2(x) xz(x) z(x)  z%(x)




Apres simplification, on obtient y est solution de y'(x) — @ — y(x)2 = —9x2 si et seule-

ment si z est solution de : z/(x) + (6x+ 1) z(x) = 1. Résolvons cette équation. Les solu-
A 2
tions de I'équation homogene sont les fonctions x — —e~3*", 1 € R. On cherche une so-

A(x)e3%

lution particuliere sous la forme zp(x) = . La fonction zp est solution de I'équa-

L . 2 | . ) .
tion si et seulement si A'(x) = xe3* d’out zp(x) = v Ainsi, les solutions de I’équation
X

1 A
Z'(x) + (6x+ %) z(x) = 1 sont les fonctions x — vl ;e‘“z, A € R. La fonction z ne doit

pas s’annuler sur R}. Léquation 1+ 61le3 =0 na pas de solution pour A = 0 et, pour

1
A #0, elle est équivalente a e 3% = “on Comme e~3* €]0,1], elle n'a pas de solution si
1
A>——.
6
On en déduit que les solutions de y'(x) — @ - y(x)? = —9x? sont les fonctions x —
6x 1
3x—————— avec A€ [——,+oo|.
1+61e3% 6
Correction 66

Soit y une solution non-nulle.
!

1. si y ne s’annule pas, on a alors Y 1 donc il existe b € R tel que 2,/y = x+ b donc
y

.

. Soit a € Rtel que y(a) = 0. On sait que y est croissante puisque )’ est positive, donc,
six<a,ona:

2

x+b ,
s’annule.

2
. .. x+b
. On obtient une contradiction car x — —

yx)<y(a)=0,

ce qui implique y(x) < 0. Or y est positive (puisqu’on consideére sa racine carrée),
donc cela implique y(x) = 0.

. Notons KI'’ensemble des points d’annulation de la fonction. On sait donc que K est
non-vide d’apreés la question 1. Supposons par I'absurde qu’il ne soit pas majoré.
Soit M un réel quelconque, alors on peut trouver A > M tel que A € K (puisque K
non majoré). On a alors y(M) = 0 d’apres la question précédente donc M € K. Ainsi,
si K est non majoré, alors R c K donc K = R. Or si K =R, la fonction s’annule sur
tout R ce qui contredit I'hypothése que y n’est pas la solution nulle. On a montré
que K est majoré.

. On note ¢ = supK. On se place sur ]c, +oo[. La fonction y ne s’annule pas donc,
d’apres le travail effectué dans la premiere question, il existe b € R tel que

|

x+b

J/|1c,+oo[5xH(
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La fonction y étant dérivable, elle est continue. On doit donc avoir xlincl_ yx) =
lim y(x).Ona
x—ct
— lim y(x)=0et
X—C

+C

b 2
— lim y(x) = (—)
x—ct
On en déduit que ¢ = —b.
Par définition de c, on a alors

xX—c
2

2 .
( ) six>c
yix—
0 sinon

Les solutions de I'équation sont donc les fonctions de la forme

X—cC

2 .
) six>c
2

yix— (

0 sinon

avec c € R.

Correction 67 On commence par remarquer que pour x = y = 0, on obtient 2f(0) =
2£(0)2 donc f(0) =0 ou 1. Si £(0) =0, alors pour y = 0, on obtient

VxeR,2f(x) = f(x+0)+ f(x—0) = f(0)f(x) =0,

donc f est nulle.
Si f est une solution non nulle, on a f(0) = 1. Dérivons deux fois I’équation fonction-
nelle par rapport a y. On obtient :

VX, ) eR? " (x+ )+ f"(x—y) =2f () f" ().

Pour y =0, on obtient f"(x) = f(x) f"(0).

Ainsi, les solutions de I’équation fonctionnelle sont solutions d’'une équation différen-
tielle d’ordre 2 de la forme y" = Ky. Les solutions d'une telle équation sont de la forme
x—ax+fsiK=0et

x— ae® + e ¢

* ou x — acos(ax) + Bsin(ax),
avec a = v+K selon que K est positif ou négatif.

Cherchons maintenant, parmi ces solutions, celles qui sont effectivement solutions
de I'équation fonctionnelle. On sait déja qu'une solution non nulle f vérifie f(0) = 1.
En dérivant I’équation fonctionnelle par rapport a y on obtient f'(x+ y)— f'(x—y) =
2f(x)f'(y) puis pour x = y =0, f'(0) f(0) = 0 ce qui impose, puisque f(0) =1, f'(0) =0.



Si f:x— ax+ B, alors f(0)=pB=0et f'(0) =a =0 ce quiimpose f:x— 1.

Sif:x— ae**+fe % ona f(0)=1donca+pB=1et f'(0)=0=a-p.0nadonc
1
(x:,B:Edoncf:chh(ax).
Si f:acos(ax)+ Bsin(ax),ona f(0)=a=1et f'(0) = f=0donc f: x— cos(ax).

En conclusion, les solutions sont la fonction nulle, la fonction constante égale a 1 et
les fonctions de la forme x — cosh(ax), a > 0 et x — cos(ax), avec a > 0.
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