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TD 8 : Droite réelle.

1 Détermination de bornes supérieures et inférieures
Exercice 1. &

1 1
Déterminer le maximum de A = {—\/1— —2,n€N*}.
n n

Exercice 2.
Déterminer, s'ils existent, la borne supérieure, inférieure, le minimum et maximum des
parties suivantes :

1

n_—
LT el

n+ﬁ

2. {xeR x*+x+1=0}.

3. {xeQ,x?>1}.
4. [0,11nQ.
5. 10,1[NQ.

Exercice 3. &
Soit A un ensemble borné de R.

1. Montrer que pour tout A € R, sup{l+a,a€ A} = 1 +sup(A).
2. Montrer que pour tout A =0, sup{la,a € A} = Asup(A).
3. A quoi est égal sup{dla,ae A} siA<0?
Exercice 4.
Soient A et B deux parties bornées de R. Montrer que
1. AcB=>supAs<supB,
2. Bc A=>infA<infB,
3. sup(AU B) = max(sup 4;sup B),

2 Autour de la partie entiere

Exercice 5. &
Montrer que :
Vix,n)eRxZ,|x+n]=|x]+n,

Exercice 6.
Pour chacune des égalités, trouver un couple (a, b) € (R\ 7)? la vérifiant :

— la+b] =lal +|b] +1. — labl =lallb] -1

— la+b] =lal +b]. — |nal #nlal, neN\{0,1}.
— lab] = la]lb] — Soitkez, lab] = lal |b) + k.
— lab] =lallb] +1

Exercice 7. &
Montrer la relation :

V(x,y) eR*|x) + Lyl < lx+yl < lx]+ Lyl +]1,

Exercice 8.

1
Déterminer la limite de x — x [—J quand x tend vers +oo.

X
Exercice 9. &
Montrer que :

nx
Y(x,n) e RxN*, V—nJJ =|x]

Exercice 10.
Montrer que pour tout x € R, 1x2] = |x)2 < x% - |x|%2€[0,1].

Exercice 11.
. 2 n+m
Soit (n, m) € N“. Calculer [ 2 J +

n—m+1J
2

3 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 12.

1
Montrer que I'ensemble A = {(—1)" + 7 ne I\I} est borné et déterminer sa borne su-
n

périeure et sa borne inférieure. Admet-il un maximum et un minimum?

Exercice 13.
Soient A et B deux parties bornées de R, on note A+ B:={a+b,(a,b) e AxB}et -A:=
{—a, a € A}. Montrer les assertions suivantes :

1. sup(A+B)=supA+supB,

2. inf(-A) = —sup A4,

3. supA+infB < sup(A+ B).

Exercice 14.
Soit y € R. Exprimer |—y| en fonction de | y|.

Exercice 15.
Montrer que 'application x — [2x] — 2| x] prend ses valeurs dans {0, 1}.

Exercice 16.

Soit x < 0. Montrer que [x%] = [x]?

< x € Z.Lerésultat est-il vraisi x > 0?



4 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 17.
Soient f et g deux fonctions bornées sur [a, b]. Montrer que

sup |f()+g(®)l< sup |f()]+ sup |g()l.

tela,b) tela,b] tela, bl
Exercice 18. % £

Déterminer inf | sup Ix2+ax—1]].
aeR |\ xe[o,1]

Exercice 19. £ &
n-1 ;

Soit x € R et n € N*. Montrer que Z [x+ iJ =|nx].
Jj=0 n

Exercice 20. %% &

Montrer que :

VneN*, |vVin+vVn+1l]=|Vin+2]
Exercice 21. £ &

n?-1
Soit n € N*. Calculer la somme Y [Vk].
k=1

Memo
1. Comment trouver un majorant/minorant?
(a) Utiliser I'inégalité triangulaire

(b) Etudier une fonction

2. Comment déterminer la borne sup/inf d'un ensemble borné?

(a) Trouver un majorant/minorant puis déterminer si c’est le plus petit/grand

(b) Etudier les variations d’une fonction

3. Comment majorer/minorer la borne supérieure/inférieure?

Utiliser la définition c’est-a-dire le plus grand/petit des minorants/majorants.

4. Comment montrer des égalités/inégalités avec des parties entieres?

Revenir a la définition



CorrectionduTD n 8

—_ R

0,1 1
Correction 1 Onposef:{ [x] I .OnaA:{f(;),neN*}.Elleest

2

dérivable de dérivée f’(x) = , son tableau de variations est donc :

V1-—x?
0 I 1
x —
V2

fx)

N

1 1
Onalz= E = X donc, d’apres le tableau de variations, la borne supérieure de 'en-
1
semble est a chercher entre f(1) et f (5) On a f(1) = 0 donc le maximum de notre en-

3
semble est atteint pour n = 2 et vaut i

Correction 2

1. Soit n € N*.On a < 1 donc 'ensemble est majoré. Il admet donc une borne

n+ Y

_1
supérieure. On a liIP 'll =1 donc il ne peut y avoir de majorant plus petit et 1
n—+oo n+ =

est la borne supérieure de 'ensemble. Ce n’est pas un maximum car il n’existe pas
L. " 1 1
d’entier ne N* telquen— — =n+ —.
n n

1

n
Pour tout n e N*, on a ;’ = 0 et cette valeur est atteinte pour n = 1, c’est donc le
n+-
n

minimum de I’ensemble.

1\? 3
2. Soitx€R,onax?+x+1= (x + 5) + 1 > 0, 'inégalité est donc vérifiée pour tout x €

R donc I'ensemble est égal a R. Il n'admet ni borne supérieure, ni borne inférieure.

3. Lensemble n’est pas majoré puisqu’on peut prendre x aussi grand que possible. 11
est minoré par 1 donc il admet une borne inférieure. Ce n’est pas un minimum car
I'inégalité est stricte donc 1 ¢ {x € Q, x* > 1}.

4. Lensemble est borné, il admet donc une borne supérieure et une borne inférieure.
Pour tout x € [0,1]NQ,ona0< x<1et0etl appartiennent a cet ensemble donc
min ([0,1]NQ) =0 et max([0,1]NnQ) =1.

5. L'ensemble est a nouveau borné mais cette fois-ci, la borne inférieure, égale a 0, et
laborne supérieure, égale a 1, n’appartiennent pas al’ensemble, ce dernier n’admet
donc pas de minimum ni de maximum.

Correction 3

1. Soitxe{A+a,ac A}, alors x =1+ a avec a € R; on a donc
x < A+sup(A).
Ceci étant vrai pour tout xe {1 +a,a€ A},ona
sup{l+a,ac A} <A +sup(A).
Soit maintenant a € A, alorsa+ A € {1 + a,a € A} donc
a+A<sup{d+a,ac A}

soit encore
assup{l+a,ac A} —A.

Ceci étant vrai pour touta€ A,ona:
sup(A) ssupfl+a,ae A} -1,

d’out sup(A4) + A <sup{A + a, a € A}. Par double inégalité, on a montré I'égalité.

2. On suppose A = 0. Si A =0, le résultat est vrai, on suppose donc A > 0. On proceéde,
anouveau, par double inégalité. Soit x € {Aa,a € A}, alors x=AaavecaeR.Ona:

a<sup(A)

et 1 >0donc
x < Asup(A).

Soit maintenant a € A, alors Aa € {1a, a € A} donc

Aa<sup{la,ac A}.



Comme A > 0, on peut diviser I'inégalité par 1 et on obtient :

1
aszsup{la,aeA}.

1
Ceci étant valable pour tout a € A, on a sup(A) < 1 sup{la,a € A}. Par double in-
égalité, on a montré 1'égalité.
3. SiA<0,onasup{la,ac A} = Ainf(A). En effet, si x € {Aa,a € A}, on a x = La avec
a€ Adonc a = inf(A). Comme A < 0, multiplier par A 'inégalité donne
x < Ainf(A).

De méme, si a € A, alors Aa € {1a,a € A} donc Aa <sup{lAa,ac A}. On divise par A
1
ce qui inverse I'inégalité et on obtient 1 sup{Aa, a € A} < a. Ceci étant valable pour
toutae A,ona:
1 .
1 sup{Aa,a € A} <inf(A).

Par double inégalité, on a montré I'égalité suivante :

sup{la,ae A} = Ainf(A).

Correction 4

1. Ona: Vae€ A a < supB donc sup(B) est un majorant de A et, par suite, sup A <
sup B.

2. Ona:Vae A, a=infB donc inf B est un minorant de A d’ou1 inf(A) = infB.

3. Soit x € AU B, alors soit x est dans A et x < sup 4, soit x est dans B et x < supB
donc, dans les deux cas, x < max(sup A, sup B). On en déduit que max(sup A, sup B)
est un majorant de AU B donc sup(A U B) < max(sup A, sup B).
Pour I'inégalité réciproque, on utilise la premiere implication : A € Au B donc
sup(A) < sup(AUB) et B<c AU B donc sup(B) < sup(AU B). Ces deux inégalités
impliquent max(sup A, sup B) < sup(AU B) d’ol1 I'égalité.

Correction 5 Il suffit d’écrire
lx] <x<|x]+1,

ce qui implique
x]+n<x+n<(lx]+n)+1

on a alors montré que 'entier | x] + n vérifie la caractérisation de la partie entiere de x+ n
(comme I'unique entier N telque N<x+n< N+1)donc |x]+n=|x+n].

Correction 6

1
1. Poura=b= > onaa+b=1donc |a+b] =1et|a] = |b] =0d oulégalité souhai-
tée.
1 2
2. Poura=»b= 3 onaa+b= 3 donc la+b] =0et |a| = |b] = 0d ouI'égalité souhai-
tée.

1 1
3. Poura=b= 3 onaab= 3 donc |ab| =0 et |a] = | b] = 0 d’ou1 'égalité souhaitée.

4 3 6
4. Pour a = 5 eth= X onaab= 5 donc |ab)] =1 = |b] et |a] = 0 d’ou I'égalité
souhaitée.

1 1
5. Poura=»b= -3 onaab= 3 donc |ab| =0et |a] = |b] = -1 d’ou1 'égalité souhai-
tée.
1
6. Pour a= 3 etn=2,ona |al =0donc n|a) =0 alors que na =1 donc |nal =1.

1 1
7. Onadéjéltraitélecaskzo,k:letk:—l.Onprenda:%,b=k2+§,0na

1
ab—k+§ donc lab] = ket la] =0.

Correction7 On saitque:
[x]<sx<[x]+1

et
ly] <y<ly]+1
donc
lx] + |y| sx+y<lxl+|y|+2 6))

D’autre part, par définition de |x+y|,ona:
[x+y|<x+y<|x+y|+1 )
En combinant la premiere inégalité de (1) et la deuxieme inégalité de (2), on obtient
x]+ |y <x+y<|x+y|+1
et en combinant la deuxieme inégalité de (1) et la premiére inégalité de (2), on obtient
|x+y|<x+y<lx]+|y|+2

donc
x]+ |y] < [x+y|+1et |[x+y] < lx]+]|y]+2.

Comme ce sont des inégalités strictes entre entiers, on en déduit que :

el +|y) < lx+y) et [x+y] <Lxl+|y] +1



et on a montré I’encadrement souhaité.

1
Correction8 On sait que, Vx> 1, {—J =0, donc
X

1
Vx>1,x{—J =0,
X

on en déduit que la limite en +oo est nulle.

Correction9 On suppose, tout d’abord, x € [0,1[. On a alors | x|

[nx] x|

donc [nx] €[0,n—1] et — € [0,1[. On a donc {TJ =0 d’ou1]'égalité souhaitée.

=0.De plus, nx € [0, n[

Supposons maintenant x € R. On écrit x = a+|x] avec a € [0,1[. On a alors nx = na+n| x|

puis [nx] = |nal + n|x] en utilisant 'exercice 5. On divise par n et on applique la partie
entiere :
Lnx] nal
| ==+
n Lnna | D’apres le cas traité ci-dessus, on

—J + |x] en appliquant I'exercice 5
n

a Vn—naJJ =0donc {%J = |x]. On a bien I'égalité souhaitée.

Correction 10  On raisonne par équivalence :
%% = [x)?
o |¥*]-1x]*=0
o |x*—|x)%/=0car|x|?€Z
o x*-|[x]?€0,1]
On a bien I'équivalence souhaitée.

Correction 11  On procede par disjonction de cas.

+1 2n-2p+1
m =pet nom n-cp =n— p donc la somme
2 2

m n-m+1 2n-2p
= t
J=re { 2 J L 2

n+
Si n+m=2p, alors {

vaut n.

n+
Sin+m:2p+1,alors[ Jzn—petlasomme

vaut, a nouveau, 7.

1
Correction 12  On pose u, = (-1)" + 71 Ona -1 < u, < 2 donc A est un ensemble

borné. Pour n =0, on a 1y = 2 donc 2 est le maximum de A.

On remarque que, pour 7 =2p+1, on a liIP uzp+1 = —1, cela montre qu’il ne peut
p—+oo

exister de minorant de A strictement supérieur a -1. On a donc

inf(A) = —
Lensemble A n'admet pas de minimum car il n'existe pas d’entier n tel que (-1)" +
1
=-1.
n+1

Correction 13

1. Soit x € A+ B, alors x = a+bavec (a,b) € Ax B. Comme a < sup(A) et b < sup(B), on
adonc a+b < sup(A) +sup(B). Ainsi, sup(A) +sup(B) est un majorant de A+ B donc
sup(A + B) < sup(A) +sup(B). Montrons l'autre inégalité. Soit a € A. Alors il existe
une suite (b,)zen de B qui tend vers sup(B). Pour tout n € N,onaa+b, € A+ B
donc a + b, < sup(A+ B). On a donc, pour tout n € N, a < sup(A+ B) — b;. On fait
tendre 7 vers +o0o, on obtient a < sup(A + B) —sup(B) donc sup(A + B) —sup(B) est
un majorant de A, on en déduit que sup(A) < sup(A+ B) —sup(B) ce qui montre
I'autre inégalité.

2. Soit a € A, alors —a € — A donc —a = inf(— A) puis a < —inf(- A) donc —inf(—A) est
un majorant de A. On en déduit que sup(A) < —inf(—A). Montrons I'autre inégalité.
Soit a € A, alors a < sup(A) donc —sup(A) < —a. Comme —a € —A, —sup(A) est
un minorant de — A donc inf(—A) < —sup(A). Par double inégalité, on a inf(-A) =
—sup(A).

3. Soit b € B, alors inf(B) < b. Pour tout a € A, on a donc inf(B) + a < a+ b. Comme
a+be A+ B,onainf(B) + a < sup(A+ B). Ainsi, sup(A+ B) —inf(B) est un majorant
de A, on a donc sup(A) < sup(A+ B) —inf(B) d’ol1 I'inégalité souhaitée.

Correction 14  Soit y € R, alors par définition

donc
~ly]-1<-y=<-|y]
— Siyez,alors—yeZdonc |-y| =-y=—y|.
— Sinon, ona~|y|-1<-y<~|y] donc [-y] =~|y] - 1.

Correction 15 Par définition de la partie entiére, on a x —1 < |x] < x donc —2x <

-2|x]<2-2xet2x—-1<|2x] <2x.Onen déduit que :

-1<2x]-2]x] <2.



Comme |2x]| —2|x] est un entier, il ne peut étre égal qu'a 0 ou 1.

Correction 16  On raisonne par double implication. <Si x € Z, x? € Z, alors x| = x et
|x2] = x2 donc I'égalité est vraie.
=0On suppose maintenant |x2] = |xJ2. Par définition de la partie entiére, on a:

x2—1<Lx2J<x2

et
x—-1<|x] <x.
Comme x est négatif, en élevant au carré la derniére inégalité, on obtient :

< LxJ2 < (x-— 1)2.

Or |x?] = |x)? par hypothése et comme [xZJ < x? ona [x?] = x2 par double inégalité.
Ceci montre que x2, et donc x, est entier.

Si x est positif, I'implication <« reste vraie. En revanche, on a I'égalité |x?] = [x)? pour

3
x:EavecxetN.

Correction 17  Soit ¢ € [a, b], alors, d’aprés I'inégalité triangulaire, on a
If@)+g@I<If@O+1g@l.

On saitque |f(#)| < sup [f(D)|et|g()|< sup |g(#)].Onadonc:
tela,b) tela,b]

If()+g@l< sup |f(B)]+ sup Ig(D)l.

tela,b) te(a,b)

Ceci étant valable pour tout ¢ € [a, b], on a donc :

sup |f()+g(®)l< sup |f()+ sup |g()l.

tela,b) tela,b] tela, bl

Remarque. Légalité est fausse, on peut s’en convaincre en prenant g = —f et f non
identiquement nulle.

Correction 18 Pour tout a € R, la fonction f; : x — x% + ax — 1 est dérivable, de dérivée
X—2x+a.

. a s 1. . A
— Si -5 < 0 c'est-a-dire a > 0 alors f;; est croissante, on a le tableau de variations

suivant :
x |0 1
a
fa /
-1 et sup |f,(x)| =max(1,a).

x€(0,1]
. a , N . . ..
— Si ) > 1, c'est-a-dire a < -2, f, est décroissante, on a le tableau de variations

suivant :
x |0 1
—1

NN

et sup |fy(x)|=lal
x€[0,1]

a

a
— Si -3 € [0,1], c'est-a-dire a € [-2,0], elle atteint son maximum en 0 ou 1 et son

.. a .. .
minimum en — 7 On a le tableau de variations suivant :

_a
x |0 5

-1 a
fa \ /
2 2

_a- _ a
it Comme a < 0, le maximum de | f,| est T +1.
On a montré :
a —o0 -2 0 1 +00
sup| fal lal %2+1 1 a

Comme pour tout a € R, on a sup |fz(x)| =1 et sup |fy(x)| =1, on en déduit que
x€[0,1] x€[0,1]
inf sup |f,(x)=1.

aeR xe(0,1]

k
Correction 19  Pour x € [0,1[, on pose k = |[nx].Ona ke [0,n—1] et x = a+ — avec
n

1 j i+ k
a€ [0,—|.Pourtout je[0,n—1],0ona {x+iJ = {a+J—J donc
n n n
x+i _ 0 s¥].+k<n
n 1 sij+k=n



Z { J = k car il y a k termes entre
= A,_/
=1

L) eedl)

(S —

:I\

On a donc Z
j=0

=0
n—ketn—1. Comme k = [nx], on ale résultat pour x € [0, 1[.

car |x]€Z

a€[0,1[.Onadonc:
{a+[xj+iJ
j=0 n /=0
xJ+ {a+—J

On se ramene au cas précédent pour le cas général : Soit x € R, alors x = a+ | x] avec
n—1 ] n—1
Y |wd] =%
Z (LxJ + L ] J
=0 n
=nlx] + |nal d’apres le cas traité précédemment
Comme n | x] € Z, on applique encore 'exercice 5 pour écrire

lna) = |n|lx] + nal

nlx]+

et comme n|x| +na=n(a+ |x]) = nx, on a bien le résultat pour x € R.

n+l+ynetvin+2en

Correction20 On commence par trouver une inégalité entre
raisonnant (par exemple) par équivalence :
\/n+ +vVn<van+2e n+l1+2ynn+D+n<4n+2
2vn(n+1)<2n+1

La dernlere inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére 1'est aussi. Par crois-
sance de la partie entiere, on en déduit que

|Vn+T+va| <|Van+2|.

On remarque que /47 + 2 n’est jamais entier. En effet, si m est entier, alors m? = 4r2 ou
4r? +4r + 1 selon que m est pair ou non. On n’a donc jamais un carré de la forme 4n + 2.

Pour conclure, on suppose par I'absurde qu'’il existe m € N tel que
vVn+l+vn<m<vin+2,

et on raisonne par équivalence :

Von+l+yn<m<van+2

n+l+2vnin+D+n<m?<4n + 2par positivité des deux membres
2n+1+2vnn+1) <m? <4n+2
nn+)<m?>-2n-1<2n+1

t 008

4n(n+1) < (m?-2n-1)%2 <4n? +4n + lpar positivité des deux membres

Ce dernier encadrement est absurde car (m

2 _2n—1)% est un entier et il ne peut étre

strictement compris entre deux entiers consécutifs. On en déduit que

donc |vV4n+2] <

Correction 21

[V4”+2J <Vn+l+vn<vVan+2

|Vn+1+/n| et par double inégalité, on a montré I'égalité.

Pour tout entier k tel que j? < k < (j + 1) c’est-a-dire pour k € [[j2, (j +

12— 1],ona |Vk] = j. On peut réécrire la somme en groupant les termes identiques :

lya(j+1)?%-j?=

2

n--—1 n-1 n-1
yve=y Y |VE[=L ¥
k=1 J=1 j2<k<(j+1)? J=1 j2<k<(j+1)?

2j +1 entiers entre j? et (j +1)? — 1. La somme est donc égale a:

n?-1

Y Wkl
n—1

Y jej+1)
j=1

nn-1)2n-1) nn-1)
+

en utilisant la formule de la somme des carrés

n(n-— 1?(4n +1)
— 8
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