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TD 10 : Systemes linéaires et calcul matriciel .

1 Rangd’un systeme

Exercice 1.
Déterminer le rang du systéme

xX+2y+t =a
y—z+t =b
xX+2y+t =c

x+3y—z+2t

Exercice 2.

Soit a € R, calculer le rang des systémes suivants :

Xi+ax;+x3 =x [(x1+xp+ax3s =x [a@’x +axp+x3 =x
axy+Xxp+Xx3 =y Axitaxa+xs =Yy X1 +X2+axs =y
X1+axp+x3 =2 axi+x2+Xx3 =2 x1+ax2+a2x3 =z
2 Résolution de systemes
Exercice 3.
Résoudre les systemes suivants d’inconnues (x, , z) :
2x + +z = 3
x +y +3z = 5 3x -2y +2z = a Y
3x -y -2z = 0
x -y -z =1 -x +2y -3z = b
x +y -z = =2
X +z = 3 X +2y +z = ¢
x +2y +z = 1
Exercice 4.
Résoudre les systemes suivants d’'inconnues (x, , z, t) :
X +y +4z +7t = b
Y ! X 2y -z +2t = a
X +y +4z +5t = by
x -y 4z -t =D
X +y +3z +2t = bs
4x -y +2z -t = ¢
X +y +z 4+t = by

Exercice 5. &la matrice circulante :
Soit A € C et n € N*. Donner les solutions du systeme d’inconnues xj, ..., X, en fonction
de:

X2 = /1x1
X3 = /1)62
Xp=AXp_1
X1 =Axy,

Exercice 6. la matrice compagnon

Soient neN*, L€ C,(ag,a; ..., an-1) € R". A quelle condition sur A le systéme homogene
suivant possede-t-il des solutions non nulles? Montrer qu’alors ces solutions sont para-
métrées par exactement une variable libre.

A 0 ... ... 0 agp

-1 A . : a

0 .
A0 an_3
oA ap-»

0 0 -1 -—-ap1+A

3 Produit matriciel

Exercice 7.
12 1 -1 1

Calculer | -1 0] x (_1 1 ) X (1) de deux facons différentes. (Quelle est la plus judi-
1 1

cieuse?)

Exercice 8.

Soit n € N*. Soient A, B € M,,(R). Développer et simplifier S = (2A)(3B) — (A+2B)? + (A—
B)(A+B)etT=(A+B)(2A2-2B)—2A%2(A+B)+ (-A+B)?

Exercice 9.
Montrer que si A est inversible et commute avec B, alors A~! commute avec B.

Exercice 10.
Soit B = (i)1<, j<n. Calculer B2.

Exercice 11.
i
Soit A=~

Ji<i,j<n

, calculer A2.

Exercice 12.
Soit A € M, (R) telle que Tr(AT A) = 0. Montrer que A est la matrice nulle.



4 Calcul de puissances

Exercice 13. &
1 1 o1

Soit J = € M,(C). Calculer J" pour tout entier r € N.
Lo

Exercice 1 .
_1 . Calculer M" pour r e N.
2

4.
2
Soit M =|0
0

[l R

Exercice 15.
-1 0 0

SoitA=|1 -1 0|
0 1 -1
1. Montrer que (A + I3)3 est la matrice nulle.
2. En déduire une expression de A” pour tout entier .

Exercice 16.
Calculer, pour tout n € N*, la puissance n-éme de chacune des matrices suivantes :

1 1 01

AZ(g (1)) B=]1 1| C=|0 0 O

1 1 1 0 1

11 01 1 1 1 0
D:(O 1) E=|(0 0 1] F=|-1 0 O
0 0 O 2 0 -1

(On calculera A2 = Ax A, A3 = Ax Ax A, ..., on devinera les coefficients de la matrice A"
pour tout n e N*, et on le vérifiera, si besoin par récurrence.)

Exercice 17.

2 11 1 0 1
SoitA=(1 2 1]etP=|-1 1 1].
1 1 2 0 -1 1
1. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
1 0 0
2. Montrer que PDP~' = AavecD=(0 1 0
0 0 4

3. En déduire A" pour tout entier 7.

5 Calcul del'inverse

Exercice 18.

1 0 1
Calculer I'inverse de la matrice P=|1 1
1 -1 1
Exercice 19.
01 0 0
0 0 1 0
Calculer I'inverse de la matrice
: 1
1 0 0

Exercice 20.
Soit A une matrice de M, (R) telle que A242A-1 n = 0. Montrer que A est inversible et

calculer son inverse.

6 Détermination de l'inversibilité d’'une matrice

Exercice 21.
1 -1 2

Lamatrice [0 1 -1 | est-elle inversible?
1 0 1

Exercice 22.
Les matrices suivantes sont-elles inversibles ?

3 4 1 1 2 1 3 0 1 1 -2 2
A=14 2 -=-2|, B=|2 1 2| C=|2 -1 0| D=|3 -5 6
2 3 1 2 21 0 2 3 2 4 4
Exercice 23.
01 0 ... 0
00 1 .0
La matrice est-elle inversible ?
: 1
1 0 0
Exercice 24.



l+a b a

. b l1+a b
Soit M = b 1+
b a b

a

b

Z . Calculer det(M) et en déduire une condition né-

l1+a

cessaire et suffisante d’inversibilité pour M.

Exercice 25. &

Soit (a;)jen une famille de réels distincts. Pour tout n € N*, on note :

V(“O»"';an): .

1 ap a(Z) ~eag
1 a a all
1 a, a - a’

n
1. Montrer que V(dg,*-,az) = [ | (ai — ap) V(ay,--- , an).

2. En déduire la valeur de V (ay,---

Exercice 26. &

Calculer le déterminant de

Exercice 27. [CCP]

1
m
1
0

i=1

ran)'
m 2 -1
1 -1 m
1 m 1
m 0 m

1 1 1
. * . . 1 1-x
Soit n € N*. Calculer le déterminant D,, = ]
: 1
1 1 n—x
Exercice 28. [CCP]
1 2 n
3 n+1
Soit n € N*. Calculer le déterminant D,, = . .
n n+l 2n—1
Exercice 29.
a+b b 0o ... 0
a a+b b
Soit (a,b) € C?, neN*.Onpose D, =| a . o0
. .. . . b
0 0 a a+b

1. Exprimer D, en fonction de D+ et Dy,.

2. En déduire une expression de D,, pour tout n = 1.

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 30.
Quel est le rang du systeme

Exercice 31.

X2 + X3 =a
X3+Xx4+x5 =b
X5 =cC
Xs+Xxe+x7 =d

Donnez le rang des systemes homogenes suivants :

X1 +2x2+3x3+...+nxy,

2x1+3x2+4x3+...+(n+1)x,

nxi+n+Dxx+(n+2)x3+...+2n-1)x, =0

et

ax)+xo+...+xp

X1t+axy+x3+...+Xxp

X1+XxXo+...+axpu1+x, =0

X1+ Xo+...+xp—1+ax, =0

Exercice 32.

Résoudre et discuter suivant les valeurs de by, by, bz et by :

X+3y+4z+7t
x+3y+4z+5¢
x+3y+3z+2t

xX+y+z+t

(S1)

X+y+2z—t
-x+3y+t¢t
2x-2y+2z-2t
2y+z

(S3)

Exercice 33.

by
b
b3
by

by
b
bs
by

(S2)

(S4)

Résoudre pour (x1, X, X3) € R3 les systémes :

X1 —ZXZ
T : —X1 +Xo

+2x3

1
R

1
-1

puis T : {

X+3y+5z+3t =
x+4y+7z+3t =

y+2z =
X+2y+3z+2t =

X+2y+z+2t

—2x—-4y-2z-4t

-X—-2y—z-2t
3x+6y+3z+6¢

—2.X'1
X1

+Xp +2Xx3

by
b
b3
by

by
b
bs
by

- O



Exercice 34.

Résoudre :
2y—z = 1 2x—z+t = 2
1. dansR3:{ -2x-4y+3z = -1 i) 2y+z+r =1
x+y-3z = -6 4 dansREq o Loy oz = 1
x+z = 1 2x-2y+2t = 3
—+ =
2. dans®3:{ Y% 7 (1)

Xty = xX+y+3z = 5

2x+3y = 0 5. dansR3:{ x-y-z = 1

3. dansR3:x-2y+z=3. X+2z = 3

Exercice 35.
Soit B = (b; ;) une matrice de M, (R). Calculer Tr(ABA) ou A est la matrice de M, (R) avec
uniquement des 1 comme coefficients.

Exercice 36.
1 -2 -1
Donner l'inverse de la matrice | 0 1 1
1 -1 1
Exercice 37.
01 1
SoitA=|1 0 1].
1 1 0

1. Vérifier que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer A? et remarquer que A? = A+ 2I3. Retrouver son inverse.

Exercice 38.

1 0 2
Calculer M" pour M=(0 2 0
0 0 3

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 39.
Soient A et B deux matrices de M, (R).
1. Calculer le coefficient d’'indice (r, 1) de la matrice AE;;B.

2. En déduire que si AXB est la matrice nulle pour tout X € M, (R), alors A ou B est
nulle.

Exercice 40.
Soit 1 € N*. Soit A € M,,(K). On suppose que pour tout X € M,(K), on a (XA)? = (0).
Montrer que A=0.

Exercice 41. %

Soit n € N*. On appelle centre de M, (K) ’ensemble Z des matrices A € M, (K) qui com-
mutent avec toutes les matrices de My (K), c’est-a-dire Z = {A € M, (K) telle que VB €
M, (K), AB =BA}.

1. Pour (k,1) €{1,...,n}? et A€ M,(K), déterminer une condition nécessaire et suffi-
sante sur les coefficients de A pour que les matrices A et E; commutent.

2. En déduire que le centre Z de M,,(K) est 'ensemble des matrices scalaires.

Exercice 42.
Soit A€ GL,(K) tel que A+ A~! = I,,. Pour tout entier k, on note A~ = (A~1)*. Montrer
que pour tout entier k, il existe un réel uy tel que AF + A% = 11, I, et déterminer py.

Exercice 43.

Soit (a, b) € R? et

a b b
Mgy = .
b b a

Calculer M’ pour tout entier r.
ab



Memo

Comment déterminer le rang d’'un systéme?

En1échelonnant et en comptant le nombre d’équations restantes
Comment déterminer a quelle(s) condition(s) un systéme a des solutions?
Enl'échelonnant et en lisant les dernieres lignes dont le membre de gauche est nul
Comment résoudre un systeme linéaire?

— En faisant des opérations élémentaires (a préciser) sur les lignes
— En faisant le pivot de Gauss puis en substituant.

Comment déterminer le rang d'une matrice?

— Echelonner la matrice

— Raisonner sur les lignes/colonnes en petite dimension
Comment déterminer si une matrice est inversible?

— Observer la matrice

— Déterminer si le systéme associé possede une unique solution
Comment déterminer I'inverse d’'une matrice A?

— Résoudre le systéme AX =Y

— Faire des opérations élémentaires sur les lignes

— Trouver son inverse

Comment déterminer la puissance d'une matrice?

— Prendre la puissance des coefficients diagonaux

— Utiliser la formule du bin6me de Newton

— "Intuiter" une formule et la montrer par récurrence

— Remarquer que la matrice s’écrit PMP ™!

Comment multiplier des matrices de taille 7?2

Revenir a la définition du produit matriciel




CorrectionduTDn 10

Correction 1
On fait Ly — L3 — Ly et Ly — Ly — L, — L1, on obtient

X+2y+t =a
y—z+t =b

0 =c-a

0 =d-a-b

On en déduit que le rang du systeme est 2.

Correction 2
— Si a=11lerang vaut 1 car toutes les lignes du systéme sont identiques. Si a # 1, le
rang vaut 2 car L; = L3 (et L; et L non colinéaires.
— Sia=1lerangvaut 1 car toutes les lignes du systeme sont identiques.
Sia=-2,onaly+Ly+L3=0,etL; et L, non colinéaires donc le rang vaut 2.
Si a ¢ {—2,1}, on triangularise le systéme et on constate que le rang vaut 3.
— OnfaitLg— Ly, Ly — Ly—L; et Ly — Ls — a®L,, on obtient

1 a a? z
0 l-a a-a° y-z
0 a-a*> 1-a° x—azy

On fait ensuite L3z < L3z — aL,, on obtient

2

1 a a zZ
0 l1-a a-a° y-z
0 0 1-a® x—azy—ay+az

On en déduit que si a = —1 le rang vaut 2, si a = 1, le rang vaut 1, sinon le rang vaut
3.

Correction3 Lensemble des solutions du premier systeme est {(3 - z,2 -2z, 2),z € R}.
c+4a+3b) ( 72a+b+7c) ( 7a72b+c))
10 ) M .

Le deuxiéme systéme a une unique solution (( 5 5

Le troisieme systéme a une unique solution (1,-1,2).

Correction 4

— La condition de compatibilité est 9b, —5b; +2b4 — 6b3 = 0. Si elle est vérifiée, I'en-
semble des solutions est alors

(Dalom iy, bl kb

t——=Y——+ + ’
4 4 2 2 24

,VER
44222)y}

— La condition de compatibilité est a+3b— c = 0. Si elle est vérifiée, les solutions sont

(a 2b 1 a b
{|=+
3 3 3 '3 3 3

2 2
-z, ———+-z—1t,2,t|,(z,t) e R}

Correction5 On montre facilement que x; = 1" x; donc
— Soit A" # 1 donc x; = 0 et dans ce cas x; =0, Vi donc la seule solution est la solution
nulle.
— Soit A" = 1 et dans ce cas les solutions sont les n-uplets de la forme
x1 (LA A%, A, X €R.

n .
Correction 6 On fait L; — L; ¥ Ai"1L;, on obtient le systeme homogene associé a la
i=2

matrice :
0 0o ... ... 0 P(A)
-1 A :
0

A 0 an-3

: . . A ap-2
0o ... .. 0 -1 ap1+A

n-1
avec P(X) = X"+ Z aka. On permute ensuite L, et L; et on obtient un systéme trian-
k=0
gulaire dont les coefficients diagonaux valent —1 sauf le dernier qui vaut P(1). On a donc
des solutions non-nulles si A est racine du polynéme P. Si c’est le cas, la derniére variable

est libre et elle parametre les solutions.

Correction7 Ona

puis



On a aussi

donc, sans aucun calcul,

1 2 0
-1 0]x (g) =10
1 1 0

C’est la deuxieme méthode la plus judicieuse.

Correction8 OnaS=5AB—-3BA-5B%etT=A%2-—B2-3AB—-BA+2BA%-2A%B

Correction 9 On suppose AB = BA, on a alors A~'AB = A"'BA puis B = A"'BA car
A1 A=1.Enfin, on obtient BA™! = A1 BAA ! donc BA™! = A"!B et A~! commute avec
B.

Correction 10 On pose B? = (ci j) On a b;j = i, d’apres la formule du produit

1<i,jsn’
1 L nn+1
matriciel, on a donc, pour tout couple (i, j) € [1, n]?, Cij= Z bixbyj = ik= %i.
= k=1
nn+1
On en déduit que B? = %B.

i
Correction 11  On pose A? = (bij) .On a a;; = -, d’aprés la formule du produit
J
. .. 9 1 ik i
matriciel, on a donc, pour tout couple (i, j) € [1, n])%, bij= Z airagj = E? = n;
k=1 k=1

1<i,jsn

On en déduit que A% = nA.

Correction 12 Notons A = (aij), Al = (b,-j) etATA= (¢ij). On sait que, pour tout entier
ie[1,n],

n
cii= Y bixai.
k=1

Or, b;k = ay;, par définition de la transposée. On a donc :

n
_ 2
Cii = ) Ay
k=1

n

Tr(AT A) =

i=

S

n
ci=),
1 i=lk

On a supposé Tr(AT A) = 0. Comme c’est une somme nulle de réels positifs, cela implique
qu’ils sont tous nuls. On a donc :

2
ay;-
1

V(i k) € [1,n]% ax; =0,

ce qui montre que la matrice est nulle.

Correction13 OnaJ/2=nJ puis, par récurrence, pourtoutr =1, J" = n et = 1,).

01 -1
Correction 14 Onécrit M =2I3+ NavecN=|(0 0 1
0 0 O

On sait que I3 commute avec toutes les matrices, en particulier avec N donc on peut
appliquer la formule du bindbme de Newton :

SR R " rek_ N [T |or—k pgk
M—ZkN(213) _Zkz N*¥.

k=0 k=0
Or,

et

donc la somme se réduit a :

M = i (;)2“ka R RN AU YN
k=0
soit encore :
0 2y —2r 1y 0 0 2 3r(r-1
M =2"L+{0 0 27y [+[0 0 0 )
0 0 0 0 0 0
d’ou
2" 2"y 2"3r(r-5)
M=o 2" 21y
0 0 2r

Correction 15



0 0 0 0 00 x1+X3 =y
1. A+I3=|1 0 O|donc(A+L)?>=(0 0 0]et(A+I3)3=0;. {3 i+ yatys Lo —Li+Lo+1Ls
010 1 00

—X2t+X3 =Y3
2. On peut appliquer le bindme de Newton puisque (A + I3) et —I3 commutent. On a
A" =((A+ )+ (=I3)"

n
=Y (A+B)F 1" *
k=0 n(n—1) 3x1 =2y1—-y2—)3
(—1)”_2(A+13)2 S143x3 =y1+)2+)3 Ly —3L1—Ly,L3g——-3L3+ Ly
3x2 =yn+y2-2y3

=D"L+nD""Y A+ )+

On adonc

(- 0 0 0 0 0 0 00 (-n" 0 0
A'=| o0 (=" 0 |+[nE=n™! 0 0+ 0 0 of=| nEp*! (-1 0
-1 (n—1) - (n—-1) - -
0 0o D" 0 n-D"" o) \BEED"? 0 o)) \FEED" n=0"T D" (3 =2y -y -y
< 3x2 =y1+y2—2y3

3x3 =y1t+)y2+ys
Correction 16

A? = (0) donc A" = (0),Yn =2

d’ou
B?=3BdoncB"=3""'B,vn=>1.
C?>=2CdoncC"=2""'C,¥n=>1. 41 2 -1 -l
p =§ 1 1 -2
1 2 1 n 1 1 1
2 _ n_
D _(0 1)doncD _(0 1),Vn€l\|.
E3=(0)donc E" = (0)Vn =3
Enfin, ona 2. Ona AP = 11 (1J i is P AP =D
F*=-Fdonc F®> = —F2,F® = —F® puis F' = . AR (Y -
Sionprend n=3p+ qavec g€ [1,3],ona F" = (-1)PF4.
1 0 O
3. PourtoutneN,onaD"=|0 1 0 |dou
Correction 17 0 0 4"
X1 N
1. Onpose X =|x2 |, Y =| y2 | et on cherche a résoudre le systétme PX =Y :
A" =pp"p!
X3 V3 = :
X1+ X3 =N 1 0 22}’1 22n+1 22}1_1 22?1_1
—X1tXetxs =2 OnaPD"=|-1 1 22" puisA”:l 22n—1 224 22|
—X2+ X3 =3 0 -1 227 22n_1 22n_1 2%n4p



Correction 18 Le systéme associé a la matrice est :

x+z = b
x+y = b
x—y+z = b3
xX+z = b
< xX+y = by L3y—Li—Lj
y = bi-bs
y = bi—bs
< X = —-by+by+bs
z = Zbl—bz—bg
X = -—-bi+by+bs
< y = bl—bg
z = 21’)1—192—193.

On en déduit que :

-1 1 1
Pl=[1 0o -1
2 -1 -1
Correction 19 Le systéme associé est :
X2 = bl
X3 = b
xl = bn»

et son unique solution est :

(xl)-~-rxn) = (bn,blw--’bnfl)

On en déduit que I'inverse de la matrice est :

0o 0 .. ... 0 1
1 0 0
0o 1 0

0
0 0 1 0

Correction 20 On écrit
AA+21) =1,,

on peut alors affirmer que A est inversible et que son inverse est A+ 21;,.

Correction 21 non car la somme des deux premieéres lignes est égale a la troisieme
ligne, on en déduit que le déterminant est nul donc la matrice n’est pas inversible.

Correction 22 A n’est pas inversible car C; — C; = C3 donc son déterminant est nul.
Ona

1 2 1
det(B) =2 1 2
2 2 1
1 2 1
=0 -3 0| enfaisant Ly — Ly —2L;
2 2 1
=-3 ' é 1| en développant par rapport a la deuxiéme ligne
=3#0
la matrice B est donc inversible.
Ona
1 0 1
det(C) =(-2 -1 0
0 2 3
3 0 1
=10 -1 2|enfaisant Ly — Ly +2L;
0 2 3
-1 2
=[]
=-21#0

La matrice est donc inversible.

On remarque que la derniere colonne de D est égale a deux fois la premiere colonne,
on en déduit que D n’est pas inversible.

Correction 23 Le systéme associé est :

X2 = bl
X3 = b2

X1 = bn



Il est clair qu'il posséde une unique solution (b, by, ..., b,—1) donc la matrice associée est
inversible.

Correction24 On fait C; — C; +Cy+ C3+Cy car la somme des colonnes donne toujours
le méme nombre. On factorise alors par 1 +2a + 2b puis on enléve la premiere ligne a
toutes les autres lignes. On développe par rapport a la premiére colonne et on obtient :

l+a-b b-a a-b
det(M) =(1+2a+2b) 0 1 0
a—Db b-a 1l+a-b

On développe par rapport a la deuxieme ligne. On trouve (1 +2a +2b)((1 + a — b)*> -
(a—b)?) = (1 +2a+2b)(1+2a-2b). La matrice M est donc inversible si et seulement si
1+2a+2b#0etl+2a—-2b#0.

Correction 25
1. On enléve la premiere ligne a toutes les autres, on obtient :

1 agp ag all

0 a—a af—ag ~eal—af
V(“O)"'ran): .

0 an—ay a4-a; - al-al

On développe par rapport a la premiére ligne :

2 2 .. n n

a-—ay aj-a; all - al

V(“O)'”)an): :
an—ay a:-—a? a—a’
n 0 n 0 n 0

On met alors en facteur a; — ay sur chaque ligne :

V(QO) e ’an) =
1 ap+ar aj+apa+a? al'+al?ay -+ al!
12[ 1 ap+a, aj+apd+ad; al‘+ala, - aj?
(ai—ao)|. .
i=1 . :
1 ap+ay a(z) +agay + a ag’l + a(’)l’zan ceoal!
On fait ensuite C; — C; — ayC» ce qui donne :
V(“Or'” )an) =
1 o a% +adpay + a% a(')l‘l + aé"zal a{"l
n 1 a aé +apay + ag a(’)”l + a(’)"zag ag’l
[ (ai-ao)
i=1 : :
1 ap, as+apan+ads al'+a2a, - all

. Déterminons la valeur de V(ayg,---

puis C3 — C3 — a(z)Cl — ayC, pour obtenir :

V(“O)'” ;an) =

1 a a al ' +alay - al!
2 .. n-1 n-2 . n-1
n 1 a; a, tay “ap a,
[Tai—ao|.
i=1 : :
1 a, a al'+al%a, - ap’!
et ainsi de suite jusqu’a obtenir :
2 ... n-1
1 a a% a .
n 1 a; ay”
Vaog, -, an) =[] (@i —ao)|. P
i=1 : :
2 n-1
1 a, a, - a}
c’est-a-dire :
n
Viag, -, an) =[] (@i—ao) | V(ai, -, an).
i=1

priété V(ag, --,an) = I

(aj —aj).
O<i<j<n

Pourn=1,ona:

1 a
V(ag, ar) = ‘1 0

et la propriété est vraie.

,an) par récurrence sur n. On note P, la pro-

= (a1 — aop)
1

On suppose que la propriété est vraie au rang n— 1. D’apres la question précédente,

ona:

Vag,---,an) = (]_[ (a1 — ap)

i=1

Or, par hypothése de récurrence appliquée aux n réels distincts ay, - --

n
V(aly---,an)=(H(a1—ao
i=1

V(uo, e

yan): l_[

0<i<j

V(aly"' ;an)-

,ap,ona:

)) [T @j-an,

1<i<j<n

(aj-— ai).
<n

Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n.



Correction26 Onnote D le déterminant recherché. Onfait L, — Lo,—mLy, L3 — L3—1Lq,
on obtient :

1 m 2 -1
D=0 1-m?> -1-2m 2m
0 1I-m m-—2 2
0 m 0 m

On développe par rapport a la premiere colonne, on obtient :

1-m* -1-2m 2m
D=|1-m m-—2 2
m 0 m

On fait alors C; — C; —C3 puis on développe par rapport a la derniére ligne et on obtient :

-1-2m
m-—2

-1-m?-2m

D=m :m(—m3—2m2+2m—3)
-m-1

Correction 27 On fait L; — L; pour tout i > 1, on obtient

1 0 0
1 —-x
Dpn=l1 0 1-x
Do - - 0
1 0 0 n-1-x

On développe par rapport a la premiere ligne, on obtient :

—-X 0
0 1-— n—1
D, = * =Tl k-0
: 0 k=0
0 0 n-1-x
Correction 28 On observe que C, — C; = C3 — C, = | . | donc le déterminant est nul.
1

Correction 29

1. On développe par rapport a la premieére colonne, on obtient :

b 0 0

a a+b b
Dpi2=(a+b)Dys1-a o a 0

. . . . b

0o .. 0 a a+b

On développe ensuite le deuxiéme déterminant par rapport a sa premiere ligne, on
obtient
Dyy2=(a+Db)Dyy1—abDy,.

2. On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont les racines réelles sont a

eth.OnaD;=a+betDy=a?+b*+ab

— Sia=b=0, D, =0 pour tout .

— Sia=b#0, on sait que D, est de la forme (a + fn)a’”. Avec les premieres va-
leurs, onobtienta+ f=2eta+2Bf=3donca=0F=1etD,=(n+1)a".

— Si a # b, on sait que D, est de la forme aa” + Bb". Avec les premiéres valeurs,
on obtient aa + b = a+ b et aa® + Bb* = a® + b* + ab donc Bb(b - a) = b? et
aala-b)=a®.Sia=0,D,=b"etsib=0,D,=b".Siab#0,onaa= a

B=-

et
a-b

donc

a_
n+l _ bn+1

a—Db

On remarque que cette formule reste vraie si @ ou b est nul.

a
D, =

Correction 30  On triangularise le systeme en faisant L, — Ly — L3. On constate que le

rang vaut 4.

Correction31 Lerangdupremier est équivalent a celui obtenu en faisant L; — L;—L;_;
pour i =2..n qui ressemble a ¢a :

1 2 n

. f 51)’ ’11 111 1
qui est aussi équivalent a 0 0 0 (L < Ly, i=3..n)

11 1 1 - ;

0 0 0 ... 0

Le rang est donc 2.



Pour le deuxieéme systéme, on obtient un systeme équivalent en faisant [,, < L :

1 a
1 a 1 1
1 1 a 1
a 1 ... 1

On fait ensuite L; — L; — L;,Vi=2..n—1et L, — L, — aL; ce qui nous donne

1 1 1 a
0 a-1 0 0 l-a
0 0 a—1 0 l1-a
0 :
0 0 0 a-1 1-a
0 l-a 1-a l-a 1-ad?
n-1
Enfin, on fait L,, — L, + Y, L; et on obtient
i=2
1 1 1 a
0 a-1 0 0 l1-a
0 0 a—1 0 l—-a
: : . 0 :
0 0 0 a-1 1-a
0 0 0 0 m

avec m=(1—a)(n—1+ a). On a donc trois cas possibles :
— a#leta#1-netlesystéme est de rang n.
— a=1-netlesysteme est de rang n — 1.
— a=1etlesysteme est de rang 1.

Correction 32 (S;) : On a une solution unique pour tout by, bs, b3, by, c’est
b1 b, by 3by 5b7 9b» 3bs by 3b +5b2 b bi b
474 27274 4 2 202 "2 TPaTn

(S2) : On a des solutions si by, = b; + bs. Lensemble des solutions est
{(—=2b1 +3bs —112,b3 —22,b1 — by — b3, 2),z € R}

(S3) : On a des solutions si by + bo —2by = 0 et 2b; — b3 — 2bs = 0.L'ensemble des solutions
est
{(by —2by+3y+t,1,b4 -2y, 1), (3, 1) € R?}

(S4) : On a des solutions si by = —2b; et b3 = —b; et by = 3b;. Lensemble est alors

{(by —2y—z-2t,%,2,1), (3,2, 1) €R%}

Correction 33 Lunique solution de T; est (-3,-2,-1/2), les solutions de T> sont
{(1,2-2t,1),t € R}.

Correction 34
1. Il a comme unique solution (1,2, 3).
2. Iln’y a aucune solution.

3. Les solutions sont {(3+2y - z,¥,2), (¥, 2) € R*}.
Ici, y et z sont variables libres.

4. Onremarque que L; + I = Ly et L3 — L; = —L, donc le systéme est équivalent aux
deux premieres lignes, les solutions sont

z t 1 z t 5
l1+———,——+—-+—-,2,t],(z,H) eER
2 2 2 2 2
Ici, z et t sont variables libres.

5. On remarque que Lj + Ly = 2L3, les solutions sont {(3—z,2—-2z,z),z € R}, ici z est
variable libre.

Correction 35 On utilise la formule du produit matriciel. Le coefficient (AB);; d’indice
(i, j) du produit AB est égal a:

n n
Y aikbij =) bj,
k=1 k=1

car A est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. On calcule maintenant le
coefficient d’'indice (i, j) du produit matriciel ABA:

n n n
Y AB)jaij=). ) bu.
=1 I=1k=1

On a montré que tous les coefficients du produit matriciel ABA sont identiques, égaux a
la somme de tous les coefficients de B. Si on note s la somme de tous les coefficients de
B,onadonc:

ABA=SsA



puis
Tr(ABA) = sTr(A) = ns.

Correction 36 On écrit :

(=)
—
—
(=)
—

1 -1 10 1
Onfait L3 — L3 —L; :
1 -2 -1 1 0
0 1 1 0 1 ,
0 1 2| -1 1

puis L3 «— L3 - Lz .

00
0 1 1, 0 1 0
0 0 1/-1 -1 1
On a désormais une matrice triangulaire supérieure. On va maintenant " éliminer " les
coefficients au-dessus de la diagonale. Pour cela, on fait Ly — L, — L3 :

1 -2 -1 1 0 0
0 1 0 1 2 -1,
0 0 1]-1 -1 1

puis Li—Li+2Ly+L3:

1 0 0 2 3 -1
01 0 1 2 -1
0 0 1|-1 -1 1

La matrice diagonale obtenue est égale a I'identité, on n’a donc pas besoin de diviser
chaqueligne par la valeur du coefficient diagonal. On retrouve que I'inverse de la matrice
donnée est :

2 3 -1
1 2 -1
-1 -1 1

Correction 37

1. On résout le systéme linéaire associé, on trouve que A est inversible et A~} =
-1 1 1
1
> 1 -1 1
1 1 -1

2
2. OnaA?2=]|1

1 1
2 1|=A+2L0nadonc A2— A=2I;donc A(A—I3) =2I;.On en
1 1 2

1
déduit que A est inversible et que A™! = 3 (A — I3) ce qui est le résultat trouvé a la
question précédente.

Correction 38

On sait déja que les coefficients diagonaux seront élevés a la puissance calculée et que
toute puissance de M sera triangulaire supérieure. On calcule les premiéres puissances.
Ona:

1 0 8
M?>=|0 4 0
0 0 9

et:
1 0 26
Mi=|0 2% 0O
o o 33

On remarque que les coefficients au-dessus de la diagonale sont nuls sauf le coefficient
en haut a gauche qui a été obtenu ainsi :

8=2+3x2

et:
26=2+3%x8=2+2x3+2x3%

On a envie de penser que le coefficient en haut a gauche de M" est :

r-1 3'-1 r
20+3+...+43")=2—-=3" -1,
3-1
etquona:
1 0 3"-1
M =|0 27 0
0 0 37

Supposons que c’est le cas et multiplions cette matrice par M pour voir si la formule
est correcte au rang r + 1. On obtient :

1 0 3*-1
0 2r+1 0
0 0 3r+1



nous avons montré, par récurrence, que :

1 0 3 -1
M =0 2" 0
0 0 3"

Correction 39

1. On applique la formule du produit matriciel. On commence par calculer le coeffi-
cient (AE;;), . d’indice (r, 5) de la matrice AE;;. Par définition, il est égal a:

n

ark (Eij) s
k=1

Or, le coefficient d’indice (k, s) de E;; estnul saufsii = ket s = j. On en déduit que:

0 Ssis#j
(AEij)fS:{ ari Ssis=j
ri J-

On calcule maintenant le coefficient (AE;jB),; d’indice (r,[) de la matrice AE;;B.

Par définition, il est égal a :
n

> (AEij) b
k=1

Seul le terme d’indice k = j est non-nul, on a donc:
(AE;jB);; = aribjy.

2. Supposons par 'absurde que B et A sont non-nulles. Alors, il existe deux coeffi-
cients aj, et b;, j; non-nuls. On consideére alors le produit matriciel AEj; B. Par
hypothese, ce produit matriciel est nul. Or, d’apreés le calcul précédent, le coeffi-
cient d’indice (ip, j1) de lamatrice AEj; B est égal a a; j, b;, j,, il est donc nul ce qui
est une contradiction. On a montré, par I’absurde, que A ou B est la matrice nulle.

Correction 40 Comme on a (AX)? = (0) pour tout X, c’est vrai en particulier pour une
matrice élémentaire. Soit (i, j) € [1, n]?, alors (E;; A)* = (0).

Explicitons la matrice E;j A puis son carré.

Onécrit A= Y  ap;Eg;.Alors

1<k,lsn

EijAZ aklE,-jEkl.

1<k,l<n

n
Or pour k # j, E;jEy; = (0), on en déduit que Z a1 E;jEx; = ajEjy. Ainsi,
k=1

n
EijA= Z ajEj.
1=1
Déterminons maintenant le carré de cette matrice :
2 n n
1=1 =1
Pour un / quelconque, on a, d’apres le travail effectué ci-dessus :
n n
EijAE;; = (Z aerir)Eil =) ajEi Ej.

r=1 r=1

Or E;+E;; = (0)sir #r,onadonc
E;;AE;; = ajiEj.

En remplacant dans (1), on obtient :
5 n
(EijA)* =) aja;jiE;.
=1

Cette matrice est nulle, par hypothése. Tous ses coefficients doivent donc étre nuls. On a
donc
Vie[l, n]]aﬂaﬁ =0.

En particulier, on a a? ; =0donc aj; = 0. Ceci étant valable pour tout (i, j), on en déduit
que A est la matrice nulle.

Correction 41
1. OnécritA= Y

1<i,jsn

aijEij.Ona

n
AEy = Y. aijEijEx =) aikEi
im1

1<i,jsn

car tous les termes pour j # k sontnuls et E;; Ej; = Ej;.

De méme, on a
n

ExA= ) aijEyE;j=) ajE;

1<i,j<n j=1

car tous les termes pour i # [ sont nuls et Ey; E; = Ey;.



On a donc

ay

Az ©

AEy; = . etEyA=an ap ...
0 : 0 0)

Ank

ain

ol seule la leme colonne est non nulle pour AEy; et seule la kieme ligne est non
nulle pour Ej; A. Les deux matrices sont égales si leurs coefficients sont identiques
c’est-a-dire :

— ayi = ay; (le coefficient d’indice (k, I) des deux matrices)

— a;r =0pour i #1 (les coefficients extra diagonaux de AEj;)

— ayj =0 pour j # k (les coefficients extra diagonaux de E; A)

2. Onsuppose A€ Z. Alors Acommutent avec toutes les matrices de M, (K). En parti-
culier, elle commute avec toutes les matrices élémentaires. On a donc AEy; = Ei ;A
pour tout couple (k, 1) € [1,n]?. D’apres la question précédente, on en déduit que
— a;r =0 pour tout i # I, pour tout k, autrement dit, les coefficients extra diago-
naux de la kieme colonne sont nuls. Ceci étant vrai pour tout k, la matrice est
diagonale

— ayk = ay; pour tout (k, I) donc tous les coefficients diagonaux ont la méme va-
leur.

On en déduit que A est de la forme AI,; donc Z = {AI,, A € R}, soit '’ensemble des

matrices scalaires.

Correction 42 On procede par récurrence double sur k. Pour tout entier k, on note
HR(k):"IkeR, Ak + Ak = Uiln". Pour k=0,0ona A%+ A9 =27, donc HR(0) est vraie et
Ho=2.Pourk=1,ona A+ A~ =1, donc HR(1) est vraie et w =1

Soit k = 1 un entier tel que HR(k) et HR(k — 1) sont vraies. Montrons que HR(k+ 1) est
vraie.

On sait qu'il existe . € R tel que A¥ + A= = i I,,. On multiplie I'égalité par A d’'une
part, et par A~! d’autre part. On obtient :

— AR+l L gkl = U A

_ Ak—l +A—k—1 :ukA_l
donc en sommant les deux inégalités :

AR gm0 D k=l p= (D A A7,
En appliquant 'hypothese de récurrence au rang k— 1, on obtient :
AR AT = 1y — e .

On a donc bien I'existence d'un réel . tel que AX*1 + A=K+D = 10 1.

De plus, pr+1 = Ur — Ux—1 donc, d’apres I'étude des suites récurrentes d’ordre 2, on sait
km km
qu'il existe (a, B) € R? tel que Vk € N, yy = acos (?) + ﬁsin(?). En utilisant py =2 et
t1=1,onobtienta=2et f=0donc

kn
VkeN,AF+ A% =2 cos (?) I,.

Correction 43  Soit r € N. On pose M, = bj + (a— b)I avec J la matrice avec unique-
ment des 1. On sait que Vk = 1, J* = n*~1J. On applique le bindme de Newton car I et J
commutent :

.
(bJ+(a-bD" =Y (Jp*I*a-bF

k=0
=(a-b)"I,+ (Z (Db*n1(a- b)'_k)]
k=1
.
=(a-b)I,+ 1 > (,’C)(bn)k(a—b)rk)]
k=1

n
1

= (a—b)rln+Z((bn+a—b)’—(a—b)r)]
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