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TD 11 : Limites et continuité .

1 Calcul de limites

Exercice 1.
Calculer les limites des fonctions suivantes, lorsqu’elles existent et montrer qu’elles
n’existent pas, le cas échéant, lorsque x — 0 et x — +o0:

xIn(x) x

x+1°

2. forx—sin(x)e”

1. f1:x

3. fyix— x3 cos(x)

Exercice 2.
Alaide d'un changement de variable, déterminer les limites suivantes :

. (s=1)In(s-1) . o1

lim —_— lim r“e?
s—1t S t—0*

Exercice 3.

10,1[ — R
Soit f: .
oit f . l+ 1

x x-1

1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer lim f~1@2™").
n—+oo
Exercice 4.
R* — R

Soit f: (-1 lz] . f admet-elle une limite en 02

X —

X

2 Utilisation de limites

Exercice 5.
Sans réaliser d’étude de fonction, montrer que les fonctions suivantes sont bornées sur
leur ensemble de définition.

R — R 11,+00[ — R
I P flnt etg: ; . tsin(t—1) . feost
1+ 12 r—1 e

Exercice 6.
Soit f : R — R une fonction périodique telle thP f=0.Quedirede f?
—+00

3 Ftude de la continuité

Exercice 7.

1.
La fonction f de R* dans R définie par f(x) = { x:) :l ); 7 g est-elle continue?
1x=
Exercice 8.
La fonction f: R — R est-elle continue?
1 x — Vx-lx]+|x] )
Exercice 9.
. R — R .
La fonction f: est-elle continue?
X — x—|x]+x

Exercice 10.

earctanx _

Soit la fonction de R dans R définie par f(x) = six#0 , est-elle conti-
1 sinon

nue?

4 Prolongement par continuité

Exercice 11.

[
—=,+00, — R
Lapplication f : 2 In(1+25) est-elle prolongeable par conti-
o e*—1

nuité?

Exercice 12.
R
Lapplication f: {

*

—

—_—

R L
cellx est-elle prolongeable par continuité?

Exercice 13.
10, +oo[\ {1} — R
Vx-1

In(x)

Lapplication f: est-elle prolongeable par continuité?

X —_—

5 Théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 14. &
Montrer que si f est décroissante et continue sur R, alors f admet un point fixe.

Exercice 15. &
Que dire d'une fonction continue f : R — R qui ne prend que des valeurs entiéres?



Exercice 16. &
Soit f une fonction continue telle que |f| = 1. Montrer que f =1 ou f = -1.

Exercice 17. &
Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que f([a, b]) cla, b[. Montrer qu’il existe ¢
dans ]a, b[ tel que f(c) = c.

Exercice 18.

Soit f : R — R continue telle que lim f = —oco et ljm f = +oo. Montrer que f s’annule.
—00 (9]

Appliquer ceci aux polynémes de degré impair.

6 Continuité sur un segment

Exercice 19.
Soit f une fonction continue et périodique sur R. Montrer que f est bornée.

Exercice 20. &
Soit f dans € (R*,R) telle que f admet une limite / en +co. Démontrer que f est bornée.

Exercice 21.
Soient f, g deux fonctions continues sur [0,1] et telles que g est strictement positive.
Montrer qu’il existe ¢ € [0,1] tel que

1 1
fof(t)g(t)dt=f(c)f0 g(ndr.

Exercice 22.
Soit f une fonction de classe C Lsur [0,1], montrer que

1
f t”f(t)dt=@+o
0 n

i

-
1

Dans quel cas obtient-on un équivalent de f t" f(ryde?
0

7 Résolution d’équation fonctionnelle

Exercice 23. &
Soit f et g continues telles que Vx € Q, f(x) = g(x). Montrer que f = g.

Exercice 24.
Trouver toutes les fonctions continues en 0 telles que

x+y):f(x)+f(y)

2
vx ) e R £ - .

Exercice 25.
Soit f une fonction définie sur R ayant une limite finie en 0 et telle que

VxeR, f2x) = f(x)

1. Montrer que pour tout x réel, ona VneN, f(x) = f (55)

2. Montrer que f est constante.

8 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 26.
Calculer les limites des fonctions suivantes, lorsqu’elles existent et montrer qu’elles
n'existent pas, le cas échéant, lorsque x — 0 et x — +o0:

2 1
X +2x
X — 2. X — —
1. fi:x o fix C0S X 08
3. f3:x— xsin(x)
Exercice 27.
R* — R
Soit f: . { 1 J Etudier la limite de f en
X
1. 0 3.2 5. +oo
9 1 4 2
"5 ©3 6. —oo

Exercice 28. )
Etudier la continuité de f : x — x? {—J .
x

Exercice 29.
La fonction f: x— x| + (x— |x])? est-elle continue?

Exercice 30.
La fonction f: {

* N R

- inuité?
(0 [x)*In(l + x4 est-elle prolongeable par continuité?

X —

Exercice 31. )
La fonction f: x — xsin (—) est-elle prolongeable par continuité en 0?
X

Exercice 32.
Peut-on prolonger par continuité ’application

[-1,+oco[\{0} — R
f: V1i+x-1 2

X —



Exercice 33.
Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe ¢ dans
[0,1] tel que f(c) = f(c+3).

Exercice 34.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que la fonction
gy =ft+ %) — f(¢) sannule en au moins un point de [a, %b].

Exercice 35.
Soient I un intervalle de R, ¢ un réel, f € € (I,R) qui vérifie f(x) # ¢ pour tout x dans I.
Démontrer que f <cou f >c.

Exercice 36.
Soient f et g deux fonctions continues telles que Vx € [0, 1], f(x) > g(x) > 0. Montrer qu’il
existe a > 1telque: Vxe[0,1], f(x) > ag(x).

Exercice 37.
Soit f: R — R* continue telle que f(0) =1, lim f =0 et limf =0.
—00 (o.0)
1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si | x |> a alors f(x) < %
2. Montrer que f est bornée et possede un maximum.

9 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 38. % &£
Soit ¢p : N — N injective; montrer que r}im ¢(n) = +oo.
—00

Exercice 39. £ &
Soit ¢ : N — N bijective, telle que r}im @ =/{. Calculer 4.
—00

Exercice 40.

Soit f: R™ — R une fonction croissante. Démontrer que f est continue en 0 si et seule-
ment la limite quand 7 — +oo de (f ()) .y, €Xiste et est égale a (0). Ce dernier résultat
est-il toujours vrai si f n’est plus supposée croissante?

Exercice 41.
RF — R

fx

X

Soit f : Rt — R croissante telle que g : soit décroissante. Montrer

—
3 *
que f est continue sur RY.

Exercice 42. %
Soit f une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer que pour tout 7z € N*, il existe

1
ane[R?telquef(an+— = flay).

n

Exercice 43. %
Soit f : R — R continue qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs, montrer que f est
constante.

Exercice 44. & £ $8
Soit f une fonction continue et bijective de I sur f(I) montrer que f est strictement
monotone.

Exercice 45. %
Soit f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R tel que sup (f) = sup (g). Montrer
x€la,b] x€la,b]

qu’il existe c € [a, b] tel que g(c) = f(c)

Exercice 46. %%
10,1 — R

Soit f: x1n(x)

X —_—
x—-1
1. Montrer que f est prolongeable par continuité sur [0, 1].
On note encore f le prolongement continu.

1
2. Pourtout n €N, on pose I, = f x" f(x) dx. Montrer que (I,;) converge et donner sa
0
limite.
Exercice 47. £ &
Soient f, g :[0,1] — [0,1] continues telles que fog=go f.
1. Montrer que 'ensemble des points fixes de f admet un minimum et un maximum.
2. Montrer que si A est un point fixe de f, alors g(A) aussi.
3. En déduire qu'il existe x tel que f(x) = g(x).
Exercice 48. %

Soit f: R — R continue en 0 et en 1 et telle que Vx € R, f(x) = f(x?), montrer que f est
constante.

Exercice 49. &%
On cherche les fonctions continues de R dans R vérifiant la propriété (P) :

(P):V(x,y) €R%, f(x+3) = f(O)+ f(3)

Montrer que si f vérifie (P), alors pour tout x réel, ona Vr eN, f(nx) = nf(x).
Montrer que si f vérifie (P), alors pour tout x réel,ona Vn e Z, f(nx) = nf(x).

Montrer que si f vérifie (P), alors pour tout x € Q, on a f(x) = xf(1).

L S

En déduire les fonctions continues vérifiant (P).



Memo

. Comment déterminer si une fonction admet ou non une limite ?

(a) Utiliser les suites pour obtenir une contradiction

(b) Utiliser le théoreme de la limite monotone en regardant les variations de la
fonction.

(c) Utiliser le théoreme de comparaison ou de minoration/majoration
. Comment lever I'indétermination dans une limite?

(a) Utiliser le théoreme de croissances comparées

(b) Reconnaitre un taux d’accroissement

(c) Modifier I'expression (quantité conjuguée, factorisation...)

. Comment déterminer une limite avec des puissances réelles?
Revenir a une exponentielle

. Comment déterminer si une fonction est continue?
Calculer la limite en le/les point(s) qui pose(nt) probléme et comparer avec la va-
leur de la fonction.

. Comment déterminer si une fonction est prolongeable par continuité?
Calculer sa limite et regarder si elle existe ET si elle est finie

. Comment déterminer si une équation de la forme f(x) = g(x) admet une solution?
Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer que f — g s'annule.

. Comment montrer qu'une fonction est bornée?
(a) Déterminer ses variations
(b) Utiliser la continuité sur un segment

. Comment déterminer les solutions d'une équation fonctionnelle?
Trouver des relations de récurrence et des valeurs particulieres




CorrectionduTDn 11

Correction 1

1. Ona lirr(l) xIn(x) = 0 par le théoreme de croissances comparées donc lirr(l) fix)=0
X— X—

et X ~ 3100 X+ 1 donc fi(x) ~ In(x) ce quiimplique lim f;(x) = +oo.

X X

2.0n a lin})sin(x)e_ = 0 et sin est bornée donc
x—>

Jim o0 =0

= 0. Par ailleurs, lim e~
X—+00

3. On a lin})x3 cos(x) = 0. En +o0, la fonction n’a pas de limite. En effet, si on pose
x—>
an, =2nnetb, =2nm+m, ona f3(a,) — +oo et f3(b,) — —oo alors que lirP a, =
n—+00

+oo= lim b,.
n—+oo

(s—=DIn(s—-1) _ 1 tIn(r)

Correction2 Ona lim = 0 par croissances comparées.

im ——>
s—1+ §2 t—0* (14 1)2
X
1 . . .
Ona lim f?et = lim —; = +oo par croissances comparées.
t—07* X—+00 X
Correction 3

1. On a f strictement décroissante en tant que somme de fonctions strictement dé-
croissantes donc f est injective. On a également lirr(l) f(x) =+oc0 et lini f(x) =—-00
X— X—

donc, par continuité de f, Im(f) =R. On a donc bien f bijective.

2. On sait que f! est continue puisque f I'est. On a 2™" — 0 donc nhIP e =
—+00

1 1
FH0).0r f(x) =0 x-1+x=0&x= > donc f71(0) = E.Ainsi, nlirpmf_l(z_”) =
1

>

1
Correction4 On pose x,, = o ety,= ,on abien x, — 0 et y, — 0 mais f(x,) =
n

2n+1
2net f(y,) = —(2n+1) qui tendent respectivement vers +oco et —oco donc f n’admet pas

de limite en 0.

Correction5 Ona lin& f () =0 par croissances comparées. Il existe donc ) > 0 tel que
—

1
veelo,nl |f()] < 5

In(t 1
lim f(#)= lim i)car
t—+oo t—+oc0 [

1
~ —.0Onadonc lim f(¢) =0 par croissances com-
. 1+12 2 t—>+oof( ) P

parées.

1
On en déduit qu'il existe A> 0 tel que V¢ > A, | f(1)| < > On peut choisir A> 1.

Par ailleurs, pour tout ¢ € [1), A], on a [In(#)| < max (In(4), |ln(n) |) et 1+ > >1+n? donc
Amax (In(A), |In(n)|)
1+n?
Vi>0, |f (t)| < K donc f est bornée. On peut aussi dire que sur le segment [n, A], la

fonction f est continue donc bornée par un réel K. On en déduit que f est bornée sur
tout ]0, +ool.

/ / 1, .
|f(0] < K’ en posant K’ = . En posant K = max E’K , on a bien

(x+Dsin(x) (x+1D2%cos(x+1) cos(1) cos(1)
+ -1+ .

Comme 1+

Onalimg(7) = lim P s
2, il existe 7> 0 tel que Yz €]1,1+7[, |g(2)| <2.

On ne peut calculer la limite en +oco car elle n'existe pas. Nous allons dire que

~ t2cos(p) . ) . . .
thI-P Q- 0 par croissances comparées et du fait que cos est borné. Il existe donc
—+00
t?cos(t)| 1
A>0telque V> A, — <3
e

3
< > On en déduit

— [_

t t
Onaaussi lim —— =1doncil existe A’ > 0tel que Vi > A’, '—
t—+oo [—1 1

tsin(t—1) ’ 3
— <.
2

que pour tout t > A’, p—

Enfin, en posant A" = max(4, A’), on a, pour tout ¢ > A", |g(#)| <

tsin(t—1)
|+
r—1

1> cos(t
w' par I'inégalité triangulaire donc |g(#)| < 2. On en déduit que f est bornée sur
e

11,1+n[etsur]A", +oo[. Il reste a remarque que g est bornée sur le segment [1+7, A"] car
elle y est continue. Si on ne veut pas utiliser la continuité sur un segment, on peut écrire
queVte[l+n,A"],ona

t2

et

Au AuZ
< — 4

HOIE

X

nooel

— |+
=

La fonction g est donc bornée sur |1, +ool.

Correction 6 Soit € > 0, alors il existe A > 0 tel que Vx > A, on ait | f(x)| < €. Soit main-
tenant y € R, alors il existe n e Ntel que y+nT > A, on aalors f(y+nT) €] —¢,+¢[ donc
f(y) €]—¢€,e[ puisque f(y) = f(y+ nT). Ceci étant vrai pour tout réel ¢, la fonction f est
nulle.



1 In
Correction 7 On calcule la limite en 0*. On écrit xx = e = . Par le théoréme de crois-
. Inx . .
sances comparées, on a 11m+ — = —oo ce qui montre que 11m+ f(x) =0= f(0). On en
x—0" X x—0
déduit que f est continue en 0.

Correction 8 Pour tout x ¢ Z, la fonction f est continue car la fonction partie entiere
est continue sur R\ Z. Soit k € Z. Alors, pour tout x € [k—1,k[, on a [x] = k—1 donc
f)=vx—(k-1+(k-1et lir}cl fx)=k.
Pyt
Pour tout x € [k, k+1[,on a |x] = kdonc f(x) =vVx—k+ket lir? f(x) = k. Comme
xX— +

f(k) =k, on abien f continue en k donc f est continue sur tout R.

Correction 9 Pour tout x ¢ Z, la fonction f est continue car la fonction partie entiére
est continue sur R\ Z. Soit k € Z. Alors, pour tout x € [k—1,k[, on a [x] = k—1 donc

f)=vVx—(k-D+xet hrg fx)=k+1.
e
Pour tout x € [k,k+1[, on a |x] = k donc f(x) = Vx—k+ x et liril fx)=k.Ona
xX— +
linkl fx)# liril f(x) donc f n"admet pas de limite en k et n’est donc pas continue en k.
x—k* x—k~

La fonction f est donc continue sur R\ Z.

Correction 10  Elle est continue sur R* en tant que somme, composée et quotient de
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour étudier la continuité en

0, on écrit :
earctanx -1

edreanx _ 1 arctanx
x .

X arctan x X
. arctan x . 2|
On sait que —— — 1 et, comme lim arctan x = 0 et lim =1,ona
x—0 x—0 y—0
earctanx -1
arctan x

On en déduit que lirr(l) f(x) =1= f(0) donc la fonction est bien continue.
X

Correction 11 On a lin}) f(x) = 2 en déterminant un équivalent, la fonction est donc
x—>

prolongeable par continuité en posant f(0) = 2.

Correction 12 Ona 11151 fx)=0et lim+ f(x) = 400 par croissances comparées, I'ap-
x—0" x—0

plication n’est donc pas prolongeable par continuité.

C tion13 O =1+ ) =rFa+ )_——”1 y 1~—J/ K licati
orrection npose x ,ona f(x .Lapplication
p y y In(+y) pp

est donc prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 7

Correction 14 On pose g(x) = f(x) — x. La fonction g est continue.

La fonction f étant décroissante, elle admet une limite en +oo et une limite en = —oco.
Comme f est décroissante, sa limite en —oo ne peut étre égale a —oo. Sa limite est donc
réelle ou vaut +oo. Dans les deux cas, ona lim g(x) = +oo.

X——00

De méme, la limite de f en +oo ne peut étre égale a +oo. La limite de g(x) en +oo est
donc égale a —oo.

On en déduit que I'image de g est R, 0 admet donc un antécédent par g, ce qui montre
que f admet un point fixe.

Correction 15 On suppose par 'absurde que f n’est pas constante. Il existe alors deux

réels a et b tels que f(a) # f(b). On suppose, sans nuire a la généralité, que f(a) < f(b).
1

On aalors f(a) + 3 < f(b) car f(a) et f(b) sont des entiers. La fonction f étant continue,

on peut appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires et il existe ¢ compris entre a et

1
btel que f(c) = f(a) + 3 ce qui est impossible car f(a) + > ne peut pas étre un entier.

Correction 16 La fonction f est continue et ne s’annule pas, elle est donc de signe
constant. On en déduit qu’elle est constante égalea 1 oua -1.

Correction 17 Onpose¢d:x— f(x)—x.Ona¢p(a)=f(a)—a>0etp(b)=f(b)-b<0
donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, ¢ s'annule en un point ¢ de ]a, b|.

Correction 18 Par définition de la limite, il existe A tel que Vx < A, f(x) < —1 donc
il existe x tel que f(x) < 0. De méme, comme lim f = +oo, il existe y tel que f(y) > 0.
(e )

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires qui s’applique puisque f est continue, il
existe z €]x, y[ tel que f(z) =0, donc f s’annule.

On peut aussi dire que f est continue donc I'image d’un intervalle est un intervalle.
Comme lim f = —oo, cet intervalle est non minoré et l}m f = +oo implique qu’il est
—00 (o 0)
également non majoré. On a donc Im(f) =R et 0 € Rdonc f s’annule.



Les polynomes de degré impair de coefficient dominant strictement positif vérifient
les hypotheses sur les limites, donc s’annulent. Pour ceux de coefficient dominant stric-
tement négatif, leur opposé vérifie les hypotheéses donc s’annule. Ceci est faux, en géné-
ral, pour les polynomes de degré pair, par exemple regardez f(x) = x> + 1.

Correction 19  Soit T > 0 une période. Alors f est continue sur le segment [0, T'] donc
bornée. Il existe donc K € R tel que

Vxel0,T],|f(x)<K.

Soit maintenant x € R. Alors il existe un entier n € Z tel que x+ nT € [0, T]. On a alors
f(x) = f(x+nT) par périodicité et, comme x+ nT € [0, T], | f (x+ nT)| < K. On en déduit
que | f(x)| < K. Ceci étant valable pour tout x € R, la fonction est bornée.

Correction 20 Par définition de la limite, on peut trouver A >0 tel que: Vx > A, f(x) €
14 —1,¢ +1]. Par ailleurs, f est continue sur le segment [0, A] donc bornée, il existe donc
un réel K tel que Vx € [0, A], |f(x)| < K. Au final, on a Vx € R+,|f(x)| < max(K,|4|+1)
donc f est bornée.

Correction 21 Cela revient a montrer I’existence de c €]0, 1] tel que

1 1
fo f(t)g(t)dt—f(C)fO fdr=o,

1 1
on pose donc h: x — f fgnde— f(x)f f(t)d¢, et nous allons montrer que k s’an-
0 0

nule.
Pour tout x€ [0,1],ona

1 1 1
h(x):fo f(t)g(t)dt—f(x)fo g(t)dt:fo (f(n-f)gndr.

On sait que g est strictement positive, il suffit donc de trouver deux éléments «a et f3 tels
que
Vtel0,1], f(a)— f(H)=0et f(B)— f(¥) <O.

On aura alors h(a) =0 et h(f) <O.

Lexistence de ces deux réels vient du fait qu'une fonction continue sur un segment
atteint ses bornes. On sait donc qu'il existe deux tels réels a et .

Si h(a) = 0 ou h(B) = 0, on a montré que & s'annule. Sinon, on applique le théoréme
des valeurs intermédiaires entre « et  pour affirmer I'existence d’'un point compris entre
a et B, en lequel h s’annule. On a bien montré I'existence de c € [0, 1] tel que

1 1
fof(t)g(t)dtzf(c)fo g(ndt.

Correction 22 On fait une IPP:

thrlf(t) 1 1
n+l |o n+l

1 1
f ' f(de= f " (pdt.
0 0

On sait que f’ est continue sur le segment [0, 1] donc bornée par un réel K. On en déduit
que

1
sKU t”“dt‘:i.
0 n+2

1
‘f tnﬂf,(t)dt
0

1
f tn+1f/(t)dl.:
1Jo

1 1
Par encadrement, on en déduit que lim f "1 f'(r)dt = 0 donc
n—+oo Jg n+

1 1
o( ): (—).Ainsi, on a bien
n

n+1
1
f t”f(t)dt=&+o(l).
0 n

n

. 1 L. F
Si f(1) #0, onen déduitque | ¢ f(t)dt~7.
0

Correction 23  Soit x € R, alors il existe une suite de rationnels (x;) ,en telle que x;, — x.
Par continuité de f et g,ona f(x,) — f(x) et g(x,) — x. Or, pour tout n € N, f(x,) = g(x,)
car VneN, x, € Q. On en déduit que nlirf flxp) = nliIP g(xy) donc f(x) = g(x).

—+00 —+00

Ceci étant vrai pour tout réel x, on a montré f = g.

2x
Correction 24  Soit f une telle fonction. Pour x = y,on a f (?) = f(x). Ceci étant va-

2x
lable pour tout x, c’est vrai aussi pour 5 ce qui donne:

22



Par une récurrence immédiate, on a :

VneN, f(x) =f((§)nx).

n

2 n
Quand n tend vers +oo, x — 0 et f est continue en 0 donc f((g) x) — 0. Par

unicité de la limite, on a f(x) = f(0).
Ceci étant valable pour tout x € R, la fonction est constante.

Réciproquement, une fonction constante vérifie bien la relation donc I’ensemble re-
cherché est I'ensemble des fonctions constantes.

Correction 25  Soit x € R. On a f(x) = f(3) et par récurrence immeédiate, on montre
que f(x)=f (zi,l) On fait maintenant tendre n vers +oo. Alors, par continuité de f en 0,
ona r}l_{r()lof(zin) = f(0) etcomme ona:VneN, f(37) = f(x), ona f(x) = f(0) par unicité
de la limite. Ceci étant valable pour tout x, f est bien constante.

Correction 26

xX+2 2

2
1. Ona = ~x—0 ——.Or x— ——n'apas delimite en 0 (limite a gauche
x3-x2 x(x-1 X X

et a droite différentes), on en déduit que f;(x) non plus. En +o0, on a fj (%) ~x—+co

1 , ~
p donc x1—1>Too filx)=0.

1 1 1
2. a,=———,0na fy(a,) =0et b, = ——, fo(b;) =cos—— — 1 donc f, n"admet
n T fZ( n) n 20 fZ( n) 20 f2

2nm+ —
2

1
pas de limite en 0. Comme f; (—) = f2(x), fo n’admet pas non plus de limite en +oo.
X
3. lin}) f3(x) =0 et f3 ""admet pas de limite en +oco en prenant a, =2nnx et b, =2nn +
X—

T . . .
—.0Ona nlirpw a, = nl—l»IPoo b, = +oo, f3(a,) =0 et f3(b,) = b, donc nlirfmf3(a”) =

07 lim _f(by) = +oo.

Correction 27

1 1 1
1. Pourtout xe R*, — —-1< {—J < — donc
X x| x

1-x< f(x) <1

Par le thm des gendarmes, on en déduit que lin(l) fx)=1.
X

n

1
lim x=—-et
1+ 2

lirn+ fx) =
~3 X=3

lir1117 fx) = li11117 2x =1donc f n'admet pas de limite en
*=3

=

x—3

N | =

1
3. Pourtout x>1, {—J =0donc f(x) =0.On en déduit que lin}f(x) =0.
X x—

3 X 2
4. Comme |x] est continue au voisinage de 2’ ona lin% fx)= lirr% u =3
=3 =3
5. Pourtout x> 1, f(x) =0donc lim f(x)=0.
X—+00
1
6. Pour tout x < -1, {—J =-1donc lim f(x)= lim (—x)=+4oco0.
X X——00 X——00
Correction 28 Pour x > 1, on a f(x) = 0, pour tout x < —1, f(x) = —x? donc f est

continue sur R\ [-1,1]. Pour x € [-1,1]\ {0}, si — ¢ Z, la fonction f est continue en tant
X

que produit et composée de fonction continue. Soit k € Z*. Etudions la limite 4 gauche

1 1 1
etadroiteenE :eSixe 1 , alors p € [k,k+1[doncE; =ket f(x) :xzkcequi

x—1

1
implique linl17 flx) = T
3

1 1
eSixe T ro1 ,alors;e[k—l,k[doneE;=k—1etf(x)=x2(k—1)cequiimplique
xl—i>nll+f(X): k2
k

. N TR N . 1
La fonction f n'admet pas la méme limite a gauche et a droite en T Elle est donc
discontinue en tous les inverses des entiers.

1
On a donc montré que f est continue sur R* \ {%, kezZ*}.

Correction 29 Elle est continue sur R\ Z car la fonction partie entiere 1'est sur cet en-
semble. Soit n € Z, déterminons la limite a gauche et a droite de f en n. Si x € [n—1, n|,
[x] =n—-1donc f(x)=(n-1)+(x—(n- 1))2. On a donc

xlg}}_ fx)=n.
Sixe[n,n+1], |x] =ndonc f(x) = n+(x—n)%. Onadonc:

lim f(x)=n.
x—nt



Enfin, f(n) = n+(n-n)? = n.Onadonc xlil}}_ f(x)= lim f(x)= f(n)donc f est continue
— x_,n+

en n. Ceci étant vrai pour tout entier, la fonction f est continue sur R.

Correction 30 On écrit :

In(1 + x*
()" In(1 + %) = x* (n ) x

Le premier quotient tend vers 0 par le théoreme de croissances comparées tandis que le
second tend vers 1. On en déduit que la limite de la fonction en 0 est 0, elle peut donc
étre prolongée par continuité en posant f(0) = 0.

1
Correction 31 La fonction x — sin (—) est bornée donc liII(l) f(x) =0 et la fonction est
X x—

prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.

Correction 32 1l faut déterminer si la fonction posséde une limite finie en 0. Pour cela,
on remarque que la fonction est un taux d’accroissement. Précisément, si on pose g : x —
l1+x,0ona:
vVi+x-1 g(x)—g(0)

X x—0

’

1
sa limite quand x tend vers 0 est donc égale a g'(0) = > On peut, par conséquent, pro-

1
longer f par continuité en 0 en posant f(0) = >

Correction 33 On pose g(x) = f(x+1/2) — f(x). La fonction g est continue sur [0, %] et
onag(0)=f(1/2)-f(0)etg(1/2) = f(1)— f(1/2) = —g(0). Si g(0) = 0 alors ¢ = 0 convient.
Sinon, g(0) et g(1/2) sont de signes opposés; par le théoréme des valeurs intermédiaires,
g s’annule donc au moins une fois entre 0 et % donc il existe c €]0, % [tel que g(c) =0d’ou

fle+3)=f.

Correction34 Ona
a+b
gla) =f(T)—f(a)

et
a+b

2

b
g )=f(b)—f(%).

Comme f(a) = f(b) alors f(a) = —g(%b) ce qui implique :
a+b

Si g(a) =0 ou g(%b) = 0, la fonction g s’annule. Sinon, on applique le théoréeme des
valeurs intermédiaires a g qui est continue et on montre que g s’annule en un point ¢
strictement compris entre a et %b.

Correction 35 Supposons par I’absurde qu'’il existe a, b tels que f(a) > c et f(b) <c, on
applique alors le théoreme des valeurs intermédiaires entre a et b et on obtient un point
en lequel f vaut c ce qui est une contradiction.

On peut aussi dire que la fonction x — f(x) — ¢ est continue et ne s’annule pas donc
elle est de signe constant.

Correction 36 On pose h = z Cette fonction est continue sur le segment [0, 1] donc

elle est bornée et atteint ses bornes. On en déduit qu’il existe g € [0, 1] tel que
Vx€[0,1], h(x) = h(B).
h(p)+1
2

Par hypothese, on a h(f) > 1. Posons a = .Onaalors h(f) >a>1let:

Vxe[0,1], h(x) > a,

ce qui est équivalent a :
Vxel0,1], f(x) > ag(x).

Correction 37

1. Onsait qu'il existe A>0et B<0tel que:
1 1
Vx>A,|f(x)|<5eth<B,|f(x)|<5

Soit a = max(A, |BJ), alors, Vx tel que |x| > a, ona |f(x)| < % donc f(x) < %

2. f est bornée sur | —oo,—alUla, +ool par % et elle est bornée sur le segment [—a, al
car elle est continue. Comme f(0) =1 > %, le sup de f est atteint sur [—a,a] et
comme f est continue sur ce segment, elle atteint ses bornes et possede donc un
maximum.



Correction 38 Soient A > 0. On veut montrer qu'il existe ng tel que Vn = ng, ¢p(n) > A.

Onpose Q={neN,¢p(n) < A}.

Si Q est vide, alors ¢p(n) > A, Vn = 0 et on prend ng = 0. Sinon, montrons que € est
fini. On suppose par 'absurde qu'il est infini. On a alors un nombre infini d’entiers n
dont I'image est inférieure a A. Or ¢ étant a valeurs entieres, il y a [A] images distinctes
possibles inférieures a A. Comme ¢ est injective, on a une contradiction. Lensemble Q
est donc fini et non-vide ce qui entraine qu’il posseéde un maximum ry, on a alors, par
définition de Q, ¢(n) > A, Vn = ny;

Dans les deux cas, on a montré que pour tout A > 0, il existe ny € N tel que ¢p(n) >
A,V n = ng ce qui montre que ¢ tend vers +oo.

On peut aussi raisonner par 'absurde avec la définition de la limite. On suppose par
I’absurde que ¢ ne tend pas vers +oo. Alors, il existe A>0telque VN,In= N, ¢(n) < A.

On pose m = | A] +1. On applique ce qui précéde avec N = 0. On sait qu'il existe ng =0,
¢(ng) < A. En appliquant ce qui préceéde avec N = ng + 1, on sait qu'il existe n; = ng +
1 tel que ¢p(n;) < A. On construit ainsi une famille (ng, ny, ..., n,;,) d’entiers strictement
croissante telle que ¢(n;) < A. Or cette famille compte m + 1 entiers distincts dont les
images appartiennent a l'intervalle [0, A] donc [0, m — 1] qui contient m entiers. On en
déduit que deux de ces entiers ont méme image par ¢ ce qui contredit 'injectivité de ¢.

Correction 39 D’apreés l'exercice 22, on sait que ¢ et ¢! tendent vers +oo quand
n — +oo.

Montrons tout d’abord que ¢ ne peut étre strictement inférieure a 1. On suppose,

1-7¢
par I'absurde, que c’est le cas. On pose A = — > 0, on sait alors qu’il existe np

1
tel que Vn = ng, on a ¢(n) < An. On pose k = {ZJ Pour tout n € [ng, kng], on a

@(n) < An < Akng et Ak < 1. On en déduit que I'ensemble {¢(n), n € [Ing, kngl]} contient
(k—1)np + 1 éléments entiers distincts compris entre 0 et 1o — 1 ce qui est impossible par
le principe des tiroirs puisque k =2 donc (k—1)ng+ 1> ny. Onadonc ¢ = 1.

On peut aussi considérer E = {n € N,¢(n) = n}. Cet ensemble est non vide car il
contient 0 et il est majoré par définition de la limite. En effet, on sait qu'il existe ng tel
que VYn = ny, ¢(n) < n, E est donc majoré par np, on en déduit qu’il est fini. On pose
N =max{p(k), k € E} + 1. Pour tout n € [0, N], on a alors

— SineE, alors ¢(n) < N.

— Sin¢E,alorsp(n)<n<N
Dans les deux cas, ¢(n) € [0, N—1]. Or par injectivité de ¢, on a {¢(k), k € [0, N]} contient
N + 1 entiers distincts ce qui est absurde.

On en déduitque ¢ = 1.

On remarque ensuite

-1
_ lim £0¢ W _

lim =
n—+oo p~l(n) n—+oo ¢p~1(n)

¢(m)

m—+o00 m

car lim ¢ !(n) = +oo.
n—+oo

On en déduit que
lim —— =
n—+oo ([)_1 (n)
Comme ¢ # 0, on a donc

i 1 nl
R, MY

1
Or, le raisonnement précédent peut étre appliqué 2 ¢! et permet de montrer que 7 =1.

Par double inégalité, ona ¢ = 1.

1

Correction 40  Si f est continue en 0, il est clair que nlirP f (—) = f(0). On suppose

=+’ \ 1
maintenant que la limite de (f (%))n < €St f(0) et nous allons montrer que f est continue
en 0.
Soit € > 0, alors, comme (f(%))neN tend vers f(0), il existe un rang N tel que
¥n = N,| f(0) —f(%) |< €. Soit maintenant n = %, alors pour x € [0,7], on a
f0) < f(x) < f(n) par croissance de f, or f(n) = f(%) < f(0) + € ce qui impose
| f(x)— f(0) |< e doula continuité en 0 de f.

C’est faux si on ne suppose pas la croissance de f. Prenons par exemple la fonction
définie par f(x) = cos (2Z) si x # 0 et £(0) = 1. Alors

f(%) =cos(2nm) =1= f(0).

En revanche, f n’a pas de limite en 0. En effet, si elle en avait une, on devrait trouver la
méme limite pour f(u;) quelque soit la suite (u,) ,en tendant vers 0. Pour u,, = ﬁ, on
trouve f(uy,) =cos(2n+1)m = -1 # 1 ce qui montre que f n'admet pas de limite en 0.

Correction 41  Soit x € R. Alors, pour tout y < x, on a f(y) < f(x) par croissance de f et

f@ _fw fx)

< —— par décroissance de x — ——. On a donc, comme y >0,
X X

%f(x) < f) < f.



Par le théoréeme d’encadrement, on en déduit que yliI?— f(y) = f(x). On fait de méme

pour y=x,ona f(x) < f(y) et —— f(y) % d
f@< 1) < Lf.

Par le théoréeme d’encadrement, on a lim+ f() = f(x). On a montré que :
yﬂx

li = .
lim £(y) = f(x)
La fonction f est continue en x. Ceci étant vrai pour tout x > 0, la fonction est continue

*
sur R}.

1
Correction 42  Soit n € N*. On pose g, : X — f(x+ —) — f(x). On cherche a montrer
n

n-1 k
qu'il existe a;, tel que g,(a,) = 0. On remarque que la somme Z gn (—) est une somme
k=0 \7
n-1 k
télescopique, onadonc:)_ gy, (—) =f0)-f1)=
k=0 \7

Sitous les termes de la somme sont nuls, la fonction g, s’annule ce qui montre I'existence

de a,.

Si tous les termes sont non nuls, il existe au moins deux termes de la somme qui sont de

signes opposés. On peut alors appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre ces

deux réels, puisque g, est continue, et trouver un point d’annulation de la fonction g;,.
On amontré: VneN*,3a, €]0,1[, g(a,) =0, ce qui est équivalent a

VYneN*,3a, €]0,1], f(an

= f(ay).

Correction 43 On suppose par I'absurde que f n’est pas constante. Il existe donc a # b

tel que f(a) # f(b). Sans nuire a la généralité, on suppose f(a) < f(b). Pour tout n € N*,

fb) - fla)
n

ona f(a) <

fb) - fla)

+ f(a) < f(b) donc, par le TV, il existe x, € R tel que f(x,) =

+ f(a). On a ainsi montré que f prend une infinité de valeurs différentes ce

qui contredit 'hypothese sur f. On en déduit que f est constante.

Correction 44 Si f n'est pas strictement monotone, alors il existe
— x<ytelsque f(x) < f(y) (f n'est pas strictement décroissante)

— et x' <y tels que f(x") > f(y') (f nest pas strictement croissante).
On pose g(t) = f(x+t(x—x") — f(y+t(y' — y)). alors

— g estdéfinie sur [0, 1] et continue.

— g0 =fx)- f(y) <o0.

— g =f&N-f(y)>0
donc d’apres le TV1, il existe ¢ €]0,1[ tel que g(c) = 0 ce qui est équivalent a f(x + c(x —
x")) = f(y+c(y—y'). Or f estbijective donc x + c(x’ — x) = y+ ¢(y' — y) ce qui se réécrit :

x-yA-0=c(y —-x"
[ N —
<0 >0

ce qui est impossible donc f est strictement monotone.

Correction45 Onpose @ = sup (f) = sup (g). On sait que f et g sont continues sur
x€la,b] x€la,b]
le segment [a, b] donc elles atteignent leurs bornes. On a donc a = f(xg) =

h = f —g.Lafonction h est continue.

Ona h(xo) = f(x0)—g(x0) = supg—g(xo) =0 et h(xy) = f(x1)—g(x1) = f(x1)—sup f <O0.

Si h(xp) =0ou h(x;) =0, h s’annule. Sinon, h(xy)h(x;) <0 et on applique le TVI a k qui
doit donc s’annuler.

Remarque : si on suppose uniquement f et g bornées sur un intervalle quelconque I,
cela ne marche pas. En effet, prenons

g(x1). On pose

[RI — R
: 1
! x — 1—--
X
et .
RY — R
g.{ x — 1

Alors on asup f =sup g = 1 et pourtant, il n’existe pas de réels c tel que f(c) =
Cela redevient vrai si on suppose f et g non constantes.

gle)=1.

Correction 46
1. Par croissances comparées, on a lin?)f(x) = 0 donc on peut poser f(0) =0.0On a
_X/'A»

Fo) = XIn(1+(x-1))

f)=1.La fonctlon f estbien prolongeable par contlnulte sur [0, 1].

avec x—1 — 0, on a donc hm f(x) =1 et on peut poser

2. Lafonction f (prolongée) est continue sur le segment [0, 1] donc bornée. Notons K
un majorant de sa valeur absolue. On a alors

1
|| s[ x"Kdx,
0



dong, en sortant la constante K et en calculant 'intégrale de droite

ona f(0)= f(1).

© Ainsi, nous avons montré que Vx> —1, f(x) = f(0).
Il < —.
"+l — Soit maintenant x < —1, alors x> > 0 donc f(x?) = £(0). Or f(x) = f(x?) d’ot1 f(x) =

On en déduit que lim I, =0. f().
n—+oo On a montré que Vx € R, f(x) = f(0) donc f est constante sur R.

Correction 47 Correction 49

1. Notons Q I'ensemble des points fixes de f. Montrons tout d’abord que cet en- 1. On le montre par récurrence sur n, apres avoir fixé un réel x. Le cas n = 1 est facile

semble est non-vide. La fonction f étant définie de [0, 1] dans [0,1], on a f(0) =0
et f(1) —1 < 0 donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la
fonction continue x — f(x) — x, cette derniére s’annule donc f admet un point fixe.
Comme f est définie sur [0,1], Q < [0,1] donc Q est borné. On peut alors affirmer
que Q admet une borne supérieure et une borne inférieure. Reste a savoir si ses
bornes sont atteintes!

Notons a = sup Q. Il existe alors une suite (@) ,eny de Q telle que @, — a. Par défi-
nition, ona VneN, f(a,) = a,. Or, f étant continue, on a nEIllwf(an) = f(a). Par
unicité de la limite, on a f(a) = @ donc a € Q.

On proceéde de méme pour f = infQ. On a montré que 'ensemble Q des points
fixes de f admet un minimum S et un maximum a.

. Soit A € Q. Alors f(A) = A donc go f(A) = g(A). Or, par hypothese, go f = fo g donc
gof(A) = fog(A).Onadonc fog(d) =g(A) donc g(A) € Q.

. On sait que o = maxQ est un élément de Q2 donc, d’apres la question précédente,
g(a) € Q. De méme, g(f) € Q. Or, a et § étant le maximum et le minimum de Q,
ona g(a) < aetg(B) =P, cequise réécrit g(a) < f(a) et g(B) = f(B) puisque a
et B sont des points fixes de f. On peut donc appliquer le théoreme des valeurs
intermédiaires a f — g qui est continue. Cela nous donne l'existence d'un réel x tel
que f(x) = g(x).

mais il faut initialiser a 0. On remarque donc que pour x =y =0,on a f(0+0) =
f(0) + f(0) donc f(0) = 0. L'égalité est donc vraie au rang n = 0.
On suppose qu’il existe un entier n tel que f(nx) = nf(x). On écrit

fln+1x)=f(nx+x)=f(nx)+ f(x),
puis, par hypothése de récurrence, f(nx) = nf(x) donc
flrn+Dx)=nf(x)+f(x)=mn+1)f(x)

Le résultat est vrai au rang n + 1. Par le principe de récurrence, il est vrai pour tout
entier n.

. On sait que f(0) =0, onadonc f(x—x) =0= f(x)+ f(—x). On en déduit que f est

impaire. Soit xe Ret n e Z.

— Sin =0, le résultat est vrai d’apres la question précédente.

— Sin<0,onpose m=—-n>0,onadonc f(mx) =mf(x). Or f(mx) = f(—nx) =
—f(nx).On adonc f(nx) = —-mx = nx et le résultat est encore vrai.

On a montré, par disjonction de cas que Vn € Z, f(nx) = nf(x).

. Soith@.Alorsx:Zavec(p,q)erZ\{O}.

On a f(gx) = qf(x) d’apres la question précédente et f(gx) = f(p) = pf(1) tou-
1

jours d’apres la question précédente. On en déduit que f(x) = Ef(qx) = Zf(l) =

xf ().

. . o . 2 4 4 On a bien I'égalité souhaitée.
Correction 48 Soit x € R. On a f(x) = f(x°) puis f(x°) = f(x*) donc f(x) = f(x*). Par

une récurrence immeédiate, on montre que pour tout n €N, f(x) = f (x2").
Soit maintenant x > 0. Alors f(y/x) = f(x) et f(x%) = f(v/x) donc f(x%) = f(x) et, par

4. Soit x € R, alors il existe une suite de rationnels (x,) ,en telle que x;,, — x. Par conti-
nuité de f, f(x,) — f(x). Or, pour tout n € N, f(x,) = x, f(1) puisque x, € Q. On en
déduit, par unicité de la limite, que f(x) = xf(1).

On a montré que si f vérifie cette relation, alors pour tout x € R, f(x) = xf(1). Ré-
ciproquement, les fonctions de la forme x — ax, avec a € R vérifie cette relation.
Ainsi, les fonctions vérifiant cette relation sont les fonctions de la forme x — ax
avec a € R.

une récurrence immédiate, VneN, f(x) = f (xzi").
— Si |x| < 1, alors f(x) = f(xzn) tend vers f(0) par continuité de f en 0, on a donc
fx) = f(0).
— Soit maintenant x = 1, alors x?" — 1donc par continuitéde fen1,ona f(x) = f(1).
Or, d’apres le travail fait ci-dessus, on a xhﬁnllf f(x) = f(0), par unicité de la limite,
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