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TD 13 : Développements limités.

1 DL et polyndmes

Exercice 1.

n
Soit P= Y a;X*. Montrer que Yk € [0, n], PP (0) = klay.
k=0

Exercice 2. &%
Montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré n a coefficients réels tel que Vk €
[0,n], P® 1) = k.

2 Calcul de DL

Exercice 3.
Donner un DL al’ordre 3 en zéro des fonctions suivantes :

1. x— In(1 + x) cos(x). 4, x> xextl,
X 1—cos(x
2. x— . 5. xe 1200500
1+x X

3. x—sin(2x). 6. x— arctan(x)

Exercice 4. £
Déterminer un DL d’ordre 3 de x — arctan(x3) en 1.

Exercice 5.
Déterminer un DL a l'ordre 4 de f : x — sin(In(x + 1)) — In(sin(x) + 1) en 0. En déduire un
équivalent de f(x) en 0.

3 Dérivabilité

Exercice 6.

cos(x)—1
Soitf:w—»%

oo S
ment est-il dérivable?

. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Le prolonge-

Exercice 7.

cosx—V1-x?
P

son prolongement continu. Montrer qu'il est dérivable et donner f’(0).

Montrer que f : x — est prolongeable par continuité. On note encore f

4 Calcul de limites et d’équivalents

Exercice 8.
Déterminer les limites suivantes en 0 :

. In(1+x)—x e¥—1-sin(x)

1. . 4, x—
x2 cos(x) —1
x—1e*+1 1 1
2. x—»—( ) . 5. X— —— — .
x(e*-1) x sin(x)
V1+2x—(1+x) 1 cos(x)
3. x> —. 6. x> -5 +——.
x2 X sin“(x)

Exercice 9. .

Bl
Déterminer un équivalent en +oo de ex? — e x+1?,

Exercice 10. B
X2 +3x-1 )

Déterminer lim >
x“+x+1

X—+00

5 Utilisation de 'unicité du DL

Exercice 11.

by
Soit f:x— .
f 1+ x8

Déterminer la valeur de £ (0) pour tout entier n.

Exercice 12.

1
Soit f:x— Incosx) définie sur ] — 1, 1[. Déterminer f'(0) et f"(0).

6 Détermination de tangente et de la position de celle-ci

Exercice 13.
Soit f: x — In(1 + x). Déterminer I’équation de la tangente en x = 1 ainsi que la position
de la courbe par rapport a la tangente.

Exercice 14.

Soit f : x — —. Déterminer I'équation de la tangente a f en x = 2 ainsi que la position de

X
la courbe par rapport a la tangente.

Exercice 15.

X
Soit f:x—

eX —e—X’
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f le prolon-
gement.

2. Montrer que f admet un DL al'ordre 3 en 0 que I'on calculera.



3. Montrer que f est dérivable en 0. Que vaut f(0)?

4. Que dire de la position du graphe de f par rapport a sa tangente au point d’abscisse
0?
7 DLetintégrale

Exercice 16.
X
Soit h:x—

t
e
—dt.
-xV1+ 2
t

e
ViteZ

1. Déterminer un DL al’'ordre 4 en 0 de t —

2. En déduire un DL al'ordre 5 en 0 de h.

Exercice 17.

e
Montrer que f
1 o 1+12

—Xt

1 1
dt:x—>+oo - +O(_2)
X X

8 DL et suites

Exercice 18.
Soit (1) la suite définie par ug =0 et VR EN, U1 = \/ Uy + N2

1. Montrer que la suite est bien définie et déterminer sa limite.

2. Montrer que u, < n pour tout n € N.

1 3 1
3. Montrerque uy, =n——- - — +0(—)
2 8n n

9 Fonction réciproque et équation implicite

Exercice 19.

1. Montrer que pour tout € > 0 il existe une unique solution x. dans R, a I’équation
e ¢ = x d'inconnue x.
3€? )
2. Montrer que X, =¢_o 1 —€+ — +o (%).

Exercice 20. %%

R — R
Soit f: { . Montrer que f est bijective et déterminer un DL4 de f !

x — 2sh(x)—x
en0

10 Développement asymptotique et asymptote

Exercice 21.

V2x2+1
xvexr T définie sur R\ {1}.

Soit f:x—
! x-1
1. Donner I'équation de sa tangente en 0 et sa position relative par rapport au graphe
de f.

2. Montrer que f admet une asymptote en +oco dont on précisera I'équation et la po-
sition par rapport a la courbe.

Exercice 22.
Montrer que la fonction x — Vx¥+1e Y% admet une asymptote dont on précisera
I'équation et la position de I’asymptote.

11 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 23.
Déterminer le DL d’ordre 6 en 0 de th. !

Exercice 24.
Déterminer un DL a I'ordre 6 en 0 de arctan(x3).

Exercice 25.

Déterminerle DL3en0de x— vV2—+v1—x.

Exercice 26. .

Déterminerle DL3en0de x— —.
cos(In(1 + x))

Exercice 27. )
Déterminer le DL3 en 3 de x — cos (mx (1 — x)).

Exercice 28.

Soit f:x—

X . .
5— - Déterminer un DL3 en 0 de f.
sh”(x)

Exercice 29.
Soit f: x— cosx*. Déterminer un DL4 en 0 de f.

Exercice 30.

Soit f: x— vV 1+ v1+4sinx. Déterminer un DL3 en 0 de f.

Exercice 31.
Donner le DL en 0 al’ordre 6 de x — In(cos(x)).

1. Onrappelle que b =sh/ch.



Exercice 32. Exercice 46.

Donner le DL en 0 al'ordre 5 de x — sin(tan(x)). Déterminer lim (cos x)% -V1-x
1-£°

1
=0 (1 +sinx)x —el™2

Exercice 33.
Donner le DL en 0 2 'ordre 4 de x — (In(1 + x))2. Exercice 47.
1\* 1
2 . . 2 2
Exercice 34. Déterminer xl_lgl@x (1 + ;) —ex"y/1- T
Donner le DL en 0 aI'ordre 3 de x — exp(sin(x)).
Exercice 48. in(cos(x) — 1) Exercice 54. h(sin(x) h(x)
. sin(cos(x) — ch(sin(x)) — ch(x
Exercice 35. Déterminer lim ———=. Déterminer lim - ) "
Donner le DL en 0 a 'ordre 9 de x — sin®(x). =0 V14+x2-1 x=0 (sin(x))
Exercice 36 Exercice 49. , Exercice 55. .
ercice . L . . sSin x anx
Déterminer lim vV x3+ x2—x. e —e
5T — = Calculer im ———.
Donnerle DL en 0 al'ordre 4 de x — In(1 + cos x). X—+00 o sinx—tanx
E ice 50.
Exercice 37. xercice VitZ-1 Exercice 56.
Donnerle DLen 0 al’ordre 3 de x — ﬂ. Déterminer lim —x. Calculer li —ex — (cos(v) + 1)
1+sinx x—0 cos(x)—1 alculer xlg(l) 2 .
Exercice 38. Exercice 51. 1 1 Exercice 57. )
V1+x Déterminer lim (— - —) . X—arcsinx
Al —_—_ ol 42 2 Calculer im —————.
Donnerle DLen 0 al’ordre 3 de x Tt x—0\x* In(1+x9) x—0 x2arcsinx
Exercice 39. X ExerClce 52. 1 xz Exel‘cice 58. xx —x
Donner le DL en 0 2 'ordre 4 de — 3+*". Calculer lim (x sin (—)) . Calculer im —.
X—+0o x x—11-x+In(x)
Exercice 40. T Exercice 53. ) Exercice 59.
Soit f définie par f(x) = ——— et f(0) = 0, f est-elle dérivable? Déterminer lim —2nX=smx Calculer lim (tan f)”‘”_
2x x—0 arcsin x — arctan x x—0 2
Exercice 41.
chx-1 Exercice 60.
Soit f définie par f(x) = et f(0) =0, f est-elle dérivable? X —cosx 3
X Calculer le DL al'ordre 1 en 0 de f définie par f(x) = 2 six#0et f(0) = 2 En
Exercice 42. déduire que f est dérivable en 0 et donner f'(0).

Etudier la dérivabilité de f : x — cos y/x.
Exercice 61.

: cos(x) -1
Exercice 43. J1+ iz —en? Soit f: x— % Montrer que | est prolongeable par continuité en 0. Le prolonge-
n

sin
Déterminer un équivalent de ment est-il dérivable?

1)
In|1+ )
n*vn Exercice 62. In(l + 1) —si
n(l+x)—sinx
Exercice 44. Calculer le DL a 'ordre 1 en 0 de f définie par f(x) = ———  six #0 et f(0) =0.
; _ X
Déterminer lim sin(x) — tan(x) . En déduire que f est dérivable et donner f'(0).
*=04/14+2x—-In(1+x) -1
Exercice 45 Exercice 63.
.erc1ce | 1 ) . o Soit f: x — €°%¥. Déterminer I'équation de la tangente a f en x = 0 ainsi que la position

Soit f:x— n1:?)  @lx Déterminer la limite en 0 de f(x). de la courbe par rapport a la tangente.



Exercice 64.

Soit f:x— ———
3+sinx N
de la courbe par rapport a la tangente.

. Déterminer I'équation de la tangente en x = 0 ainsi que la position

Exercice 65. £
Soit f : x — x +sinx. Montrer que f est bijective et déterminer un DL3 en 0 de f~!.

12 Une fois qu'on est a I'aise

ISt
1+ -) ) .
X
Exercice 67. .
On consideére la fonction f définie par f(x) = xE Vx>0et f(0)=0.

Exercice 66. ¥

Calculer lim (e—
X—+00

1. Ftudier la continuité et la dérivabilité de f sur R*.
2. Déterminer un DL al'ordre 3de f en 1.

3. Que peut-on en déduire sur le graphe de f?

. 3
Equ.'c%g%elgéfue pour tout entier n € N*, il existe un unique réel x,, > 0 tel que x! + x,, =
1.

2. Montrer que la suite (x,,) ,eny €St croissante et majorée par 1.

3. Montrer que la suite converge vers 1.

In(yn)
n

4. Pourtout n € N*, on pose y, = 1-x,. Montrer que y, ~ — puis que —In(y,) ~
In(n).

5. En déduire un développement asymptotique a deux termes de x,,.

Exercice 69. 1
Montrer que la fonction x — (x + 1)e*1 admet une asymptote en +oo et déterminer la
position de celle-ci par rapport au graphe de f.

Exercice 70. £ &

. . . . s xX+2
Déterminer le développement asymptotique a I'ordre 2 en +oo de x — arctan 1
X

Exercice 71. %% &
On considere la fonction x — xarctan

. On souhaite montrer qu’elle admet une

asymptote en —oo et déterminer une équation de cette asymptote.
/2
1. Déterminer un DL a'ordre 2 de tan (y + Z) —1len0.

2. En déduire un développement limité a I'ordre 2 en 0 de arctan(X + 1).

3. Déterminer I'équation de 'asymptote en —oo de la fonction.

. Quelle est la position de I'asymptote par rapport au graphe de la fonction?

Memo

Comment déterminer un développement limité?

— Utiliser les développements limités usuels

— Intégrer un développement limité en n'oubliant pas de déterminer la constante
d’intégration (pour les rares cas ou elle n’est pas nulle)

Comment déterminer le développement limité d'un quotient?

. . R . 1
Se ramener a un produit en faisant apparaitre un quotient de la forme T+ % avec

X —0.

Comment déterminer une limite?

Déterminer un équivalent ou un DL

Comment déterminer la position relative du graphe

par rapport a la tangente/asymptote? Etudier le signe du premier coefficient non
nul d’ordre k = 2 du développement limité (ou du développement asymptotique
dans le cas d'une asymptote).

Comment déterminer un DL de f~! quand on n’'a pas I'expression ? intégrer un DL
de la dérivée, identifier les coefficients du DL de fo f~! ou utiliser un DL de f puis
un changement de variable



CorrectionduTDn 13

Correction 1 La maniére la plus élégante est de considérer la fonction polynémiale f
associée a P. Elle est de classe € et son développement limité en 0 est :

f=) I k'( )xk+o(x").
k=0

n
Or, f(x) = Z arx®. Par unicité du développement limité, on peut identifier les coeffi-
k=0
(k)

cients et on obtient = ay, autrement dit P® (0) = klag.

Il est également possible d’écrire

n
P(])(X) - Z ak(Xk)(])
k;O r
1 ) .
= Zak —_ X*=Jcar (X)) =0 pour j > k
k=j (k=

Le terme constant de P (X) correspond au terme de la somme pour k = j et on re-
trouve I'égalité souhaitée.

Correction 2 On raisonne par analyse/syntheése.
Analyse: On suppose qu’il existe un polynome P de degré n tel que Yk € [0,n],

n
P® (1) = k. On pose Q(X) = P(X +1) eton note Q = Y_ axX*. On a Vk e N,Q®(0) =

k=0
P®(1). Onadonc:

Q(k) (0) =k.
D’apres I'exercice 1, on sait que
vke[0,n],Q® (0) = klay,

on a donc
Vke[0,n], klax =k,

1
ag=0etVke [[l,nﬂ, ay = m
n k n (X—l)k
Ainsi, Q(X) = etP(X)=Q(X-1)= —_—
Q k; (k-1 Q k; (k-1
no(X-1)
Synthese : Réciproquement, on pose P(X) = Z TR Le polynome P est bien de de-
- j=1 N T
gré n. De plus, pour tout k € [0, n]},
r noojix -1k jx-nik
POX)=) = )
j=k (]_k)-(]_l)- j=k (]_k)
on adonc ‘
(k) -~
P () = o k.

On a montré I'existence d'un tel polynéme. De plus, la phase d’analyse montre que ce
polynome est unique.

Correction 3
2 3 2
X 3 X 3
1. Onaln(l + x) :x—?+?+o(x ) et cos(x) = 1—?+0(x ) donc

2 B i 3
In(1 + x) cos(x) =x——+?—?+o(x )
332 x3 5
=x———-—+o0(x%)
2 6

. Comme on veut un DL a I’ordre

1
2. On va multiplier le DL de x — e* et celui de s

3, on fait un DL a I'ordre 3 des deux fonctions :

2 3

X _ X 3
e=1+x+—+—+o0(x"),
2 3!
et 1
—:1—x+x2—x3+0(x3).
1+x
On a donc
er 2 B i
=l-x+x2 -+ x-x°+x3+ = -+ 0¥
1+x 2 2 3

2 3 .
=1+ ——-—+o0(x>)
2 3



3. Ona

3
; 3
sin(x) = x— 5 +o(x°),

4x3
donc sin(2x) = 2x — ES + 0(x%). Ici, on peut appliquer la formule du DL en 0 de
sinus a 2x car 2x — 0. Notez que 0(8x3) = 0(x®) donc on écrit simplement 0(x3).
. Attention, 2x+1 — 1 quand x — 0, on ne peut donc pas remplacer x par 2x+ 1 dans
le DL en 0 de exponentielle! On écrit

xe2x+l 2x,

= xe.e
puis on utilise le DL de e* :

%2
e’ = 1+x+?+0(x2),

donc
?* = 1+2x+2x° + 0(x2).

(on fait un DL a I'ordre 2 car, en multipliant par x, on obtiendra un DL al'ordre 3).

Onadonc:
xe2x+1

=ex+2ex®+2ex® + o(xs).
. On va diviser par x2, il nous faut donc un DL 4 'ordre 5 de 1 — cos(x).

Ona
2 4

cos(x) =1 + 2 +0o(x%)
R T

(car le terme en x° est nul) donc
2 4

l—cos(x)—x _z +0(x°)
T2 4l ’

puis
1—-cos(x) 1 x2 3
——=——-—+o0(x
x2 2 4! (")

—cos(x)

1 1
On sait que la limite de est 3 donc le premier terme du DL est juste!

. Onva intégrer le DL de x — 1 Comme on veut un DL a 'ordre 3, il suffit d’'in-

+x%

tégrer un DL a 'ordre 2 de x — "
On écrit )
—  =1-x*+o0(* ,
1+ x? ()

en intégrant, on obtient :

3 3

X 3 X 3
arctan(x) = arctan(0) + x — ? +o(x’)=x— ? +o(x7).

Correction4 Onposex=1+h,onah— 0et x® =1+3h+3h%+ h3. On commence
par chercher un DL3 en 0 de y — arctan(l + y). On va, pour cela, calculer un DL2 de sa
dérivée. On écrit :

1+(1+y)? 21+y+y?2 2 2
1
R AR
On intégre et on obtient :
y ¥y, r. s
arctan(y + 1) = arctan(1) + oy + 2 +o0(y”)

Enfin, on pose y = 3h +3h? + h®, on obtient :

3 m. 1 2,13y _ Ligp3 L 3
arctan ((1+ h)*) =Z+§[3h+3h +h)—1[9h +181%) + 2 o)
n 3h 3n* 3K 3 '
Syt Ty Ty e

Il suffit maintenant de remplacer & par x — 1 pour avoir le DL souhaité :

un 3(x—1) _3(x—1)2 ~ 3(x—1)3

3 3
arctan(x”) = — +o((x—-1)7).
(x%) 1 5 2 2 (( )7)
3 »2 3 4
Correction5 Onasin(x)=x— 5t oxHetlnl+x)=x— St T o(x*) donc:
. x2 X it 1 x2 X it 3 4
sinln(x+1)) =(x-—+——-—|-=||x——+—=——|] +0(x")
22 33 44 6 2 23 4
X X X 1 X
:(x——+———)——(x3—3x2—)+0(x4) et
2 3 4 6 2
X X3 A
=x——+—+o0(x%)
2 6
. x3 1 x3 2 1 x3 3 1 3\ 4
Insin(x)+1) =|{x—-—|—-=[x——] +=|x——]| —=|x——| +0(x%)
6 2 6 3 6 4
) 1(, PSATE S .
=lx——|-z|x"-2x—|+—=—-—+o0o(x)
6 2 6 3 4
X3 A
=x—-—+—-—+0(x")
2 6 12

On a donc sin(n(l + x)) — In(sin(x) + 1) = )16_2 +o(x") d'ou:

. . x4
sin(In(1 + x)) —In(sin(x) + 1) ~ 1z



2
X
Correction6 On acos(x)—1=—-"—+ o(x%) et sin?(x) = x2 + 0(x3). On en déduit que:

~ —%2+0(x3) _—zto 1
fa= x% +o0(x3) 1+o0(x) _E+O(x)'

1
On en déduit que f admet une limite finie en 0 égale a ~5 elle est donc prolongeable

1
par continuité en 0 en posant f(0) = ——=. De plus, la fonction prolongée est continue et

admet un DL1 en 0, on peut donc affirmer qu’elle est dérivable.

osx—vV1-x% 1 1
st = £ +0(*) = ~+0(x). On en déduit que
X

1
admet une limite finie en 0 donc elle est prolongeable par continuité en posant f(0) = 5

Correction?7 On écrit f(x) =

Le prolongement continu de f admet un DL d’ordre 1 en 0, il est donc dérivable en 0 et
f'(0) = 0 car le coefficient devant x est nul.

Correction 8 La difficulté de cet exercice est de déterminer a quel ordre on doit faire le
DL.

1. On divise par x?, il faut donc avoir au moins un DL d’ordre 2 au numérateur pour
éviter de tomber sur une forme indéterminée.
2 2 InQ+x)—x

On écritIn(1+x) = x—x—+0(x2) doncIn(l+x)—x = —x—+0(x2) d’ou1 —— =
X

1 . I ) 1
=3 + 0o(1), ce qui montre que la limite recherchée est — 7

2. Onae®—1=x+o0(x) donc x(e* —1) = x% + o(x?).
2 2 2
: X 2 2 X 2y _ X 2
Onaaussi (x—1) 1+x+?+o(x) +1l=x+x —l—x—?+1+o(x)=?+o(x ).

On adonc

(x-De*+1  x*/2+0(x*) 1/2+0(1)
x(e -1  x2+o0(x?)  1+o(1)

1
donc la limite recherchée est >
Attention, en faisant un DL1 de exponentielle au numérateur, cela ne marche pas!

En effet, on (x—1)(1+x+0(x)) = x—1+x2—x+0(x)+0(x%) = —1+0(x). On ne pourra
alors pas conclure quant a la limite!

3. Comme on divise par x2, on cherche a faire un DL2 du numérateur. On a

2
X X
\/1+x=1+5—§+0(x2),

donc )
X
\/1+2x:1+x—?+0(x2).

2
X 1
Ainsi,onaVv1+2x—-1—-x= - + 0(x%) donc la limite recherchée est — 7

. On écrit

+2
— cos(x)—1= —7 +o(x?),
2
— e¥ = 1+x+?+0(x2) et
— sin(x) = x + o(x?) (car le terme en x2 est nul).

X
Onadonc e*—-1-sin(x) = £ + 0(x?) et la limite cherchée est —1.

. On met au méme dénominateur :

1 1 sin(x) — x

x  sin(x)  xsin(x)

On sait que le dénominateur est équivalent a x2 (car sin(x) ~ x) donc on va faire un
DL 2 du numérateur. Pour cela, il suffit d’écrire sin(x) = x + o(x2), donc sin(x) — x =
0(x?) et au numérateur, sin(x) = x + o(x) donc xsin(x) = x> + o(x?). En divisant par
x2 le numérateur et le dénominateur, on trouve que la limite vaut 0.

. On réduit au méme dénominateur :

—sin?(x) + x2 cos(x)

x2sin?(x)

Comme le dénominateur est équivalent a x*, il faut faire un DL 4 I'ordre 4 du nu-
3

. P . s 1z . . X
mérateur pour éviter d’avoir une forme indéterminée. On a sin(x) = x — 5 +o(x%)

donc
3 4

X X
sin®(x) = x% —2.x.€ +oxh=x*- ? + o(x4)

x? )
etcos(x)=1- > + 0(x“) donc

x4
x? cos(x) = X - ? + 0(x4).

On adonc
4 4

4
x* X X
—sinz(x) +x° cos(x) = 37 + o(x4) = Y + o(x4).

On a sin?(x) = x% + 0(x%) donc x%sin?(x) = x* + o(x*), ainsi, on a:

4
—sin?(x) + x2 cos(x) B -5+ o(x*)
x*+o(x%)

x2sin?(x)



4

- . . . o 1 N
En divisant numérateur et dénominateur par x*, on trouve que la limite vaut — 5~ | Correction11 On écrit 1 - Z (=¥ x* + o(xN), donc
1+x '

k=0

1 N
Correction9 Ona: 5= (=1 x5 + 0(x®M),
1+ X =0
1 1 1 .
1+x2 2|, 2 puls
I+—+— u k 6k+3 6N+3
) x w2l ) F) =) (=D x4+ oV,
:—2(1—%——2+—2+0 —2))Car—+—2—>0 k=0
xl 2 y 1 * o On voit que le développement limité n'a pas de terme en x” si n n’est pas de la forme
T2 3 0(;) 6k + 3. Cela signifie que le coefficient devant x" est alors nul. Or, ce coefficient vaut
£ (0) L Lo 5 M () —
On a donc : ) L ) %_%M(%) - donc, par unicité du DL, si n n’est pas congru a 3 modulo 6, on a f'”(0) = 0.
ex —ellt  =ex —ex £ Ax De plus, si n = 6k + 3, le coefficient devant x” vaut (—1)F (d’apres le DL trouvé ci-
LS B P LI LS ") £ )
- 2 t0\ 3 2 3170\ 3 dessus). Or ce coefficient vaut aussi =——— (par unicité du DL) donc *—— = (-1)F
x x X=X X P ol
2 1 :
is £ () = k
=" t+o|l= puis Y (0) = n!(-1)*.
x3 (x3)

1 1 2
On en déduit qu'un équivalent en +oo de ex?> — e x+1? est = . . .
X Correction 12 La fonction f est de classe €°° donc elle admet un DL a tout ordre en 0.

On détermine un DL de f al'ordre 2 en 0. On sait que In(1 + k) ~ h lorsque h tend vers
0 donc In(cos(x)) = In(1 + (cos(x) — 1)) ~ cos(x) — 1, car cos(x) — 1 — 0. Par ailleurs, on a
2

243x-1\" 2 4+3x-1
Correction 10 On  écrit xz—x) = exp (XIn(xz—x)) = | cos(x) = l—x—+o(x2) donc cos(x) -1 ~—x—.On en déduit que
xc+x+1 x“+x+1 2 2
3_1
exp|xIn|—=—||.0Ona: 2 2
p( (1+ LyL In(cos(x)) ~ X donc In(cos(x)) = X +0(x?).
X X 2 2
1 -1- 1 n 0(1) On utilise maintenant I'unicité des coefficients du DL, on a
1+1+3 x \x
X n
! f () 2 2
donc: f)=fO)+f (0))C+—2 X+ o(x9),
1434 3 2 (1
x  x?
=l1+—=|{l1=-=+0|—||=1+—=+0|—]. "(0 1
1+ % + x_12 ( x)( x)) X (x) donc, en identifiant les coefficients, on a f'(0) = 0 et —fz( ) =-3 donc f"(0) = -1.
On en déduit que :
In 1+%—é ml1+2+ (1)) 2 . 1) Correction 13 On pose x =1+ h avec h qui tend vers 0. On a alors :
=In —+o|—||=—+o0|—|,
1+i4+4 x x]] x x
o h ho1(h)?
In(1+x) =In@+h) =ln(2)+ln(1+—) :ln(2)+———(—) +0(h?)
1+3-1 +3-3 , , 2 2 212
i X X = i i i —x = ’ U i = h h _1 _1
puis xln( I lz) 2+ 0(1). Ainsi, xLHPooXIn(1+l LZ) 2dou lim f(x)=e". =1n(2)+5—§+0(h2)1n(2)+ (x-1) (x-1) +o((x-1?)
X X X



(x—1) 3 3

On en déduit que I'équation de la tangente a f en x =1 est y =In(2) + .Ona f(x)— 4. On sait que f(x) — g ~ )16—2 donc f(x) — g est du signe de f— au voisinage de 0. La
In@) + (x-1) ox—1— (x—-1)2 of o — (x—1)? est négative donc, au voisinage de 1, taggent’fe est c.lonc en dessous puis au-dessus du graphe. On dit que f admet un
point d’inflexion en 0.

(x-1)

ona f(x) <In(2) + , ce qui montre que la tangente est au-dessus de la courbe.

Correction 16

2 3 4 2 4
t _ r t
Correction 14 On pose x = 2 + h avec h qui tend vers 0. On écrit : L. Onaet=1+t+?+§+z+o(t4) et B =(1+1% ”2=1—?+§+0(t4)-
1 1 11 1 2 , On en déduit que . s
Y T2eh 21k 22ty ol LA PP e
SRR A Vit 376
25—24-?4-0(’72) el
2. Notons F une primitive de t — , alors
1 x-2 (x-2)? Vit 2
SLlox2 W -, 1+z
2 4 8 2 4 5
x= x* x 5
1 x=2 F(x)=x+?—ﬁ+%+0(x ),
On en déduit que I'équation de la tangente a f en x =2 est y = - — ——. Comme f(x) —
2 2 4 donc
1 x-2 2(x—2) .. de 2 >1 x—2d 1 be est B
ST o , au voisinage de ,Onaf(x)/i— onc la courbe es h(x)=F(x)—F(—x)=2x+E+0(x5).

au-dessus de la tangente. . . 3 .
Remarque : On accepterait aussi une rédaction du type :

x 2 4 A 2 4 45 5 x s s
i hxzf l-—+—+o()dt=|t+——-—+—=+o0(¢ =2x+—+o0(x).
Correction 15 P (x) » 2173 () 2 12 30 () . 5 (x”)
1. Onae*—e™* =2x+0(x) donc f(x) ~x—o o Ona lin(l)f(x) =0 donc f est prolon-
X xX—
eable par continuité en posant f(0) = 0.
8 p N P ,f ) Correction 17  On écrit
2. On afaitun DL al’ordre 3 du dénominateur. On a :
1 ,—xt —xt 1 1 —xt
e 1 1 te
x3 f dt: — X — — —f —dt
ex—e*x:Zx—?+o(x3). 0o 1412 X 1+ ]y xJo (1+1%)?
or u ~
On en déduit que : fl te”” dr sfle‘“dtzl_exsl
o (1+12)2 0 X x
x? 1 X
fx)= == . On adonc
X3 2 x? . 1 te=*t 1
2x——+0(x3) 1-—+0(x3) lim ———dt=0 —),
3 6 x—+o0 Jo (1 + 12)2 X
2 d’ou . _x
OnposeX:—+(x3).C0mmeX—>0,0na: e _1_3 1 1y 1 1
6 sdt=—-——+-0|-|=-+0|=|
o 1+t X 2x x \x X X
1 x? 5)_x 3 e (1) (1 ) )
f(x)—Ex 1+E+o(x) —§+E+o(x ). carg—o ; =0 ; par croissances comparées.

X 1
3. D’apres ce qui précede, on a f(x) = > + 0(x) donc f est dérivable en 0 et f'(0) = > Correction 18



1. On remarque tout d’abord que (u,,) est bien définie car pour tout x = 0, x + n?=0

et uy = 0. On écrit ensuite u, = ”31—1 +(n-12=n-1donc lillloo up = +ooparle

n
thm de minoration.

2. On le montre par récurrence sur n, l'initialisation étant claire. On suppose u, <
n, alors Uy = Vuy+n2 < vVn+n?2<vVn2+2n+1=n+1.La propriété est donc
héréditaire, par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout 7.

3. Onadéjan—1<u, <ndonc u, ~ n.On écrit u,, = n+ o(n), on adonc

U, =+Vup_1+(n-1)>2

=vVn-1+n-12%+o(n)

1
Onadonc u, =n- > + 0(1). On recommence avec ce nouveau développement :

Up =\ up1+n-1)72
1
=\/(n—1)—§+0(1)+(n—1)2

= nz—n—l+o(1)
—y 2

Correction 19

1. pour tout € > 0, la fonction f; : x — e™* — x est décroissante en tant que somme de
fonctions décroissantes.

2. Ona f:(0) =1 et fe(1) < 0. On en déduit, par le TVI qu’il existe x, €]0,1[ tel que
fe(xe) = 0. Ce réel est unique par injectivité de la fonction.
On a0 <exe <edoncex.— > 0. On peut donc faire un DL1 de 'exponentielle :

e % =1—ex. + o(xc€).

On sait que x, = e"*% donc x.— > 1 par continuité de I’exponentielle. On peut donc

écrire x, = 1+ o(1). En remplacant x, par son DL0, on obtient
e ¥e=1-c+o(e).

On fait maintenant un DL2 de I'exponentielle :
1
e e =1—-ex.+ E(exe)2 +ol(ex)?.
puis on remplace x, par son DL1 :
—€X, 1 2 2 3 2 2
e =1-e(l-e+o(@)+5€ (I+oM)+o(e”) = L-e+ e +o(e).

Comme x. = e ¢*¢, on a bien le DL2 souhaité.

Correction 20 La fonction f est dérivable et sa dérivée f’ est positive, f est donc stric-
tement croissante. Par le théoréme de croissances comparées, on a :

lim f(x)= lim e*(1-e * -xe )= +oo.
X—+00 X—+00

Comme f est impaire, on en déduit que xEIPoo f(x) = —oo. La fonction f étant continue,
son image est un intervalle de R et nous venons de montrer que son image n’est ni majo-
rée, ni minorée, on a donc Im(f) =R et f est bien bijective.

Onssait que £(0) = 0 donc f~!(0) = 0. Comme f est continue, f~! aussidonc f~!(x) — 0
quand x — 0. On a f(x) ~o x — 0x donc f~!(y) ~o y — 0y. On vaut maintenant un équi-
valent de f~1(y) — y. Pour cela, on calcule un équivalent de f(x)—x.Ona:

3
f(x)—x=2sh(x)-2x= %+o(x3),

donc:
3

fx)—x~p x—»Ox—,
3
ce qui implique, en posant x = f~1(y),

(o)

y=f'WM~oy—0 2

Comme f~!(y) ~g y — 0y, on obtient :
3

f‘l(y)—y~oy~0—y?



dour:

¥
o=y- T+ o(y®).

On remarque, enfin, que f~! est impaire puisque f I'est et qu'elle est 4 fois dérivable
puisque [’ # 0. On en déduit qu’elle admet un DL4 avec uniquement des termes impairs.
Le DL obtenu est en réalité un DL4.

On peut aussi dire que f~!(x) ~g x — 0x et f'(x) = 1 + x> + 0(x?) donc
flof ) =1+f1x)? +0(f71(x)2) =1+ x%+ 0o(x?).

On en déduit que
1 1

flof~1(x) 11221002

=1-x*+ o(xz).

3
x
Onintégre ce DL: f~(x) = f~1(0) + x - 3 o(x®). On retrouve bien le méme DL.

Enfin, on peut utiliser I'unicité du DL en disant que f~! est 4 fois dérivable puisque
f' # 0 donc elle admet un DL4. Comme elle est impaire, elle admet un DL de la forme
ax+bx3+o(x*).

. x 4o
On écrit f(x) :x+? + o(x*) puis

1
fofl) =f1lm+ gf’l(X)3 +o(f Y

1
= (ax+bx3 + o(xH) + = + (ax+ bx3 + 0(xh)’ + 0(x%) .
3,3
=ax+bx>+ % +o(x*)

Or fo f~1(x) = x, onadonc
3

xX=ax+ (b+ %)x3 +o(x4),

donc, par unicité du DL (de fo f~1),ona
a=1
3
a
b+—=0
3
N 1 : -1 o 4
dotia=1letbh= -3 On retrouve bienle DL ™" (x) = x— Y +o(x).

Correction 21

. Onécrit f(x) =

1. OnfaitunDLal'ordre2de fen0.0Ona v1+2x2=1+ x% + o(x?) donc:

V1+2x2
fx) =—x——

—x(1 -11- x2x+ 0(x®) (1 +x+x%+0o(x%)
—x(1+x%+x+ x>+ 0(x?)
—x(1+x+2x%+0(x?))
=—x—-x*+o0(x?

On en déduit que I'équation de la tangente en 0 de f est y = —x. On a f(x) + x ~¢

x — 0— x? donc, au voisinage de 0, x — f(x) + x est du méme signe que x — —x

Localement, la courbe est donc en dessous de sa tangente en 0.

1
Vizod W2\/l+33 o

1 1—

1 na:
X

1-5

\/1+1 1+1+(1)t 1 1+1+1+(1)
—=1+—+0|—|e =l+—+—=+o0|—=
2x2 4x2 x2 1—% x  x2 x2

fx) :\/Ex(1+4—)162+o(%))(1+§+%+0(%))
=\/§x(l+l+i2+i+o(i2))
X X

x2  4x?
1 5 1
=V2x|1+—+-—+o0o|—
\/_( x  4x? (xz))
5v2 1
=\/§x+\/§+4—\/_+o( )
X

d’our:

X

On en déduit que xlirP fl) - (\/§x+ \/5) = 0 donc la droite d’équation y =
—+00

5v2
V2x + V2 est une asymptote. De plus, f(x) = (V2x+v2) ~ x — +oo4i donc
x

5v2
f(x) — (v2x + /2) est du méme signe que 4i au voisinage de +oco. On en déduit
X

que la courbe est au-dessus de son asymptote en +oo.

Correction 22 On écrit :



On en déduit que thP f(x)—(x—1) =0doncle graphe de f admet la droite y = x—1
—+00

- 1
pour asymptote au voisinage de +oo. De plus,ona f(x)—(x—1) ~g x — +002— donc f(x)—

(x — 1) est positif au voisinage de +oco. Le graphe de f est donc au-dessus de

I’asymptote.

Correction23 Lafonction p est de classe ¢€*° donc elle admet un développement limité
en 0 a tout ordre. On sait que p(x) ~¢9 x — 0x donc p(x) = x + o(x). On en déduit que
1- pz(x) =1-x>+0(x%.0nale développement limité de p’(x) puisque p'(x) =1 - pz(x),

on peut en déduire que

3 3
b(x) = p(0) + x — % +o(xd) =x— % + 0.

En partantd’'un DL al’ordre 1, on a obtenu un DL a 'ordre 3. On recommenc
2x4 2x*
x%— 3 +o(x* donc1- p2 (x)=1-x%+ 3 +o(xh puis, en intégrant :

3 5
x> 2x 5
X)=x——+—+o0(x).
b(x) 3t 15 (x)
Comme p est impair, les termes d’ordre pair de son DL sont nuls doncona:

¥ 2x°
p(x):x——+1—5+o(x

6
3 )

e:(p?) () =

Correction24 On aarctan(x) = x + o(x) et, comme arctan est impaire, on a arctan(x) =

x+ 0(x?). On en déduit que arctan(x>) = x3 + 0(x5);

2 3

X x° X
Correction 25 Ona\/l—x:I—E—E—E+o(x3)d’oi1:

x2 x3
+—+—=+o0(x%
8 16

V2-v1i-x =\/1+§

2 3 2 3

1(x x X 3 X X X
=l+-|-+—+—=+o(X) |- |z-+—+—=+olx
22 8 16 82 8 16
1(x x* i 3 3
—|z+—=—+—=+0x")
1612 8 16
x x*2 X3 1(x* xx?
=l+—+—+——=|—+2——
4 16 32 8\4 28
1 (x)3 3
+—(—) +0(x°)
16 \2 5
X X X 3
=l+—-+—+—+0(x°)
4 32 128

2
3)

8

2 3
X
Correction26 On écritIn(1+x) =x— > + 3 +0(x3) puis :

2

2 3
) + o(xg),

1 X 3
coslnl+x)=1-=-|x——+— +0(x°)
2 2 3

car o(In(1 + x)%) = 0(x%). On adonc:

? X3 3
:1——+?+0(x ).

(n(1 + ))—1—1( 22 x—2+ (3))
cosun X)) = > X x.2 o\X 5

2 |3
= -~ +0(x%), on obtient :
2 2

1
On utilise maintenant le DL de ]
2 3

i 3
+——-—+0(x")
2 2

1
cosln(1+x)

1 1
Correction 27 On pose x = > +h,ona lin} h=0.Deplus, x(1-x) = 1 h? donc:
x—3

_ 1 21| _ n 2
cos(nx(l—x))—cos(n(z—h ))—cos(z—nh )

On développe le cosinus, on obtient :

V2

2

~Z= cos(mh?) - \/—_ sin(rh?).
2 2

On fait ensuite un DL de cos et sin. On a :

1
cos(mh?)=1- > (mh?)’ =1+ o(H®),

et
sin(mh?) = (mh?) + o(h%),
d’ou RN AT
1 2 2nh
COSTT (— - hz) =—+ ver +o(h®).
4 2 2
En revenant a la variable x, on obtient :
T (3] rele3)
cos(tx(l-x)=—+—|x—=]| +o|x—=| .
2 2 2 2

Correction 28 On écrit :



x? x? x2 1

2 - 3 2 4 - i

=1 x +0(x?)
= 5 )

2
x
UnDL3enOde festl— 3 +0(x?).

Correction 29 On écrit :

cos(x)* =exp(xIncos(x))

x? 3
=exp (xln(l Y +o(x )))
2
= exp (x (—? + o(x3)))
3

x
=exp (—— + o(x4))
5 2

X
=1-=—+o(x".
2 (x)

3
x
UnDL4enOde festl— ) +o(xh).

Correction 30 On écrit :

1+v1+4sinx

3
14+14/1+4(x— €)+o(x3)

2x°
1+ 1+4x—T+0(x3)

16

1 2x3) 1 2x3 1 2x3
24— [4x——|-=[4x—-—| +— 4x—T +0(x3)

Il
+
[\S)
=

|

w|

|
[\
=

[\S}

+
N
><LJLJ
+
S
>‘?.)J

+ o(xs))

1 113} 1 113\ 1 11:3)3
i b B0 e ) L, 0
2 6 8 6 16 6
2 3 3
X X 11x 1 X
= \/§(1+§—?+?—§(x2—2x3)+—+0(x3))
x 5x* 59x°
= \/§1+———+—+o(x3))
2 8
Correction 31 La dérivée de In(cos x) vaut —tan x dontle DL a l’ordre 6 est :
¥ 2x0 6
tan(x) =x+ — + — +o(x").
3 15
1 1 1
On intégre et on obtient : In(cos x) = — = x* — — x* - —x% + 0 (x)
2 12 45



x2 xt xS
OnpeutaussiposerX:——+———+o(x6).0naalors: .
2 4 6! exp(sinx)
3 3 2 3 3
2 4 6 X 3 1 X 3 1 3
Xt X = 1l+f{x——+ +—(x——+ +—=|x-—+
In(cosx) = ln(l——+—'—a+o(x6)) -3 o(x )) 2(x N o(x) Tk o(x)
: X xX° X
= x—z x—4—x—6+o(x6) = X——'+0(x3)+—+—'+o(x3)
2 T 6l 3! 1 2 3
1(x*2 x* x5 2 = l+x+-x*+o0(x%)
- —(— ———+0(x6)) 2
2\ 2 4! 6!
1(x2 x4 6 3
+ —(— ———+0(x6))
312 4! 6
2 ot 48 1(x* 5 %8 . . . . 6 ) s
- 4. o(xﬁ)——(———)—— Correction 35 On sait que sin(x) ~9 x—0x donc sin®°(x) ~9 x—0x dou
2 4! 6! 2\ 4 4! 24 sinﬁx = x6 + O(XG).
L, 1 4 6 6
= ——x*—-—x'-—x%+0(x%
2 12 45
cosx—1
Correction36 Ona — — 0 donc
Correction32 O D2 s 0 donc :
orrection natanx—x+?+1—5+o(x)ettanx—» onc: In(l+cosxy) = In@+(cosx—1)
cosx—1
B 245 = In2+In|l1+ —
sin(tanx) = x+—+— +0(x°) ) .
3 X X 4
1 x3 2x5 3 = ln2+ln(1—z+ﬁ+o(x ))
B _( —+—+o(x5)) 2 4y 2 4,2
3! 3 15 s 12+(x+x)1x )+(4)
= In —-—t—|—-=-——+— o(x
v L2026 1 2a) 272 " 2a
5 3 3 515 3 = In2 S +o(xh
X 2x 1 X - T4 Ton 2o
= X+—+—- (x3+3x2.—)+ x5+ 0(x%) 4zt 32
13 1£i> 6 3 = In2-=——-—x*+o(x%
= x+=x3——=x+0(x%)
6 0
. 2
X
Correction33  Ona Correction 37 Onacosx:1—3+0(x3) et:
) 2 58 5) 1 1
(n(1+x)) :x—?+?+0(x) l+sine 3
¥ 2 3 1+x——+o0(x%
=x2+ = —2x.=—+2x=— +o(x 63 3.2 3.3
X X X 3
=x2 34 1ll4 4 = l1-|x——|+|x——| —[x——] +olx
=x*-x+5xt+o(x?) ( 6 ( 6) ( 5 (
X
= 1-x+—+x*-x3+0(x®
2 9.3 3
Correction34 Ona = l-x+x —gx +o(x°).

10



On en déduit que :

1 % +0o(x3)
2

:( o)

X 3
=l-x+—-—+0x")
2 3

COs X 5 9 3 3
_— 1-x+x°—=x"+0(x°)
1+sinx 6

2 3

X x° X
Correction 38 Ona\/l+x=1+§—§+ﬁ+o(x3)et

2

1 1 1 1 1 x s
= 5 == 5 =—(1-—+o0(x")
1+chx 2+ +0(x%) 21+% +o(x3) 2 4
x2 3
== - +o(d.
2 8 ()
Onadonc:
V1+x x x* X8 1 2 1 x 3x2 A8
:(1+———+—+o(x3))(—— +0(x3)):— s T C a0}
1+chx 2 8 16 2 8 2 4 16 32

. L . 2 2
Correction39 On écrit 3% = e3¢* . Ona x* — 0 donc:

|

4

X 3.4
1+x2+?+0(x5)

2 x
et =é ( = +edx’+ — o(x°).

Correction40 On pose ch(x) = e¥ + e7* On calcule son taux d’accroissement en 0 :

f@)=f0) chx)-1

x-0  x2

’

2
X . , . o .
etcomme ch(x)-1~ EX on en déduit que le taux d’accroissement admet une limite finie

1
en 0, égale a 3 donc f est bien dérivable.

On calcule son taux d’accroissement en 0 :

F®-f© chx) -1
x-0 x2 '

Correction 41

11

2
X
etcomme ch(x)—1~ > on en déduit que le taux d’accroissement admet une limite finie

1
en 0, égale a P donc f est bien dérivable.

Correction 42 La fonction f est la composée de cos, dérivable sur R et de la fonction
racine carrée, dérivable sur R7, elle est donc dérivable sur R}. Ftudions sa dérivabilité en

0.Ona
cosyvx—1 (ﬁ)z_ 1
X x

’

2
donc le taux d’accroissement en 0 admet une limite finie ce qui montre que f est déri-

1
vable en 0 de dérivée —5

1 1 1 1
Correction43 Ona4/l1+—=1 - ol —|etez? =1+ —
n2 2n? 8nt ( 4) 2n?  8n? (Snz)
donc:
1+1 zi2 ! + ( )
— —e2? =——— +o0|—|.
n 4nt nt
(0] coal tl (1+ 1 ) 1 d
n a également In ~ onc
& n?yn) n2/n
1 1
1+ — —e2n?
L ~0Xx—0- !
( 1 ) 0 anyn’
Inf1+
n\y/n
Correction 44 On écrit :
. x3 x3 5 X 3
sin(x) —tan(x) =x———-[x+ —|+0(x°) =——+0(x"),
6 3 2
—— 2x)?  (2x)3 ¥ i
8 16 ) 2 2 )
et
2 3
In(1+x) =x——+=—+o(x3).
2 3
Onadonc:

3
V1i+2x—1-In(1+x) = %+0(x3).



3 3
X X
On en déduit que sin(x) —tan(x) ~g x — 0— > etv1l+2x—1-In(1+x) ~9x— OF d’our:

sin(x) — tan(x)

~0 X — 0-3,
V1+2x—In(1+x)-1
¢ e li sin(x) —tan(x)
et, par suite, lim -
P x=0/1+2x—1In(1+x)—
Correction 45 On écrit :
tan?(x) —In(1 + x?)

fx)=

tan?(x)In(1 + x2)

Le dénominateur est équivalent a x*, il faut donc faire un DL d’ordre 4 du numérateur
pour lever I'indétermination.

On écrit :

2

tan®(x) —In(1 + x2) (x+—+0(x ) —( 2

4
% + o(x4))

x —
X
+ el +o(xh
3 2
4
=— +o(xY).

7x* 7
On en déduit que tan?(x) —In(1+x?) ~¢ x — 0% donc f(x) ~g x — 0% d'ottlim f(x) = =
ok

2

1 X
— . On sait que cos(x) =1 - > +

Correction 46 On écrit (cos(x))% = exp( ln(cos(x)))
x

x? x? 1 X
o(x%) donc In(cos(x)) = ln(l - o(x3)) =-+ o(x%) puis ;ln(cos(x)) ==+ o(x?).
Ainsi,
exp (lln(cos(x))) =exp (—)—C + o(xz)) =1-— + 1 (J—C)Z +0(x%)
X 2 2 2\2

x X )
=l1-—+—+o0(x°)
2 8

2

1 X 2
(cos(x))x —V1—-x= Z +o(x7).

Pour le dénominateur, on écrit :

12

1
(1+Sln(x))% :exp(_ln(1+51n(x)))
X
1 33 3
=exp|—In(1+x-—+o(x%)
X 6
(1( CorLr, (3)))
=exp|—|(x———-—++olx
P X 6 2 3
=eX (l—f+x_2+0(x2))
TP TS
x x? )
=elexp|—5 + =+ o)
2
N P 2
_e(l 2+ 5 +2(2) +o(x ))
Commeona:
el_% :e‘e_% =e l_f.’_l(_) +0(x2))
2 2\2
On en déduit que :
2
. 1 1-% ex
(1+sin(x))x —e' "2 = — + 0(x°)
Ainsi,
(cos(x) /¥ —VI—x } Ox_2
Y 04—
(1 +sin(x)x —el~3 eTxZ
(cos(x)'*-vI-x 3
donc lim =
-3  2e

=0 (1 4+ sm(x)) x—e

Correctigc)n 47 On écrit:

1 1
(1+—) :exp(xln — )
X X

b ol )

=exp|x|-—-—+—+0|=

P x 2x%2 3x3 x3
1

1+

1 1
=exp(l-—+-—+o|—
p( 2x  3x2 (xz))
[=+5erela)
—eexp|l-—+—+o0|—=
P 2x  3x? x?
( 1 1 ) 1(1 (1)
efl-—+—|+=[=]| +0|=
2x 3x2) 2\2x x
e lle (1)
= — — 0 R
2x  24x? x2



puis:
1 1
2x  8x?

1

1--=1 —
x2

()

1}* 1
x2(1+—) —ex?\[1-=
X X
2 of

dou:

ex2(1 ! 0( ! ))
2x 8x2 x2
= Te +o0(1)
- 12
1\* 1 7e
On en déduit que lim x? 1+—) —ex’y1-Z =2,
x—+ X x 12

Correction48 Onacos(x)—1 — 0doncsin(cos(x)—1) ~¢9 x — 0cos(x)—1etcos(x)—1 ~g
2

X N X
x—0-— > d’oti sin(cos(x) —1) ~g x — 0— =
2

X
On sait, de plus, que V1+x2—1~px — 0?. On en déduit que :

sin(cos(x)—1)

lim——— =-1.
V1i+x2-1

x—0

Correction49 On écrit :

1 1
v x3+x2—x=x(\3/l+——1)=x(1+—+o
X 3x

On en déduit que :

1) 1) 1+
— | = - — o
x2 3

X

1
lim \3/x3+x2—x=§.

X—+00

2 2
X X
Correction50 OnaVv1+x2—-1~px— 0? etcos(x)—1~gx—0— EX On en déduit

V1i+x2-1

ue ——— ~gx—0—-1,donc:
d cos(x)—1 0
V1i+x2-1
im——=-1.
x—0 cos(x)—1
Correction51 Ona:

13

2 2

1 1 1 (1 X )_ 1 1 X
22 In(l+x2)  x2 In(1+x2)) x2 x4
x2——+o(x%
2
1 ! ! (1 (1+x2+ (2)))
=—|1- =—(1- —+o(x
x? x? x? 2
1- —+o0(x?)
2
—l+0(1)
)
1 1
Onadonclim(———)z—.
—0\x2 In(l+x%)) 2
1
Correction52 Onposeh=—.0na:
X
1 sinh h?
in|—|= =1-—+o(h*
xsm(x) Y 5 o(h”)
donc: h )
sin
1 =——h*+o(h*
n( n ) 5 o(h?)
et
1 | (sinh) 1+ m
—In|— |=—-=+o0(1).
h? h 6
P . o . (sin(h)\i 1
On en déduit, par composition des limites, que }lm}) = e 6. Comme

L

n2
lim ( )
h—0

Correction53 La fonction arcsin est de classe €°° sur]—1, 1], elle admet donc unlDL en

sin(h)

lim
X—+00

1 X
(x sin (—)) , on a la limite souhaitée.
X

0 a tout ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait que

1-x?
2

2
X
l~pgx— 0?, donc

x
~ =1+ >+ o(x?) et, en intégrant :

1-x

3
. b
arcsin(x) = x + E + 0(x3).

De méme, la fonction arctan est de classe €° sur R, elle admet donc un DL en 0 a tout

+x2

ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait que 1-x%+



3

X
0(x?) donc arctan(x) = x — 3 + 0(x3). On écrit :

3 3
x+E —x+L +o0(x?)

X+

tan(x) — sin(x)
arcsin(x)

—arctan(x) : %3 x4+ %3 +0(x3)
L +o(x®)

%3 +0(x3)

=1+o0(1).

On en déduit que :
tan(x) — sin(x)

x—0 arcsin(x) — arctan(x) B

Correction 54 On écrit sin?(x) ~g x — 0x*, déterminons un équivalent du numeérateur.
On écrit :

ch(sin(x)) — ch(x)

3
= ch(x—E+0(x3))—ch(x)
1 X 2 x3 ¢ @
= 1+—(x——+0(x3)) +—(x——+0(x3)) -1-=—-"+o(x"h
2 6 4! 6 2 4
1 x* A
= 1+= (x ——+o(x )+——l————+0(x)
2 4!
S S
= 5 tou.

4
On en déduit que ch(sin(x)) —ch(x) ~g x — 0— % d’ou:

ch(sin(x)) — ch(x)
sin* (x)

1
—>0——’
6

ce qui implique lin}) (sin(x))~*(ch(sin(x)) — ch(x)) =
x—

3 3 3
X x x
Correction 55 On asin(x) —tan(x) =x— e x— 3 +o(x%) = -5 +0(x%). On a égale-
ment : s
esinx _ex—T+o(x)
1 2 1 3
=1+(x—%3)+§(x—%3) +g(x—%3) +o(x%)

X 3
:1+x+?+o(x)

14

et

3
x+—+o(x%)
3

etanx —
( B 1 x3)2 1 x3 )3
=l+|x+—|+=-|(x+—| +=|x+—
3 2 3 6 3
3
3
=l+x+—+—+o(x°)
2 2
. x3
On en déduit que e — g™ = -5 +0(x%). Le quotient est équivalent a 1, c’est par

conséquent sa limite.

Correction56 Ona:

2 3 2
X 3

=l+x+—+—-1+—-x+o0(x°)
6 2

e¥—cosx—x

=x2+o(x ).

On en déduit que la limite est 1.

Correction57 Lafonction arcsin est de classe €°° sur]—1, 1], elle admet donc unlDL en

0 a tout ordre. Pour le déterminer, on va intégrer celui de sa dérivée. On sait que =
1-x
2

2
X
l~gx— 0?, donc

x
=1+ o+ o(x?) et, en intégrant :

1-x

3

. X 3
arcsin(x) = x+ E +o(x°).

3
2 z . N x 2 3 2 . N
Le numérateur est donc équivalent a ~5 etle dénominateur est équivalent a x> donc la

1
limite vaut — rs



Correction 58 On pose x =1+ h avec h qui tend vers 0. On écrit :
=exp((1+~A)In(1+h)-10+h)

hZ
:exp((1+h) (h—?+o(h2)))—1—h

x*—x

h2
:exp(h—7+h2+0(h2))—l—h
h2
h+?+o(h2))—1—h

1 h?
)+—(h+—
2

=exp
h+—

—1|
2 2
2 2

:1+h+—+?—1—h+o(h2)
= h?+o(h?)
=x-D%+o((x-1)%.

2
) —1-h+o(h?

On adonc x* — x ~g x — 1(x—1)2.
On écrit ensuite :

h? h?
l1-x+In(x) =-h+ln+h)=-h+h- ?+0(h2) =-= +o(h?)
—1?
__x-b +o((x-1?)
2
s (x—1)* : . .
On en déduit que 1 —x+In(x) ~g x—1— . En faisant le quotient, on obtient
x¥-x . x*-x

—— ~px—1-2donclim ——=—
1-x+In(x) x—11—-x+In(x)

2tan(§)
Correction 59 Onatan(x) = ——— donc:

1-tan? 3

xyy 2tan($)In(tan(3))
tan(x)In (tan(z)) = 1 tan? X

Quand x tend vers 0, le dénominateur tend vers 1 et le numérateur tend vers 0 par le
théoréme de croissances comparées. En passant a I’exponentielle, on en déduit que :

. X \tanx
lim (tan —) =
x—0 2
2

ex

—cosx 3
——==
continue en 0 et, comme elle admet un DL a l’ordre 1 en 0, elle est dérivable en 0. On
peut, de plus, affirmer que f'(0) = 0 car le coefficient devant x est nul.

11
Correction 60 On écrit f(x) = +—x? + 0(x?). Il est alors clair que f est

2

X
Correction 61 Onacos(x)—1=—"—+0(x%) et sin(x) = x* + 0(x%). On en déduit que:

2 3 1
-5 +o(x°) —3+o(x) 1
= =——+4+0(x).
1+o0(x)

fx)=

X2+ o0(x3) 2

1
On en déduit que f admet une limite finie en 0 égale a ~ elle est donc prolongeable

1
par continuité en 0 en posant f(0) = ——. De plus, la fonction prolongée est continue et
admet un DL1 en 0, on peut donc affirmer qu’elle est dérivable.

1

In(1 + x) —si
In+x)-sinx = ——x+o0(x). Il est alors clair que f est

Correction 62 On écrit f(x) =
continue en 0 et, comme elle admet un DL a 'ordre 1 en 0, elle est dérivable en 0. On

1
peut, de plus, affirmer que f'(0) = ~3 en identifiant le coefficient devant x.

Correction 63 On écrit :

2
_a2 2 X
1-3 z ?+0(x2)

2 -
etos(®)  — o to(x?) — g o

+o(x?) _ e(l _

|

On en déduit que I'équation de la tangente a f en x = 0 est la droite d’équation y = e. Au
2

. . N . P . ex
voisinage de 0, on a x — f(x) — e du méme signe que son équivalent (qui est —7) donc

ex? )
=e— — +0(x°).
2

la tangente est au-dessus de la courbe.

Correction 64 On écrit :

1 11 1 1 (. x (x2
- == - =-— == 1——+(—) +0(x%)
3 +sin(x) 31+51113(x) 31+§+0(x2) 3 3 \3
1 x x? )
==——=+—=+0(x).
3 9 27

1 x
On en déduit que I'équation de la tangente 2 f en x =0 est y = 39 On a, de plus,

1 x x2 . 1 x
37970 x— OE donc, au voisinage de 0, on a f(x) = - — 3 et la courbe est

f(x)—(3 3

au-dessus de la tangente.

15



Correction 65 On a f dérivable de dérivée positive s’annulant ponctuellement donc

f est strictement croissante. Ainsi, f est injective. De plus, VxeR, x -1 < f(x) s x+1

donc lirP f(x) =+ooet lim f(x)=—oo.Lafonction f étant continue, son image vaut
X—+00 X——00

R donc elle est surjective. On a montré que [ est bijective, déterminons un DL3 de sa
réciproque en 0. On a f(0) = 0 donc f‘1 (0)=0.
3

Ona f(x) = x+x—%+o(x4) donc f(x) ~o x — 02x.Onpose y = f(x),ona y — 0 quand

x — 0 ce qui permet d’obtenir f~(y) ~o y — 0%. Cherchons maintenant un équivalent

de f~1(y) - % Avec le méme changement de variable, on a f~1(y) — JE/ =x- % et on
3
sait que x — % ~0 X — Of—z en utilisantle DL de f. On adonc:
=Y O(f_l(y))g
y 5 70 y 1
-1 3 3
et comme on a montré que () ~o ¥ — 0%, on a en déduit que % ~0y— 0;—6.

Ainsi, on ale DL suivant :
3
y . r
2 96
On peut aussi dire que sur ] — 77, 7[, la dérivée de f ne s’annule pas donc f~! est déri-
vable 3 fois et admet donc un DL3 de la forme f~!(x) = ax + bx® + o(x*) puisque f est

impaire (et donc f ~1 aussi).

oy = +0(p%).

3
Ona f(x) =2x— % +o(x*) donc

1
fof™w =2f7 - f7 +o(f (x")
=2(ax+bx®+o(x*) - é (ax+bx®+o0(xh) +o(x*

-1 X
car f (x) 3

=2ax+2bx3 -

a’x’ .
—— +o(x)
X

Comme f~!o f(x) = x, on a, par unicité du DL (de fo f™1),

1 1
= —. Onretrouve bien le méme DL que ci-dessus.
12x8 96
Enfin, on peut utiliser la dérivée.

1
dotta=—-eth=
2

16

2
Onaf'(x)=2- x? + 0(x?) donc

f—l(x)Z
2

floflx)=2- +o(f1x)?)

g2 +0o(x?)
8

1 Nf
car f~ (x) 2

On en déduit que

1 ~ 1
o —l(x) - x2
fref 2——+o0(x?)
1 1
= —X
2 x2
1-—+o0(x?)
}6
1 X 2
=—|1+—=+o0(x)
2 16
1 x? )
==—+—+0(x)
2 32

On intégre :
3
-1 X X 3
X)=—+—+o0(x).
Ve T (x%)

Correction66 Ona:

1.76
(1+—) :exp(xln 1+-—
X X
5z zm el )
—exp|x|—-—-—+—=+0|—
P x 2x%2 3x3 x2
1 1
=exp(l-—+—-—+o|—
P 2x  3x2 (x))
2+ rols))
—eexp|l-—+—+o0|—
P 2x  3x? X
( 1 1 1( 1 1)2 1))
=e|ll-—+—+—-|[-——+—| +0|=
2x 3x2 2\ 2x 3x2 x2
1555l
=e _— —_— —_— ol —
2x  3x2 8x? x?2
_e(l Lo 1))
B 2x  24x? x2))
On en déduit que :
( l)x e 1le (1)
e—|1+—| =—~— ol—].
X 2x  24x? x?2



On écrit :
1 e lle 1 1 e 1 11 1
Lnf 2= 20 o)) = L) L1 Lo 2)).
X 2x 24x X X 2x X 12x X

1 11 1 11
Ona—In (1 ——+0 (—)) ~p +00— — et, par le théoréme de croissances comparées,
X 12x x 12x2

1 e
lirp —ln(z—) = 0 donc la limite est également nulle. En passant a ’exponentielle, on
xX—+00 X X

obtient que la limite recherchée est 1.

Correction 67

1. Ona liII(l) f(x) =0 donc f est continue en 0. On forme le taux d’accroissement en
X

LSOO _f@

0, on =X

x-0 X
dérivable en 0 (et f'(0) = 0. Sur R%, f est dérivable par les théorémes usuels.

* ce qui tend, a nouveau, vers 0 en 0 donc f est

2. Onposex=1+y, y—0.0Onadonc:

(x+1)In(x) :(1+L In(1+y)
2 3

1+y
_ 2 .3 3 yo .y 3
=(1+(1-y+y*-y +o(y)))(y—?+§+o(y)
13
:2y—2y2+3y3+0(y3).
d’ol:
1
1+ —[In(1
ol
=1+2y—2y2+€y3+§(4y2—8y3)+g8y3+0(y3)
1
:1+2y—5y3+0(y3).

On en déduit que :

fx)=1+2(x-1)— %(x— D3 +o(x-13).

1 1
3. Ona f(x)-(1+2(x-1) ~—=(x—1)3 et x — —E(x— 1)2 change de signe au voisinage
de 1. Le graphe de f admet un point d’inflexion en 1.

Correction 68

17

. Pour tout n € N*, on pose f;, : x — x" + x — 1. La fonction est strictement croissante

sur R; et f,(0) = —1, f,(1) = 1. On en déduit, par le TVI, que f;,, s'annule entre 0 et
1. Comme elle est strictement croissante, ce point d’annulation est unique.

. Pour tout n € N*, x, €]0,1[ donc xZ*l < xp. On a donc fy41(xp) < fu(xy). Or

fn(xn) =0 = fur1(xp4+1). On en déduit, comme f;,4 est croissante, que x, < X1
donc la suite (x,),en est bien croissante. On a déja montré a la question précé-
dente qu’elle était majorée par 1.

. D’apres le thm de limite monotone, la suite converge vers un réel ¢ < 1. Si on

suppose, par 'absurde, que ¢ # 1, alors x! = e"ntn) _, o d’olt X+ x, — £.Or,
X!+ x, = 1, on obtient une contradiction. On a donc bien x, — 1.

. Onax}! =1-x, donc nln(x,) =In(l - x,). En posant y, = 1—-x,, ona y, — 0 donc

In(1-yp) ~ —yn. Comme nln(1 - y,) = In(y,) on en déduit In(y,) ~ —ny,. On a
In(yy)

—

On écrit ny, ~ —In(y,), onadonc ny, = —In(y,) + o (ln(yn)) puis

donc bien y, ~ —

In(ny,) =In(-1n(y,) + o(In(yy))),

ou encore
In(n) +In(y,) = In(=1In(y,) + o (In(yn))).

On divise par In(y,,) I'égalité précédente, on a

In(n)
In(y5)

In (= In(yn) + o (In(y»)))
In(yn) '

Reste a montrer que le membre de droite tend vers 0 ce qui peut se voir en posant
In(-In(yn) +o(In(yy)))  In(ay)

=In(-1 +ofl . Al t
an = In(-1n(y,) + o (In(yy,))). Alors () —, ©tcomme
i B . 1 . fes i In(a,) _ 0
lim @y, = +oo puisque y, — 1, on a, par croissances comparées, lim a0
1
Ainsi, M +1—0douln(n) ~ —In(y,).
ln(yn)
. En combinant les deux équivalents de la question précédente, on obtient y, ~
In(n)
donc

n =
n n

In(n) (ln(n) )
= +o0 ,

on en déduit que

Xp=1-

In(n) (ln(n))
+0 .

n



Correction 69 On écrit

1 1 1 ( 1 (1)) 1 (1)
— = =—(l+—+o|—-||=—+=5+0|=].
x-1 x1-1 «x X X x? x?
On fait ensuite un DL de exponentielle en 0
1 1 1
ol —
erI —eX X2 \x2
—1+(1+1+o 1))+1(1+ +0(1))Z
B x  x? x? 2 x  x? x?
1+1+ ! + 3 + 1)
=l+—-+S5+—+o|—=]|.
X2 2x? x?
Enfin, on multiplie par x + 1. On obtient :
(+1)L1 (+1)(1+1+1+3+(1))
x+1)ex =(x —+==+—+0|—=
x x2 2x? x?
1 3 (1)
=x+1+1+—+—+o0|—
x 2x X
=x+2+—+0(— .
2x X
On en déduit que f(x) — (x +2) — 0 donc le graphe de f admet pour asymptote la droite

5
d’équation y = x + 2. De plus, f(x) — (x+2) ~400 oy donc f(x) — (x +2) est positif au

voisinage de +oo. On en déduit que le graphe de f est au-dessus de 'asymptote.

x+ +%
Correction 70  On écrit arctan = arctan T
1+3
1 1
Ona T=1-—+—=+o0 donc:
1 x  x? x2
X
e Btk aof2))
= — — — — 0_
1+1 X x x2 x?2
1_‘_2 1 2+1+ (1)
= _——_———— —_— o|—
x x x% x? x?2
el L[]
= ———=+o|—=].
x  x? x?2

18

On en déduit que :

1+2 1 1 (1)
= +—-———4+0|—
1+ x? x?
R o e e )
=l+-|--=+0|=||-=|--=+0|=
2 lx  x? x2 8lx «x? x2
1 1 1 1 N )
. ol =
2x 2x2 8x? x2
] ° + (1)
= — o|l—|.
2x 8x2 x2

Enfin, on doit calculer un DL a I'ordre 2 de h — arctan(l + &) en 0. Pour cela, on fait un

DLalordrelen0Ode h— 1 .On écrit :
1+ (1+ h)?
1 1
1+(0+h)2  2+2h+h?
1
2(1+h+—)
1
—|1-(h+— h
ST o
E( —h+o(h)
_1 h+o(h)
2 2 '

h? 7 h h?
arctan(l + h) = arctan(1) + — — — + o (h?) Tty Tt +o(h?).
1 5 1 1
Onpose h=— — — +0|— |. Ainsi, o(h? =o(—)d’ot1
p 2x  8x2 (xz) (%) x?2
2 ps 1(1 5 (1)) 1(1 5 ( ))2
arctany/ —— =—+-|—— ol=|l-2|——=+0|=
1 4 2\2x 8x? x?2 4\2x 8x2 x?2
n+ 1 5 1 )
= — —_— e — ol —
4 4x 16x%2 16x2 x2
T 1 3 (1)
==+ - o|l=|.
4 4x 8x? x2

. T . , © 1
Le graphe admet la droite y = 1 pour asymptote horizontale (ce que I'on savait déja) et
grace au développement asymptotique, on sait que le graphe est au-dessus de 'asymp-
/4 1
tote au voisinage de +oo car la fonction x — f(x) — 1 est du méme signe que x — o
X

voisinage de +oo.



Correction 71 4. Pour déterminer la position de 'asymptote par rapport au graphe, il faut détermi-

1
1. On écrit ner le signe de xarctan (%) -3 + % au voisinage de —oo. D’apres la question
tan(y+ E) _fany+1 2, on sait que
4 l1-tany r X X2
= (1+tany)(1 +tany +tan® y + o(tan? y)) arctan(X +1) = it (x?)
=(1+y+o0(y?)) (1 +y+y*+0() .
- 2 2
=1+2y+2y“+o(y) On vay injecter le développement en o (—2) de ——.0Ona
X x—
On en déduit que tan (y + %) —1~2yquand y tend vers 0. X 1 11
R ST VD RS ]
x-1 1-1/x 2 x?

7
2. On pose y + i arctan(X + 1). On a bien y — 0 quand X — 0. De plus, on

aX+1=tan(y+>) et y=arctan(X+1)— ~. Dapre i préced donc:
= y+,) ety = arctan 4~ D'aprés ce qui précede, on a X T 1 1 1 1
o p arctan(—)=—+—+—2——2+o—2,
tan (y+ Z)_l ~2y.0nen déduit que (X +1)—1 ~2(arctan(X+1) - Z) soit encore x=1/ 4 2x 2x° 4x X
7 X T X d’out
arctan(X +1)—— ~ — quand X tend vers 0. On a donc arctan(X +1) = — + — + 0o(X). X xr 1 1 1
4 2 4 2 xarctan(—)=—+—+—+o—.
- n x-1 4 2 4x X
On recommence : tan (J/ + Z) —1-2y~2y*donc (X +1)—1-2(arctan(X +1) - i On en déduit que la différence entre la fonction et 'équation de 'asymptote est
)2 I . . 1 (. .
2 (arctan(X +1) - Z) , et, en utilisant la question précédente, on obtient : équivalente, en —oco a e La fonction x — 1 ctantnegative au voisinage de —oo,
on en déduit que le graphe est en-dessous de 'asymptote.
T X?
(X+1)—-1-2(arctan(X +1) — Z) ~ 3

On en déduit que
T X X° )
arctan(X+1) ==+ — — — + 0o(X)

4 2 4
3. On cherche a déterminer I'équation de I'asymptote en —co. On écrit :

X 1 1 (1)
— = =1+—+o|-
x-1 1—% x X

X

quand x — —oco. On pose X = —— —1. On a bien X — 0 quand x — —oo et d’apres
x —_—

la question précédente, on a donc:

croll)eols) =Tzl

—+o|=||+o|=|==+—+0|—].

X X X 4 2x X
1

X XTT
On a donc xarctan (—1) = 3 + e + 0(1). On en déduit que la droite d’équation
x —

1 7#x .
V= 3 + e est asymptote au graphe de la fonction quand x tend vers —oo.

X ax 1
arctan(—) =—+4-
x—1 4 2
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