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Exercice 1.

Soient p et n deux entiers naturels tels que 0 6 p 6 n.
On rappelle la notation: (

n
p

)
=

n!

p!(n− p)!
.

1. Préliminaires: Soit m ∈ N?. Soit M = (mij)16i,j6m une matrice de Mm(R) et (α1, . . . , αm)
des réels. On note N = (αjmij)16i,j6m et R = (αimij)16i,j6m.

(a) Exprimer det (N) en fonction de det(M).

(b) A-t-on det (R) = det (N)?

2. Déterminant dp.
Soit n ∈ N. Pour p ∈ [[0, n]], on note Ap = (ai,j) la matrice carrée de Mn−p+1(R) dont

le coe�cient de la ligne i et de la colonne j est égal à ai,j =

(
p+ i+ j − 2
p+ i− 1

)
avec (i, j) ∈

[[1, n− p+ 1]]2. On note dp = det(Ap).

(a) Expliciter les entiers r et s tels que ai,j =

(
s
r

)
pour les quatre coe�cients a1,1, a1,n−p+1,

an−p+1,1 et an−p+1,n−p+1.

(b) Pour tout entier naturel n > 2, calculer les déterminants dn, dn−1 et dn−2.

(c) On suppose que la matrice Ap possède au moins deux lignes. On note Li la ligne d'indice
i.

i. Dans le calcul de dp on e�ectue les opérations suivantes: pour i variant de 2 à n−p+1,
on retranche la ligne Li−1 à la ligne Li (opération codée: Li ← Li−Li−1). Déterminer
le coe�cient d'indice (i, j) de la nouvelle ligne Li.

ii. En déduire une relation entre dp et dp+1, puis en déduire dp.

3. Déterminants Dn et ∆n

Pour n ∈ N, on note Dn le déterminant de la matrice carrée Mn+1(R) dont le coe�cient de la
ligne i et de la colonne j est (i+ j)!, les lignes et les colonnes étant indexées de 0 à n.

On note Dn = det((i + j)!). Avec les mêmes notations, on note ∆n = det

((
i+ j
i

))
pour

(i, j) ∈ [[0, n]]2. On �xe un entier n ∈ N?.

(a) Calculer les déterminants D0, D1, D2, ∆0, ∆1 et ∆2.

(b) Donner une relation entre Dn et ∆n.

(c) En déduire ∆n puis Dn.
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