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a rendre le jeudi 12 mars pour le groupe 1

1. Soit P et @ deux polynomes tels que V¢ € [—1,1], P(t) = Q(t). Montrer que P = Q.

Partie I: construction des polynémes de Tchebychev
On définit une suite de polynomes (7),)nen de R[X] en posant Ty = 1, T3 = X et, pour tout n > 0,

Thio(X) = 2XT, 1 — T,. Pour tout n, le polyndéme 7,, ainsi construit est appelé n-iéme polynome
de Tchebychev.

2. Montrer que 7,, est de degré n, pour tout n € N.

3. Déterminer les coefficients de X™ et X"~ ! de T),, pour tout n € N*.
4. Montrer que pour tout n € N et 6 € R, T),(cos ) = cos(nf).
5

. Montrer que pour tout n € N, T, est le seul polynome de R[X] tel que P(cos#) = cosnb.

Partie II: racines de T,
Soit n € N

6. Déterminer les racines de T, dans [—1, 1]
7. En déduire toutes les racines de 7, dans C et préciser leurs multiplicités.

8. En déduire la factorisation de 7,, dans R[X].

n—1
2k +1
9. Donner la valeur explicite du produit H cos (u) .
P 2n

Partie III: minimum de la norme infinie (facultative)

Dans toute cette partie, on confond un polynéme et sa fonction polynomiale associée.

10. Soit f une fonction continue, justifier I'existence de max;cp 11| f(t)]-
On note désormais || f||., = maxe;—117[f(%)]-

Le but de cette partie est de montrer que pour tout polynome unitaire de degré n, ||P||_ admet
un minimum égal a 21"

11. Montrer que ||T,|| =1

12. En déduire qu'il existe un polynéme unitaire V,, de degré n, que 1’on précisera, tel que ||V,|| =
2t-n,

13. Dans cette question, on fixe n € N* et on suppose qu’il existe un polynéme unitaire P de degré

n tel que [|P]|, <2

(a) Montrer que deg(V,, — P) <n— 1.

k
(b) On pose, pour tout k € [0,n],zy = cos (—W> Donner, pour tout k& € [0,n], le signe de

n
(Voo — P)(zx).
(c) En déduire que V,, = P.

14. Conclure



