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TD 16 : Algebre linéaire.

1 sous-espaces vectoriels

Exercice 1.
Les ensembles suivants sont-ils des sous-ev?

1. F1={P€R[X],P(X+I)ZPZ(X)}
2. H={xy2eR x=y+2z

3. F3={(x,y,2) eR®, x = yz}
4

. FyI'ensemble des fonctions paires

Exercice 2.
Soit F = {(un) nen € RN Ve N>, Up+1 =3Uy +2nu,—1}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de RN.

Exercice 3.
Soit F = {f € €'(R), f(0) = f'(1) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de
€.

Exercice 4.

Montrer que vect(An B) c vect(A) nvect(B) mais qu’'il n'y a, en général, pas égalité.

2 Familles libres, génératrices

Exercice 5.

On note fi, f2, f3, fa les fonctions de [0,27] dans R définies par fi(x) = cosx, fo(x) =
xcosx, f3(x) =sinx et fa(x) = xsinx. Montrer que la famille (f, f2, f3, fa) estlibre.

Exercice 6.

Montrer que les suites (1) ,en, (7%) nen €t (2™) uen forment une famille libre de RV,

Exercice 7.

Soient E un R-espace vectoriel et (x, y, z) une famille libre de E. Montrer que (x+y, y +
z,z+ x) est une famille libre de E.

Exercice 8.

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels et déterminer
une famille génératrice de chacun d’eux.

1. Fi={(x,y,2) €R%,x+2y+z=0et2x+y+3z=0}.
2. B={xy,z0eR, x+3y—z=1}.
3. F3={PeR3[X],P(X?) = (X’ +1)P(X)}.

Exercice 9. &

X—-a
Soit (ay, ..., ap) des réels distincts. Pour tout i € [1, p], on pose! L; = k

I<ksp Gi — Ag
k#i

1. Expliciter Ly, L, et Ls dans le cas particulier ol (a,, az, as) = (-1,1,0).

2. Pour tout j € [1, p], calculer L;(a;).
3. Montrer que la famille (Ly,..., L) est libre.

|4
4. Soit P € Ry_1[X], on pose Q = Z P(a;)L;(X). Pour tout j € [1, p], calculer Q(a;).
i=1
5. En déduire que (Ly,...,Lp) est une base de Rp_1[X].

3 Sous-espaces supplémentaires et somme directe

Exercice 10.
Soit F =R, G = {P € R3[X], P'(0) = 0 = P(0)} et H = vect(l + X). Montrer que F, G et H sont
en somme directe.

Exercice 11. )
Soit F={f € €(R), f(0) :f f)dt=0etG={x—ax+b,(a,b) € R2}. Montrer que F et
0

G sont supplémentaires dans € (R).

Exercice 12.
Montrer que F = {P € R3[X], P'(1) = 0} et G = Vect(X> +2) sont en somme directe.

4 Détermination d’'un supplémentaire
Exqreige A3 iner un supplémentaire de F = {f € €' [R), f(0) + f(0) = 0} dans €' [R).
2. Déterminer un supplémentaire de F engendré par une fonction non constante.

Exercice 14.
Déterminer un supplémentaire dans RNde F = {(un)neN eRN us = O}.

1. les L; sont appelés polynémes interpolateurs de Lagrange



Exercice 15.
Soit A= X3—4X+2.0Onnote F = {P € R[X], A divise P}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R[X] et déterminer un supplémentaire de F dans R[X].

5 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 16.
Soit n € N*. Pour tout « € R, on pose F, = {P € R,[X], P(a) = 0}.

1. Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de R, [X].
2. Soit (a, ) € R?, déterminer F, N Fg.
Exercice 17.

Soit E = € (R},R). On note F = {x— axIn(x) + bIn(x), (a, b) € R?}. Montrer que F est un
sous-espace vectoriel de E.

Exercice 18.

Montrer que les deux ensembles F = {f € €' (R), f(0) = f'(0) = f(1) =0} et G = {x —

ax?+ bx+c, (a, b, c) € R%} sont supplémentaires dans €' (R).

Exercice 19. .

Soit F '’ensemble des fonctions constantes et G = { feER), f fHde= 0}. Montrer que
0

F et G sont supplémentaires dans € (R).

Exercice 20.
Déterminer un supplémentaire de F = {f € €' (R), f(0) = f'(0) = 0} dans €' ([R).

Exercice 21.
Soit F = {P € R[X], P(1) = P(2)}. Déterminer un supplémentaire de F dans R[X].

Exercice 22.
Pour tout k € [1,4], on pose fi : x — cos(kx). Montrer que la famille (cos(lcx))ke[[mﬂ est
libre.

Exercice 23.
Pour tout n € N, T, désigne le polynéme de Tchébychev. Soit m € N. La famille
(To,..., Ty,) est-elle libre?

6 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 24. %
Soit F, G, H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

1. Comparer FN(G+ H) et (FNG) + (Fn H).
2. Comparer F+(Gn H) et (F+G)n(F+ H).

3. Montrerque FN(G+FnNn H)=(FNG)+ (FN H).

Exercice 25. &
Soit E = €([0,1],R) et soient p réels (a;) ;c[; ] deux a deux distincts dans [0, 1]. On pose

F={feENVie[l,p], fla;)=0}.
Déterminer un supplémentaire de F dans E.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel.
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

Exercice 26. ¥

Soit n € N*. Pour tout k € [0, n], on pose f : x — cos(kx) et gy : x — cos®(x) et on note
Ty le kieme polyndme de Tchébychev.

1. Montrer que (Ty,..., T,) est une base de R, [X].
2. Montrer que vect(fy,..., fn) = Vect(go, ..., &n)-

Memo

— Comment montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel ?
— Revenir a la définition
— Montrer que c’est I'espace engendré par une partie
— Montrer que c’est le noyau ou 'image d’une application linéaire
— Comment montrer une inclusion entre deux sous-espaces vectoriels ?
— Raisonner avec les éléments
— Raisonner avec les ensembles
— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux?
Montrer la double inclusion
— Comment montrer qu’'une famille est libre?
— Résoudre un systeme
— Prendre des valeurs particulieres, dériver ou passer a la limite lorsque c’est une
famille de fonctions.
— Reconnaitre une famille libre, a permutation pres (polyndmes de degrés éche-
lonnés, famille échelonnée de R™)
— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe?
Prendre un élément de 'intersection et montrer qu'’il est nul.
— Comment montrer que deux sous-espaces de E sont supplémentaires dans E?
— Utiliser I'unicité de I'écriture.
— Procéder par analyse/synthese (supposer que tout élément de E s’écrit comme
la somme de deux éléments et expliciter ces deux éléments).
— Comment déterminer un supplémentaire dans E d'un sous-espace vectoriel F?
Trouver F' tel que F + F' = E puis montrer que FN F' = {0} (ce qui peut se faire en
utilisant 'unicité de I'écriture)



Indications n 16

Indication 2 Prendre deux éléments (i) en €t (Vn)nen de F et montrer que (Auy, +
Un)nen appartienta F.

Indication 3 Prendre deux éléments f et g de F et montrer que Af + g est un élément
de F.

Indication 4 Remarquer que An B < Vect(A) n Vect(B) pour l'inclusion. Trouver un
contre-exemple avec AN B = @ et Vect(A) = Vect(B).

4
Indication 5 Poser des réels a; tels que Vx € [0,27], Z a fi(x) = 0 et prendre des va-
k=1
leurs particulieres de x.

Indication 6 Poser des réels a; tels que Vn € N, a1l + axn? + a32" = 0 et prendre des
valeurs particulieres de n.

Indication 7 Prendre une combinaison linéaire nulle de la famille et faire apparaitre une
combinaison linéaire de la famille (x, y, z).

Indication 8 Déterminer la forme générale des éléments de chaque ensemble.

Indication 11 Montrer, par analyse/synthese, que tout fonction continue s’écrit comme
la somme d'un élément de F et d'un élément de G puis montrer que F et G sont en
somme directe.

Indication 12 Prendre un élément de I'intersection et montrer qu’il est nul.

Indication 13 Que faut-il soustraire 4 un élément quelconque de €' (R) pour qu’il ap-
partienne a F?

Indication 14 Que faut-il soustraire a une suite quelconque pour qu’elle appartienne a
F?

Indication 15 Penser ala division euclidienne.

Indication 16
ena.

1. Prendre deux éléments (B,Q) € Fé et montrer que AP + Q s’annule

2. Traduire 'appartenance a I'intersection selon que @ = f ou non.
Indication 17 Prendre deux éléments f et g dans F et montrerque A f + g€ F.
Indication 18 Raisonner par analyse/synthése.

Indication 19 Raisonner par analyse/synthese.

Indication 20 Chercher du co6té des fonctions affines.

Indication 21 Est-ce qu’'un espace engendré par un polyndme de degré 1 fonctionne?

4

Indication 22 Poser des réels «; tels que Vx € [0,27], Z a fr(x) = 0 et prendre des va-
k=1

leurs particuliéres de x.

Indication24 1. Montrer une inclusion puis montrer qu’elle est stricte.
2. Montrer une inclusion puis montrer qu’elle est stricte.

3. Montrer I'égalité par double inclusion.
Indication 25 Utiliser les polynémes de Lagrange.

Indication 26 1. Se ramener a un systéme de Cramer.
2. Procéder par double inclusion en utilisant les Tj.



Réponses du TD n 16

Réponse 1 non. oui. non. oui.

Réponse 4 Soient A ={X}, B ={2X}, alors An B = ¢ donc vect(An B) = {0} mais vect(A) =
vect(B) = vect(X) ce qui montre que 'inclusion est stricte.

Réponse8 1. levecteur (—5,1,3) engendre une famille génératrice de F;.

2. une famille génératrice de F; est ((1,0,0,1),(0,1,0,3),(0,0,1,-1)).

3. une famille génératrice de F; est (X3 - 1).

X-1DX X* X X+DX X* X )
Réponse9 1. L, = ———=——-—, [p=———=—+—etl3=1-X".
2 2 2 2 2 2

2.Li(aj) = 61‘]‘-
?4.Q(aj) = P(aj).

Réponse 13 1. On peut prendre I'ensemble des fonctions constantes

2. On peut prendre 'ensemble des multiples de x — x? + 1.
Réponse 14 Lensemble des suites constantes.
Réponse 15 Ry[X].
Réponse 16 F, N F estl’ensemble des polynémes divisible par (X — a)(X - f).
Réponse 20 Lensemble des fonctions affines.
Réponse 21 Vect(X).
Réponse 23 oui.
Réponse24 1. l'inclusion est stricte. Prenons par exemple F = Vect(l + X), G =

Vect(1), H = Vect(X). Alors FNG = FNH = {0} mais G+ H = R; [X] donc FNn(G+H) =
F.

2. l'inclusion est stricte. On reprend le méme exemple, ona FN(G+ H) = F = Vect(1 +
X),FNnG=FnH={0}donc (FNG) + (Fn H) = {0}.

Réponse 25 Lensemble des fonctions polynomiales de degré au plus p — 1.




CorrectionduTD n 16

Correction 1
1. 1€ F); mais 2 ¢ F; donc F; n’est pas un ssev de R[X].

2. Ona (0,0,0) € F,. Soit ((x,y,2), (x',y',2)) € F? et A € R, montrons que A(x, y,z) +
(', y,Z)eF.0nalx,y,2) + (x,y,2) = (Ax+x,Ay+y, Az +2') et

Ay+yV+Az+2z) =1 (y+2) + (Y +2)
~—
=X car (X,),2)€F2 =X car (X',y',2)EF
=y +72

On abien A(x, y,2) + (x/,)',2') € F, donc F, ssev de R®.
3. Ona(1,1,1)e Fs et2(1,1,1) ¢ F3 donc F3 n’est pas un ssev.

4. La fonction nulle est paire. Soit f, g deux fonctions paires, A € R. Montrons que
Af + g est paire. Soit x € R, alors

(f+A8) (1) =Af(-x)+g(-x)

=Af(x)+ g(x) car f et g paires

On abien A f + g paire donc Fy est un ssev de 'ensemble des fonctions.

Correction2 Onremarque que la suite nulle vérifie la relation donc elle appartient a F
ce qui montre que F est non vide. Soient (¢5) zen €t (V) nen deux éléments de F et A € R.
Montrons que (Au, + v,) nen appartienta F.On a:

3(Auy +vy) +2n(Aupy—1 + vp—1) = A Bup+2nu,—1) + Bvy+2nv,-1) ,

~~
=uUp+1CaAr (Up)pen€EF  =vp4+1CAT (Vy)peneF

ainsi, on a

Correction 3 On remarque que la fonction nulle vérifie f(0) = f'(1) = 0 donc elle ap-
partient a F ce qui montre que F est non vide. Soient maintenant f et g deux éléments
de F et A € R. Montrons que A f + g estun élément de F.On a:

Af+g)(0) =Af(0)+g(0)

=0car f(0) =g(0) =0

et

Af+g'M) =Af'M+g'M)

=0car f'(1)=g'(1)=0

On adonc bien Af + g € F, ce qui montre que F est un sous-espace vectoriel.

Correction 4 On a AnB < A et A c vect(A) donc An B < Vect(A). De méme,
ANB c B et B cvect(B) donc An B < Vect(B). On a alors An B c vect(A) Nnvect(B).
Comme vect(A) N vect(B) est un espace vectoriel qui contient An B, on a
vect(An B) cvect(A) nvect(B).

Montrons qu’il n'y a, en général, pas égalité. Soient A = {X}, B={2X}, alors ANB=¢
donc vect(A N B) = {0} mais vect(A) = vect(B) = vect(X) ce qui montre que I'inclusion est
stricte.

Correction5 Soient aj, @, a3, a4 quatreréelstelsque a; fi+azfo +asfs + a4 f4 =0.0n
adonc:
VxeR, ajcosx+azxcosx+ asgsinx+ agxsinx =0.

Pour x = 0, on obtient @; = 0. On pose ensuite x = 7, ce qui donne wa, = 0 donc a; = 0.
. . b4 3n . b4 3 .
On évalue ensuite en x = — et x = —, on obtient a3 + Ea4 =0et—as-— 7044 =0 ce qui

implique a3 = a4 =0 et la famille est par conséquent libre.

Correction 6  Soient A, u1, v trois réels tels que la suite (A + un?® +v2™) e soit nulle et
montrons que A =pu=v=0.PourtoutneN,ona:

A+un®+v2" =0
On adonc, pourn=0,1et2,

A+v=0
A+p+2v=0
A+4u+4v=0

d’'out A = u = v =0etla famille est bien libre.

Correction?7 Soient a, 3,y trois réels tels que a(x+y)+ B(y+z)+y(z+x) =0,onaalors:
(a+y)x+(@+Py+(B+7)z=0

et comme la famille (x, y, z) estlibre,onaa+y=a+pf=6+7y=0cequiimposea ==
v=0.

Correction 8



1. Soit (a, b, ¢) € R3. On raisonne par équivalence :

3b-c
3a+5c

I
o

a+2b+c 0 -
2a+b+3c 0

Cc
< (ar b) C) = 5(_5r 1)3)-

(a,b,c) e Fh ¢>{

Il
(=}

Par équivalence, on a montré : F; = Vect(—5, 1,3) donc F; est un sous-espace vecto-
riel de R® et le vecteur (-5, 1,3) engendre une famille génératrice de F;.

2. Soit (a, b, ¢, d) € R*. On raisonne par équivalence :

o a+3b-c=d
< (a,b,c,d)=a(1,0,0,1)+ b(0,1,0,3) + ¢(0,0,1,-1).

(a,b,c,d)eF>

Par équivalence, on a montré F, = Vect(1,0,0,1),(0,1,0,3),(0,0,1,-1)) donc
F, est un sous-espace vectoriel de R* et une famille génératrice de F, est
(,0,0,1),(0,1,0,3),(0,0,1,-1)).

3. Soit P € R3[X]. On raisonne par équivalence :
PeF o P(XH)=(X3+1)PX).
On écrit P(X) = aX® + bX?% +cX +d avec (a, b, c,d) € R*, on a alors

o aXb+bX*+cX2+d=X3+1D)(aX3+bX%2+cX+d)
s aX8+bX*+cX%+d
=aX0+bX°+cX+(a+d) X3+ bX?+cX+d

b = 0
o< b = c
a+d = 0

ob=c=0eta=-d
oP=a(X3-1)

PeF;

On a montré, par équivalence, F3 = Vect(X3 - 1) ce qui montre que F3 est un sous-
espace vectoriel de R3[X] et il est donc engendré par X S_1.

Correction 9
X-DX Xx* X X+DX XxX* X ,
LLi=—F—=—F-5,lo=——F—=—+etlg=1-X"
2 2 2 2 2 2
2. OnaLi(aj)zéij dOIlCLl'(aj)zosii#jetLi(ai):]..

P
3. Soit (41,...,4p) € RP tel que Z A;L; = 0 (polynéme nul). On a donc, pour tout x € R,
i=1
p l p
Z AiL;(x) = 0. En particulier, pour tout j € [1, p], Z AiLi(aj) =0donc A; =0en
i=1 i=1
utilisant la question précédente. Ainsi, pour tout j € [1,p], A; = 0. La famille est
donc bien libre.

p
4. Soit PeRp-1[X]. Ona Q(aj) = Z P(a;)Li(aj) = P(aj) car Lj(a;) = 6.
i=1

5. D’apres la question précédente, on a pour tout j € [1, p], P(aj) =Q(aj).0OrP-Qe
Rp-1[X] et on a trouvé p racines distinctes de ce polynéme (les a;). On en déduit
que P — Q est nul donc on a montré que tout polynome de R,_1[X] s’écrit comme
combinaison linéaire des L;, la famille (L, ..., Lp) est donc génératrice de R, 1 [X].
On en déduit, comme c’est une famille libre, que la famille (Ly,..., L,) est une base
de Ry_;[X].

Correction 10 Soit P€ F+G+ H, alors P=a+ A+ A1 + X) avec (a,A) e R% et A€ G.
Montrons que (a, A, 1) estunique. Ona A+a = P(0) et A = P'(0) donc a = P(0)— P'(0) puis
A=P—P(0)- P'(0)X ce qui montre 'unicité de I'écriture. La somme est bien directe.

Correction 11  Montrons, par analyse/synthése, que toute fonction continue s’écrit
comme la somme d’'un élément de F et d'un élément de G.
Analyse :Soit i € €' (R). On suppose qu’il existe (f,g) € F x G tel que h = f + g. On sait

qu’il existe (a, b) € R2, Vxe R,g(x) =ax+b.Onadonc:
VxeR h(x)=f(x)+ax+Dh.

Cela implique, d'une part, k(0) = b et, d’autre part, par linéarité de I'intégrale :

1 1 1
fh(t)dt:f fmdr+f (at+b)dt.
0 0 0

=0 car feF

1 1
Onadoncf h(t)dt=g+bd’ot1a=2(f h(t)dt)—Zh(O).
0 0

1
Synthese :Soit h € ¢1(R). Posons b = h(0), a = 2([ h(t)dt) —2h(0), g: x— ax+Dbet
R 0

f =h-g. Montrons que:
— fE€F,
— geGet

— h=f+g.
Les deux derniers points sont clairs, montrons le premier :

1 1 1 1 1
ff(t)dtzf h(t)—g(t)dt:f h(t)dt—f (at+b)dt=f n(nde—2 —b.
0 0 0 0 0 2

1
Par définition de a et b, on a bien f f(t)dt = 0 donc f € F. Par analyse/synthese, on
0

a montré que toute fonction continue f s’écrit comme la somme d'un élément de F et



d’'un élément de G. De plus, d’apres la phase d’analyse, on a montré que cette écriture
est unique ce qui montre l'inclusion €' (R) c F @ G d’ou1 Iégalité.

Correction 12 Soit P un élément de 'intersection. Alors P = A(X3+2) et P'(1) =0.On a
P'(1) =31 donc A =0 et P = 0. Linclusion {0} € F étant toujours vraie, la somme est bien
directe.

Correction 13

1. On se donne une fonction i quelconque de €' (R). Que faut-il lui soustraire pour
qu'elle appartienne a F? Il est clair que x — h(x)—(h(0) + 1'(0)) appartienta F. Sion
pose G 'ensemble des fonctions constantes, on vient de montrer que tout élément
h de €1 (R) s’écrit :

h=h—((h(0)+ K (0))+ (k) + k' 0),

RN J

~

€F eG

ce qui montre I'égalité 6! (R) = F + G. Comme il est clair que F et G sont en somme
directe (ils n'ont que la fonction nulle en commun et I'autre inclusion étant tou-
jours vraie, on a bien F N G = {0}), G est bien un supplémentaire de F dans ¢ (R).

2. On peut prendre H = Vect(x — x? + 1). Notons ¢ : x — x2. Soit une fonction h quel-
conque de €' (R), alors

h=h-((h(0)+ 1 (0)+(h0)+H(0),

e€F eG

donc
h=h—((h0)+Hh0) - ((h0)+ K (©0)c+(h(0)+h'0)1+0),

~

€F €H

car h— ((h(0) + 1'(0)) — ((h(0) + K'(0)) ¢ est un élément de F en tant que CL d’élé-
ments de F. Par ailleurs, la somme est directe car si une fonction est de la forme
A(c+1) et qu’elle appartient a F, alors A = 0 donc c’est la fonction nulle.

Correction 14 Notons F 'ensemble des suites (i) zen telles que ug = 0. Soit () nen
une suite quelconque, alors :

(Un) nen = (Up — U3) peN +(U3) neN-
—_—
eF

On a montré que toute suite s’écrit comme la somme d'un élément de F et un élément de
I'ensemble G des suites constantes. Il est clair que 'ensemble des suites constantes est

en somme directe avec F (ils n’ont que la suite nulle en commun et ’autre inclusion étant
toujours vraie, on a bien Fn G = {0}) donc c’est un supplémentaire de F dans '’ensemble
des suites.

Correction 15 On remarque tout d’abord que A € F ce qui montre que F est non vide.
Soient maintenant (P;,Ps) € F et A € R. Alors A divise P; donc AP; et A divise P,. On
en déduit que A divise AP; + P, donc AP; + P, € F ce qui montre que F est stable par
combinaison linéaire. On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de R[X].

Soit maintenant P € R[X] alors, il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? avec deg(R) <
2telque:
P=AQ+R.

Le polynéme AQ est un élément de F, on donc montré qu'un polynéme P de R[X] s’écrit,
de maniere unique, comme la somme d’un élément de F et d'un élément de R, [X]. On
en déduit que R, [X] est un supplémentaire de F dans R[X].

Correction 16

1. Le polyndme nul admet a pour racine, I'ensemble F, est donc non vide. Soient
(BQ) € Fé et A € R. Montrons que (AP + Q) € Fy. On sait que P et Q admettent a
pour racine, on doit montrer que le polynéme AP + Q s’annule en a ce qui est clair.
Lensemble F, est donc un sous-espace vectoriel de R, [X].

2. Sia = B, alors Fy = Fg = %o N Fg. Si @ # B, on raisonne par équivalence. Soit P €
R, [X]. Alors :

PeFynFge Pla)=P(P) =0« (X-a)(X - p) divise P

Par équivalence, on a montré que Fy N Fg est I'ensemble des polyndomes divisible
par (X —a)(X - B).

Correction 17 On remarque tout d’abord que la fonction nulle s'écrit
x — axIn(x) + bln(x) avec a = 0 = b donc elle appartient a F qui est donc non
vide.

Soient maintenant f, g deux éléments de F et A € R. Par définition de F, on sait qu'’il
existe (a,b,a’,b") e R* tel que :

f:x— axIn(x)+bln(x) et g: x— a'xIn(x) + b’ In(x).
On aalors, VxeR:

(Af +8)(x) = AaxIn(x) + bIn(x)) + a’'xIn(x) + b'In(x) = (Aa+ a') xIn(x) + (Ab + b") In(x).



Comme (Aa+ a') et (Ab+ b') sont deux réels, A f + g est bien de la forme souhaitée donc
elle appartient a F. Ce dernier est bien un sous-espace vectoriel de E.

Correction 18
Analyse :Soit h € €' (R). On suppose qu'il existe (f,g) € F x G, h = f + g. 1l existe alors

(a,b,c) eR®, VxeR, g(x) =

ax®+bx+cdou:

VxE[R,h(x)zf(x)+ax2+bx+c.
Ona:
— h(0)=f0)+c=ccar f(0) =
— W) =f'0)+b=bcar f'(0)=0et
— h)=fM)+a+b+c=a+b+ccar f(1) =

On en déduit que a = k(1) — h(0) — k' (0), b= h'(0) et ¢ = h(0).
Synthese :Soit h € ¢ (R). Posons a = h(1) — h(0) —
bx+cet f = h—g. Montrons que :

— fE€F,

— geGet

— f+g=nh.
Les deux derniers points sont clairs. En utilisant la phase d’analyse, on montre facilement
que f(0) =0 = f'(0) = f(1) donc f € F. On a montré que tout élément de €1 (R) s’écrit
comme la somme d’'un élément de F et d'un élément de G. De plus, 'unicité de I'écriture
a été montrée dans la phase d’analyse. Ainsi, on a €' (R) c F & G d’ou1 I'égalité.

H'(0), b= N1 (0), c= h(0), g: x— ax*+

Correction 19 On raisonne par analyse/synthese.
Analyse :Soit f € €(R). Supposons qu'’il existe (g, h) telles que f = a + h avec @ constante

1
etf h(r)de=0.

0
Intégrons I'égalité f = a + h entre 0 et 1. Par linéarité de I'intégrale, on a:

1 1 1
f fnde =f adt+f h(r)de
0 0 Lo

=acar | h(t)dtr=0
0

1
Onadonc «a =f fHdze.
0

1
Synthese :Soit f € €(R). Posons a :/ f)dteth=f—a.Onaalors
I 0

— a est une fonction constante,

— f h(t)dt—f (f(#) — @)dt = 0 par linéarité de I'intégrale.

— f = a+ hpar définition de h.
On a montré que toute fonction continue s’écrit comme la somme d’une fonction
constante et d'une fonction dont l'intégrale entre 0 et 1 est nulle. Lunicité de I'écriture a
été montrée dans la phase d’analyse. Les deux espaces sont bien supplémentaires dans
€ (R).

Correction 20  On se donne une fonction & quelconque de €' (R). Il est clair que x —
h(x)—(h(0)) s’annule en 0 et la dérivée de x — h(x)—xh'(0) s’annule en 0. Ainsi, la fonction
x— h(x) - h(0) — xh'(0) appartient a F. Si on pose G I'’ensemble des fonctions affines, on
vient de montrer que tout élément h de €' (R) s'écrit :

h=h—((h0)+ K (0)+ (k) + xh' (1)),

eF eG

ce qui montre I'égalité €' (R) = F + G. Montrons que F et G sont en somme directe. Soit
donc f € Fn G. Alors, il existe (a,b) € R2, f(x) =ax+b.On a, de plus, f(0) =0=D>b et
f'(0) =0 = b d’olu f = 0.Lautre inclusion étant toujours vraie, on a bien FnG = {0}. La
somme est directe, ainsi G est bien un supplémentaire de F dans €' (R).

Correction 21 On remarque que les polynomes constants ne fonctionnent pas. On
essaie alors les polyndmes de Vect(X) : Soit P € R[X], alors P = P — (P(2) - P(1))X +
(P(2)—P(1)) X. On a donc R[X] c F + Vect(X) d’ou I'égalité car F et Vect(X) sont deux
ssev de R[X]. Par ailleurs, la somme est directe car si P = AX et P(1) = P(2), alors A =0
donc P = 0. La somme est bien directe. On en déduit que Vect(X) est un supplémentaire
de F dans R[X].

4
A4) € R* tel que la fonction Z A fx soit nulle. Montrons que
k=1

Correction 22 Soit (14,...,

tous ces réels sont nuls.
n

Z Ak cos(kx). Cette fonction étant nulle, on a :

* caf3)-sl2) o

Les égalités précédentes donnent le systéme suivant :

On pose g(x) =

g(0) = g(m)

A1 +As +A3 +A4 = 0
—/11 +/12 —/13 +/14 = 0

—ﬂ,g +/l4 = 0
v i s -l = o
;M 52 3 —3MA4



1
Onfait Ly — Li+LpetLy— Ly+ ELI’ on obtient le systeme équivalent suivant :

A +Ay +A3 A4 = 0
225 +214 = 0
- +A4 = 0
A -3 = 0

On en déduit que Vi € [[1,4], A; = 0 donc la famille est libre.
Correction 23 La famille est a degrés échelonnés donc elle est libre.

Correction 24

1. Onalinclusion (FNG)+(FNnH) c FNn(G+ H). En effet, si x € (FNG) + (Fn H), alors
x=a+bavecae (FNG)etbe (FNH).OnaaeGetbe Hdonca+be G+ H.On
aégalement a€ F et b € F et comme F estun ssev, a+ b € F d’ou 'inclusion.
Remarque: I'inclusion est stricte. Prenons par exemple F = Vect(1+X), G = Vect(1),
H=Vect(X).Alors FNG=FnN H={0} mais G+ H=R;[X]donc Fn(G+ H) =F.

2. On alinclusion F+ (GNn H) c (F+ G)n (F + H) En effet, si x € F+ (Gn H), alors
x=a+bavecac Fetbe GNH.Onabe Gdonc a+be F+G. On aégalement
be Hdonc a+be F+ H d oul'inclusion.

Remarque : I'inclusion est stricte. On reprend le méme exemple, ona FN(G+ H) =
F=Vect(1+X), FNnG=Fn H={0}donc (FNG) + (Fn H) = {0}.

3. On applique la premiere inclusion a F, G et Fn H. On obtient :
(FNG@+FnFnNH)<Fn(G+FnH),

donc
(FNG)+(FNH)cFn(G+FnH).

On montre ensuite directement la deuxieme inclusion. Soit x € Fn(G+Fn H), alors
x=a+bavecxeF,aeGetbe FNH.Onaa=x—-beF car F est un ssev donc
a€ FnG.On en déduit que x € (FN G) + (FN H). On a bien I'égalité

Correction25 Soit f € E, on note L; les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés
a(ay,...,ap), L; leurs fonctions polynomiales associées et G les fonctions polynomiales
de degré au plus p — 1, alors

|4 P
f=f-) flapwidetildeL;+ ) f(a)L;.
i=1 i=1

J )

-

e€F eG

Par ailleurs, si une fonction polynomiale de degré au plus p — 1 s’annule en p points dis-
tincts, elle est nulle. Par conséquent, la somme est directe et G est bien un supplémen-
taire de F dans E.

Correction 26

1. Soit P € R,,[X]. On veut montrer qu’il existe un unique (Ao, ...,A,) € R"*! tel que

n
P= ZAiTi-
i=0

En identifiant les coefficients, comme chaque T; est de degré i, on obtient un sys-
téme triangulaire a n+1 inconnues et n+1 équations avec des pivots non nuls donc
il posséde une unique solution. Ainsi, chaque élément de R, [X] s’écrit, de maniére
unique, comme combinaison linéaire des T; ce qui montre que (Ty, ..., Tj,) est une
base de R, [X].

. Pour tout k € [0,n] on a fi = Tx(cos) avec T} de degré k, donc fi est une combi-

naison linéaire des (go, ..., gx). On a donc, pour tout k, fi € Vect(go,...,8n) d’olt
linclusion Vect (fy, ..., fa) < Vect(go, - -, &n)-
Soit maintenant k € [0, n]). On sait qu'il existe (Ao, ..., A,) € R"*! unique tel que

n
xk=Y"A;13,
Jj=0

car (Tp,...,T,) est une base de R,[X]. On a donc, pour tout x € R, cosf(x) =
n n n

AjTj(cosx) = ) Ajcos(jx). Autrement dit, g = Y_ A, fj, ce qui montre 'autre
Jj=0 j=0 j=0
inclusion.
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