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DS7

Devoir d’entrainement 7.

Exercice 1 (sujet 1). On se place dans E = R* muni de sa structure d’espace vectoriel usuelle.
1. On considere le sous-espace vectoriel F de E engendré par la famille (vy, v, v3) ot :
v1=01,3,-1,0), v, =(5,4,-2,1), v3=(-13,5,1,-4).
(a) Montrer que v3 peut s’écrire comme combinaison linéaire de v; et de v,.
(b) En déduire une base de F.
2. On considere le sous-espace vectoriel G de E engendré par la famille (u;, u,), ol :
u; =(-1,1,1,0), up =(0,0,1,1).
(a) Montrer que (vy, V2, U1, Up) est une base de E.
(b) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R*.
3. Soit H le sous-espace vectoriel de E défini par :
H={x=(x1,%,%3,%) ER*| 3x; —x2+7x4 =0 et X1 + Xp + 4x3 —2x4 = O}.
(a) Déterminer une base de H.

(b) Montrer que v; € Het v, ¢ H.



Exercice 2 (sujet 1). On pose : A= (X +1)?"* — 1, polynéme de R[X].

1.

Montrer que I'on peut écrire A = X x B ou B est un polynome de R[X] dont on précisera le degré,
le coefficient dominant et le terme constant noté by.

. Déterminer les racines de A dans C. On posera zy = 0 et les autres racines zy, 2o, ..., 22,1 Seront

mises sous la forme pie!%F avec (pg, ay) € R?.

. Déterminer la somme des racines de A et vérifier la cohérence du résultat avec les coefficients de

A.
n—-1 ) kit
On pose Py, 1 sin o
2n—-1 kn
. Montrer, a I'aide d'un changement d’indice, que P,, = H sin —.
k=n+1
2n—-1 kﬂ
En déduire que, si Q;, = H sin o alors P, = /Qy.
k=1
2n—1

. Calculer de deux fagons : H Zk.

k=1
En déduire Q,, et enfin, P,,.



n—1 -1 k
Exercice 3 (sujet 2). pour tout entier naturel non nul n, on pose P, (X) = Z % 2k
k=0 :

Dans les questions 1) et 2), n est un entier naturel non nul fixé.

1. Soit A le polynéme tel que A(X?) = P,(X). On note z1,2,---, 2,1 la liste des racines de A comp-

tées avec multiplicité dans A.
(a) Donnez la forme développée de A (sous forme de somme).
(b) Exprimez en fonction de n la somme et le produit des (zx)1<k<n-1-
(c) Quel est un lien simple entre les racines de A et celles de P, ?
2. (a) Vérifiez que:
P4+ P, = (_l)n_l 2n-2
T 2n-2)!

(b) Déduisez-en que les racines de P,, sont de multiplicité 1 ou 2.
(c) Montrez que P, a au moins n — 1 racines distinctes complexes.

3. Soit u la suite définie par:
nl’l
VneN* u,= —
nle”

1 n
(a) Vériﬁezque:VneN*,(l+—) <e.
n
n" 1
S_
nle™ e

(b) Déduisez-en que u est décroissante et que Vn e N*,

4. On fixe de nouveau un entier naturel non nul 7.
(a) Vérifiez que:
2n-2 62
cosV’(0) _ ;
_ J
Pp=) ——X
j=0 J:
(b) Grace al'inégalité de Taylor-Lagrange, on peut en déduire que ( vous I'admettrez) :
2n

Vx€eR,|P,(x)—cos(x)| < 2n)!

Déduisez-en que :

Vxe

2n
0,7] | Pp(x) —cos(x)|<1/e

(c) Déduisez-en que pour tout entier k dans [0,2n/(en)], P, (kn) est du signe de (— DF et qu’il est
non nul.

(d) Montrez enfin que P, a au moins 2 E—JZJ racines distinctes réelles, ou | £] désigne la partie
entiere du réel .
5. Soit k un entier naturel fixé et I. = [k, (k + 1)7].
(a) Montrez que, pour n assez grand, P,, admet au moins une racine dans I, que 'on notera x,,.
(b) Montrez que : cos(x,) — 0 en utilisant I'inégalité donnée plus haut.
(c) Vérifiez que:

Vx€l,x= arccos((—l)kcos(x)) + kn

(d) Déduisez-en que x, — k7w + 7.



Exercice 4 (sujet 1 et 2). Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a # b.

On considere deux urnes U et V composées ainsi :

— l'urne U contient b boules blanches et a boules noires;

— l'urne V contient a boules blanches et b boules noires.
On se propose d’étudier une succession de tirages au hasard d'une boule dans ces deux urnes. Apres
chaque tirage, la boule est remise dans 'urne dont elle provient.

Pour tout n € N* on note

— U, : «le n-iéme tirage a lieu dans l'urne U »;

— B, : «le n-ieme tirage donne une boule blanche ».

On étudie deux protocoles différents dans les parties I et II puis on compare les résultats dans la
partie III.

Partie I.— Le premier tirage a lieu dans I'urne U. Ensuite :

— siun tirage a donné une boule blanche, alors le tirage suivant a lieu dans I'urne U;

— siun tirage a donné une boule noire, alors le tirage suivant a lieu dans 'urne V.

1. Calculer P(B;).

2. Soit n € N*. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche pour la premiere fois au tirage
numéro n.
3. (@) Montrer que pour tout n € N*, P(B,,4+1) = %P(Bn) + ﬁ.
(b) En déduire, pour tout n € N*, une expression de P(B,,) en fonction de a, b et n.
(c) Calculer lim P(B,).
n—+oo
Partie II.— Le premier tirage a lieu dans 'urne U. Ensuite :
— siun tirage a donné une boule blanche, alors le tirage suivant a lieu dans la méme urne;
— siun tirage a donné une boule noire, alors le tirage suivant a lieu dans I'autre urne.

1. Soit n € N*. Exprimer I’événement U, en fonction des événements Uy, U,, B, et B,,.
2. En déduire que P(Uj41) = ﬁ pour tout n € N*.

3. Calculer alors P(B;,) pour tout n = 2.

Partie III.— L'objectif est d’obtenir une boule blanche au dernier tirage.

1. Montrer que les deux protocoles sont équivalents si n = 2.

2. Quel est le protocole le plus favorable si b > a?

3. Lerésultat reste-t-il vrai dans le cas général?



CorrectionduDS n7

Correction 1

1. Dans E =R*, on consideére le sous-espace vectoriel F = Vect(vy, v, v3) ot :
U] = (173;_1)0)7 UZ = (5y4)_2) 1): U3 = (_13)5) 1) _4)

(a) Montrons que vs peut s’écrire comme combinaison linéaire de v; et vy, c’est-a-dire sous la
forme : v3 = a.v; + b.v,. Cette équation vectorielle et équivalente a un systeme obtenu en
identifiant les coordonnées des deux membres de I’équation. On peut aussi remarquer que :
Comme v; a sa quatrieme coordonnée nulle, il apparait nécessaire que b = —4. Mais on a
alors: vs —b.v, = (-13,5,1,-4) +4.(5,4,-2,1) = (7,21,-7,0) = 7.(1,3,—1,0),
ie:’ V3 = 7.01—4.10 ‘

(b) On aalors: F = Vect(vy, v2, v3) = Vect(vy, v2) puisque v3 s’écrit comme combinaison linéaire
de v; et vs.
Or v, et v, forment une famille libre : en effet, soient 1; et 1, deux réels tels que :
/11.1)1 + 12.1/2 = O[R4 — (Al + 5/12,3/11 +4A2, —Al — 2/12,/12) =(0,0,0,0)

Al+5/12 =0
301 +41, =0
1 2 <:>/11:/12:0.
-A1—-2A, =0
A2 =0

Comme I'égalité : F = Vect(vy, v») fait de (v1, v2) une famille génératrice de F, et puisqu’elle
est libre :| (v, v2) est une base de F ‘

2. Soit G = Vect(u;,up) ou: u; =(-1,1,1,0), up, =(0,0,1,1).

(a) Montrons que (uy, Uz, vy, V2) est une base de E :
Montrons tout d’abord que celle famille est libre : Soient alors A1, 12, A3, 14 quatre réels tels
que:
Aup+ Ao tp + A3.v1 + Ag.p = Ops
On est ramené a résoudre le systeme :

A1 +6As —/13 =0 IL;
3/11 +7/12 —/13 =0 LZ
—3/12 +/13 +A4 =0 Ls
2/12 +A4 =0
A1 +6A, —/13 =0 I,
-117, +2/13 =0 Ly—IL,-31,
51, -3 =0 Ly3——-L3+1,4
2/12 +A4 =0

Les lignes L, et L3 impliquent A, = 13 = 0, la ligne L, donne alors A4 = 0 puis la premiere
donne A; =0. La seule solution estdonc A; = A, = A3 =14 =0.
La famille (u;, us, vy, 1) est donc libre, et c’est une base de R*.

On montre ensuite qu’elle est génératrice de R* en raisonnant avec I'espace engendré :



(b)

(©

VeCt((lysy_lyo)’(5)4) _2’ 1))(_1) 1; 1)0))(010) 1) 1))
1
= VeCt((O) ]-)0)0)y (0)972r0)) (_17 1) ]-)0)7 (0)0) ]-) ]-)) V] < _(vl + VS)y Vo <— 12 +5V3 — U4

= Vect((0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,-1,0),(0,0,1,1)) vz — E(UZ —91), V3 — V1 - U3
= VeCt((O, ]-)O) 0); (O)O) 1v0)) (1) 0)0) 0)) (O)Oy 0) ]-)) U3 <= U3+ U2, Vs < Vs— U2
= R*

On a bien montré que la famille est génératrice de R?, c’est donc une base de R*.

On peut aussi montrer que tout élément de (a, b, ¢, d) € R* s’écrit, de maniére unique, comme
combinaison linéaire de la famille. Il suffit pour cela de montrer que le systeme

x+3y—-z =a
5x+4y—-2z+t =b
-x+y+z =c
z+t =d

admet une unique solution. On écrit

x+3y—-z =a

5x+4y—-2z+t =b
L3 — L3+ Ly, Ly—Ly—1L4

4y =a+tc
5x+4y—3z =b-d
xX—z+3y =a
5x—-2z+t+4y =b
3 Ly— 1Ly
4y =a+c
2z—11y =b-d-5a
puis en permutant les lignes :
5x—-2z+t+4y =b
xX—z+3 =a
y Ly— Ly
2z—-11y =b—-d-b5a
4y =a+tc

On reconnait un systéme de Cramer, il admet donc une unique solution. On en déduit que la
famille est une base de R*.

F + G est un sous-espace vectoriel de E (somme de s.e.v. de E).

Onavuque; (v;, v2) estune base de F. On a aussi : G = Vect(u,, uz), donc la famille (u,, u,) en-
gendre G. Mais elle est aussi libre comme sous-famille de la base (i, up, vy, v2) de E : (uy, up)
est donc une base de G.

Comme la famille (u,, uy, v1, v2), obtenue en juxtaposant une base de F et une base de G,
forme une base de I’espace E tout entier : d’aprés le cours, on peut alors affirmer que :

F et G sont supplémentaires : F EB G=E

On cherche p(7,10,-3,2), on cherche donc (a, §,7,6) € R* tel que
(7,10,-3,2) = avy + B+ yu; + O uy,
soit encore

(7,10,-3,2) = a(1,3,-1,0) + (5,4,-2,1) +y(-1,1,1,0) + 6(0,0, 1, 1).

6



Par identification, on a

a+56-y =7 a+56-y =7
3a+4p+y =10 - 4a+9p =17L, — Lo+ L,
-a-2f+y+6 = 36+06 =4L3— L3+ L,
p+6 =2 p+o =2

On déduit des deux derniéres lignes que 8 = 1 puis la premiere ligne donne 4a = 8 donc a = 2
d'ou p(7,10,-3,2) =2v; + v» = (7,10,-4,1)
3. H={x=(x1,X%2,X3,X4) € R4 3xX1—Xx2+7x4=0et X7 +x2+4x3 —2x4 = 0}.
(@) Pour trouver une famille génératrice, on résout le systéme caractéristique des éléments de H :
3x1 —Xx +7x4 =0
{ X1 +Xxp +4x3 —2x4 =0
X1 +Xxp +4x3 —2x4 =0 Li—1Lp
{ 4x, +4x3 +5x4 =0 Lr—Ly+1L;
{xg =—X1—4x3+2x4=—-3x3+ %x4
— 5
X1 =—X3—3X4
H =5 ={(—x3— 3x4,-3X3+ L2 x4, x3, x4)| (X3, x4) € R}
< H=Vect((-1,-3,1,0),(-2,%,0,1))
< H =Vect((1,3,-1,0),(-5,13,0,4)).
Ces deux derniers vecteurs qui engendrent H sont clairement non colinéaires, donc ils forment

une famille libre.
On obtient ainsi une base (parmi tant d’autres possibles!) de H.

(b) Onvient d’écrire que v; = (1,3,—1,0) appartient a une base de H : donc v; € H!
V2 € H si et seulement si ses coordonnées vérifient le systeme caractéristique des éléments de
H.
Avec (x1, X2, x3,Xx4) = (5,4,-2,1) = vy,0na:
3x1—X2+7x4=35-4+7=18#0,donc v, ¢ H.



Correction 2

2n 2n (2n
1. D’apres la formule du bindme de Newton, ona A = Z ( r )Xk -1=) ( p )Xk XB avec B =
k=0 k=1

2n
Z ( r )Xk_l. Le polynome B est de degré 2n — 1, son coefficient dominant est C%Z =1 et son
k=1

terme constant by vaut Czln =2n.

)211

2. z estracine de A si et seulement si (z+ 1) =1 ce qui équivaut a z+ 1 = exp ( ) ou k est un

entier compris entre 1 et 2n — 1.
2ikm
2n

Donc les racines de A sont zp =0 et z = exp( ) —1 avec k est un entier compris entre 1 et
2n-1.

Remarquons que pour tout entier k compris entre 1 et2n—1:

s <o) el ) -2
ko= exp 2n P 2n P 2n

. (kn) (lkﬂ)
=2isin exp
2n 2n
—251n(§’;)exp(’2kg +i%
2n-1 2n-1
3. Ona Z Zk = Z (exp(Z’k”) ):O—Zn. car la somme des racines 2niéme de I'unité est nulle.
k=0 k=0

Par ailleurs, A est unitaire et le coefficient de son terme d’indice 2n—1 vaut ( 2n.Lerésultat

est donc bien cohérent.

2n— 1)

4. Faisons dans P, le changement d’indice [ =2n — k. Alors :

2n—1 _ 2n—1 2n—-1
pP,= H sin(@): H sin(ﬂ—é—Z): H sin(l—n)

I=n+1 n I=n+1 I=n+1 2n

car sin(mw — x) = sin x.

2n-1 k7 n-1 7T 2n-1 k7
On en déduit que Q,, = H sm( ) H sm( ) X sin(—) X H sin(—) = P,Zl.
k=1 2n 2 k=n+1 2n
kn /1
De plus, pour tout entier k compris entre 1 et2n—1, ' om appartient a [0, 7] donc sin on =0ce
n n

qui implique que P, et Q,, sont positifs. Par conséquent, P, = \/@ .

Limmense majorité d'entre vous a posé j = n+ k pour que ¢a colle au niveau des bornes. Ensuite,
il y a eu ceux qui m'ont trafiqué le produit avec des formules trigo fausses pour que ¢a marche
et quelques uns (rares) qui ont eu 'honnéteté de reconnaitre que ce changement d’indice faisait
apparaitre des cosinus dans le produit.

2n—-1
5. H zj est le produit des racines du polyndme B. D’apres les relations coefficients racines, ce
k=1
2n—-1
produit vaut (=1)2*~1by. Donc H z = —2n. D’autre part, d’apres I’expression des z; donnée au
k=1
2.:
H2n lze =@D¥1xQ, H2n lexp( ki )
22" (=1)"Qn y2n-l
=———ex k
22”*1(11)1’!() p ( )
= 2N g (nn——))
— _22]’1—1 Qn
. . 4n vn
En égalant les deux résultats, on trouve Q, = >on etP,=+v/0Q;= Py



Correction 3

L@ Py =Y 1)k(Xz) _ A ona="s CU x
' " o k) - o (2K)!
n-1 (-t
(b) Onnote A(X)= ¥ a;xX*.Onaa,., = ——— #0donc Aestde degré n—1.
k=0 2n-2)!

D’apres le cours,

_ (-p"?
"le _ Gp2 _ Gnay _ @2n-=-2) 2n—2)2n-3)
e P ST R V]

- 2n-2)!

n—1 B ap i
[Tz=CD" —=(D"

=2n-2)!
_ (=nn-1
k=1 Gn-1 @n-2)!
n-1 n-1
Conclusion: Y zy;=02n-2)2n-3)et [] zr=(2n-2)!
k=1 k=1
Le degré du polynome A est n—1 et non pas n! Par ailleurs, beaucoup d'erreurs dans la simpli-
2n-2)!
fication de g
(2n—4)!

(c) Soit z€ C, ona A(z%) = P(z) donc
zracinede P < P(z) =0 < A(z%) =0 © z° racine de A

Conclusion : les racines de A sont les carrés des racines de P

voir ce symbole utilisé sur des complexes (et pareil pour la puissance 1/2).

2. (a) D .
nl(-1)
Py"(X) = (X" =
" kzo (2k)' F=o (2K)!
nl (-D* 2k-2
= mX car le terme pour k = 0 est nul
k=1 !

Posons j = k—1, alors

n-2 (—1)J+1

p" — X2]
" ,Zo 2)!
n-2 (—1)J
o 2!
Zl( 1)/ \2i (-pmt y2n-2
j=0 (2])' (2n-2)!
n-1
- _ [pn_LXZH—Z]
2n-2)!
: " (_l)n_l 2n—2
Conclusion: P",+ P, = —— .
2n-2)!

(b) Si z estracine de P de multiplicité m = 3 alors P, (z) = P}, (z) = P",(z) =0. D’aprés a), on a

D"

Py(2)+P,"(2) = @n 2 2)!z



donc z?""2 = 0. C’est impossible si = 1 et cela donne z = 0 si n > 2. Mais 0 n’est pas racine
de P, puisque P,(0) = 1.

Conclusion : les racines de P,, sont soit simple, soit double.

Beaucoup d’arnaques sur cette question car vous avez souvent fait démarrer la somme de la
dérivée seconde a 2 (alors que le terme d’'indice 1 ne sannule pas!) et vous avez ensuite ramé
pour justifier la formule. Sachez qu'il est, dans ce cas, appréciable de dire " je ne comprends pas
pourquoi il reste un 1" plutét que " je tente de faire disparaitre le 1 d’'une ligne a la suivante en
espérant qu'elle ne le remarquera pas".

(c) Notons xi,...,x, les r racines complexes distinctes de P,, notons my,..., m, leur multiplicité

r
respective dans P,,. On a deg(P,) = ). my.
k=1

.
Or, d’apreésb), Vk e [|1,r]], m <2donc ) mip<2rdour= %deg(Pn) = %(2n—2) =
k=1

Conclusion : P, a au moins n — 1 racines complexes distinctes.

Ceux qui ont compris ont souvent eu du mal a me l'expliquer correctement, en traitant notamment
le cas de ot toutes les racines sont doubles puis en expliquant vaguement que c’était le cas ot on
avait le moins de racines. J'ai rarement été convaincue.

3. (a) SoitneN*, (1+)"=exp(nin(1+1))or, Vx> - 1 ln(l + X) < x par concavité de la fonction
(ou par une breve étude de fonctlon) donc In(1 + ) ( car 1 >—1).Or n=0dou nln(1 +
n) < 1. Enfin, exp est croissante donc (1 + n) < e,Vn € I\I*.
J'ose a peine U'écrire mais un nombre non négligeable a tenté une récurrence.
(b)

VneN*, u, >0et
U, _(n+1)!e”+1 n"  (n+1en”

Upe1  (m+1)" “ple?  (n+ 1)1+l

donc
U e.n” e

= = >1
Upsr (D" (1+1)n

d’apres la question a) car (1 + %)” > 0. On a donc ”Z;l letu,>0dou u,+1 <u,, Vn=1.La

suite u est décroissante.

De plus, u; = %, dongc, pour tout n € N*, u,, < %

4. (@) Onsaitque:VjeN,VxeR, cos) (x) = cos(x+ j%). Donc cos(0) = cos (j%).
— Si j est pair, j =2k ot k€N, cos’(0) = cos(km) = (-1)*.
— Si j estimpair, j=2k+1ou keN, cos (0) = cos(kr + %) =0

donc 2n-1 §)) 2n-1 ()
n-— J . n— J
Z cos. (O)X]: Z cos. (O)X]
j=0 J! j=0 J
j pair
On pose j =2k,ona
2n- cos(f)(O) n-l -k
Z =X =P,(X)
= = (2K)!

La encore, l'explication était souvent douteuse pour justifier I'égalité. J’ai vu souvent " on pose
j =2k"alors que j est quelconque (et donc le nouvel indice n'est pas entier!!). Je passe la encore
sur les (-1)¥'2 qui wont aucun sens si k est impair

10



(b) Soit xe |0,22 |, alors x" < (Z—n)zn car 0 < x* < (22)°,
en e
| P,,(x) —cos(x) |< % < 1
e’n(2n)! e
d’apres 3b).

(c) Soit k un entier dans [0, 22] alors kx € [0,22] donc, d’apres b),
1
| P,(km) —cos(km) |< —
e
or cos(km) = (-1)F d’'ott -1 < P, (km) - (-1)F < 1 donc
1 K 1 K
s +(=1)" < Pylkm) < 2 +(=1)

— Pour k pair,0<1— % < P, (kn) donc P, (km) > 0.
— Pour k impair, P, (kn) < % —1<0donc P, (kx) <0.
(d)
¢ On applique le théoréme des valeurs intermédiaires a P,, (continue sur R) sur chaque intervalle
[k, (k+1)7] ott k € [0, 22 — 1] (ce qui donne E (22 —1) + 1 = E (22) valeurs de k).
P, (km) et P,((k+ 1)m) sont de signes opposés stricts d’apres c¢) donc Icy €]k, (k + 1)x[ tel que
Py(cx) =0.

e Onadonctrouvé E (i—Z) racines distinctes pour P, dans R (distinctes car les intervalles | k7, (k+
1)7[ sont disjoints).
De plus, P, est pair donc les opposés des ¢y sont aussi racines. Cela fait 2E (i—g), au moins, racines

distinctes dans R pour P,,.

. (@) Onvient de voir que pour n € N*, pour k€ [| 0, | (22)| - 11], P, a au moins une racine dans I.

emn
2n 2n

Or, pour n assez grand, k < [(e—ﬂ)J —1 car £ — 400 quand n — +oo.

Donc, pour 7 assez grand, P, a au moins une racine dans I.

(b) D’apres 4b) et 'énoncé :

2n
n

e

Pour n assez grand, | P, (x;) — cos(xy) |<

Or, Py, (x,) = 0 par définition et x,, € [0, (k + )] d’ot1 x2" € [0, ((k + 1)7)*"].

2
On a donc, pour n assez grand, | cos(x,) |< % Or k est fixé donc ((k+1)7)" est né-
gligeable devant (2n)! quand n tend vers +oo. D’ol, par encadrement, | cos(x,) [— 0 quand

n — +oo donc cos(x,) — 0.

Il faut impérativement majorer x,, pour passer a la limite car la limite que vous connaissez
n n

a . . . a .
est —- avec a une constante! Par ailleurs, beaucoup m’ont dit que lim — =0 par croissances
n n—+oo n

comparées ce qui est parfaitement faux. On l'a montré a la main en faisant une longue fraction.
(c) Soit x € I, x— km € [0,m] donc x — kmr = arccos(cos(x — k7)) car arccos est la réciproque de la
restriction de cos a [0, ].
D’oi1 x — krr = arccos((—1)¥ cos x) donc x = kn + arccos((—1)* cos x).
(d) D’apresb), (-1)Fcos(x,,) — 0 quand n — +o0 or arccos(y) — arccos(0) = % quand y tend vers
0 (arccos est continue en 0).

Donc arccos((—-1)* cos(x,)) — % quand 7 tend vers +oo, d’ol1, d’apres c) et comme x, € Ik,
pour n assez grand, x, — k7 + 7.
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Correction 4

1. Le premier tirage a lieu dans 'urne U qui contient b boules blanches et a boules noires. On a

b
donc|P(B;) = ——.
a+b

On évite de balancer la probabilité sans un minimum d’explication (comme le fait qu'on com-
mence par un tirage dans l'urne U)

2. Soit n € N*. Notons B I'’événement « obtenir une boule blanche pour la premiere fois au tirage
numéro 1 ».

— Sin=1onaB=Bjetonavualaquestion précédente que | P(B;) = P
a

— On suppose désormais que n = 2. Compte tenu du protocole de tirage dans cette partie, tant
qu’on tire une boule noire, le tirage suivant a lieu dans 'urne V.
On a alors

B=B nB,N---NB,_1NB,.
D’apres la formule des probabilités composées, on a
P(B)=P(BiNBzN---NB,_1NBy)
= P(By) x P5-(Bz) x -~ x Py, 5—(By)

By
a b b a
= X X eee X X
a+b a+b a+b a+b
(n—zygsrmes
_ aan—Z
"~ (a+ b
En conclusion, on a
21,n—2
PB) =22 __sins2
(a+b)"

On commence par écrire l'évenement dont on cherche la probabilité (avec des intersections) puis
on cite la formule que l'on utilise. Certains m'ont écrit que l'on recherchait une probabilité condi-
tionnelle, ce qui est faux.

3. (a) Soit n € N*. On calcule P(B;+1) avec la formule des probabilités totales appliquée au le sys-
téme complet d’événements (B;;, B;). On obtient

P(Bp+1) = P, (Bn+1) P(Bn) + P5—(By+1) P(By)
_ % pBa+—2pE,)
Ca+b " a+b "

car si B, est réalisé, le tirage suivant a lieu dans I'urne U, de méme si B, est réalisé.

L WL R o
a+b " a+b "

2% B+
T a+b "a+ b

—-a a
Ainsi, | P(B = ——P(B,) + —— pour tout n € N*.
( n+1) a+b ( n) a+bp

La encore, on cite la formule utilisée et le SCE que l'on considere. Comme on veut P(B,1) en
fonction de P(By,), c’est naturel de choisir (Bn,En) comme SCE. Certains ont voulu raisonner
avec (Uy11,U ns1), ce qui est possible car Uy, = By, avec ce protocole. En revanche, raisonner
avec (U, U,) ne méne nulle part.
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b—a a
(b) On cherche ce Rtelque c=——c+
a+b a+b
-a
définie par v,, = b,,— — est donc géométrique de raison

b b—a

. . 1 .
ce qui donne apres calculs ¢ = X La suite (vy,) nen>

etde premier terme v; = b1 —A =

-l — . d
at+b 2 2(atp) oradone
YneN' v (b—a)"-l_ b-—a x(b—a)”'l_l(b—a)”
’ n= N e+ b " 2(a+b) \a+b “2\la+b
et donc
VneN*, P(B,)=b + l(b_“n L
n , = =v,+Cc=-— —.
" e 2\a+b 2

Donc vous saviez calculer le terme général d’'une suite géométrique au DS5 et la vous ne savez

1 ) . .
plus? Globalement, vous avez trouvé — mais beaucoup ont pris P(By) pour premier terme de la

1 b 1
suite ggométrique (P(Bn) - 5) au lieu de 377 Certains aussi ont mis une puissance n
a

neN
au lieu de n— 1 alors que le premier terme est celui d’indice 1 (et pas0).

(c) Ona-1< a
a+b

<1l —(a+b)<b—-a< a+bce qui est vrai car a et b sont positifs. Par

. . (b—a\" .
conséquent, lim =0etdonc| lim P(B,)=—.
n—+oo\a+ b n—+oo 2

. b—a\" -a . o . n
J'ai vu beaucoup de s — 0 car < 1 ce qui est faux (mais vraiment, pensez a (—3)".
a a

+b

Partie II.—

1. Soit n € N*. L'événement U, se réalise si et seulement si le (n + 1)-ieme tirage a lieu dans
I'urne U, c’est-a-dire si et seulement si :
— le n-iéme tirage a eu lieu dans U et a donné une boule blanche;
— OU le n-ieme tirage a eu lieu dans V et a donné une boule noire.

Ainsi| U, = (U,NB,) U(U,, N By).

Un minimum d’explication est évidemment nécessaire.

2. Les événements (U, N B,,) et (U, N B,,) sont incompatibles donc
P(Up41) = P(UyNBy) + P(U, N By)
puis, avec la formule des probabilités conditionnelles,
P(Up+1) = Py, (Bp) P(Un) + Py—(By) P(Up)
__b P(U,) + b P(U,)
Ca+b " a+b "

—LP(U )+L(1—P(U )
a+b " a+b "
b

a+b’

b
Ainsi, | P(U,4+1) = —— pour tout n € N.
a+b

La encore, on précise que les événements sont incompatibles (et on évite de parler de réunion dis-
jointe, il y a un vocabulaire spécifique pour les probas, c’est celui-la que vous devez utiliser).

13



3. Soit n un entier > 2. On calcule P(B,) avec la formule des probabilités totales dans le systeme
complet d’événements (U, Uy,) :

P(By) = Py, (Bn) P(Uy) + Py~(By) P(Up)
-2 pwn+—~ @y
a+b " a+b "

b b a ( b

= X + —
a+b a+b a+b a+b

_at+b?

"~ (a+Db)?

.. a’+ b? )
Ainsi, | P(B,,) = ——— pour tout entier n = 2.
a+ b)?

(

Partie III.—
1. On calcule la probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxieme tirage dans les deux proto-
coles. Pour le premier,
P(B,) =P(BynB;)+P(B,NBy) car (By, By) estun SCE

= P(B1)Pg,(B2) + P(Bg)PE1 (B2) par la formule des probas totales
a a b b

= X + X
a+b a+b a+b a+b

_at+ b
" (a+b)?
On obtient bien la méme probabilité qu’avec le deuxieme protocole.
2. Onraisonne par équivalence :
a?+b> b-a" 1
> +—
(a+b)? 2(a+b" 2

o 2@ +b*)a+b)"?>(b-a)"+(a+b)"
o (a+b)"?%(2a*+2b*—(a+Db)*)>(b-a)"
o (a+b)"?(a*-2ab+b*)>(b-a)"

< (a+b)"?>(b-a)"? en divisant par (b—a)?> >0

La derniére inégalité est vraie par croissance de x — x"~2 sur R, car a+ b > b— a > 0. Par équi-
valence, on a montré que le deuxieme protocole est plus favorable dans le cas ou b > a.

On peut aussi montrer comme Arthur que si b > a, alors la suite arithmético-géométrique est
décroissante donc majorée a partir de I'indice 2 par son terme d’indice 2 qui correspond a la
probabilité avec le second protocole.

1
3. Dans le cas général, on sait que nliIP Pi(By) = 2 en notant P; la probabilité avec le premier
—+00

protocole. Or

a*+b* 1 )

———— > - o 2(a’+b*) > (a+b)* -b)?*>0

@it 27 (a )>(a+b)” < (a-Db)

a’+ b s .y |
@2 > 7 On en déduit que pour n grand, la probabilité avec le deuxiéme
protocole sera plus favorable que celle avec le premier protocole.

donc, par équivalence,
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